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CORRIGE DU PARTIEL DU 24 NOVEMBRE 2015

Exercice 1 1. Un seul morphisme non trivial : Z/AZ — Aut(Z/AZ) ~
(Z/A7)* = {£1d}, y — (—Id)Y. (Comme —Id est d’ordre 2, (—Id)Y ne
dépend pas du représentant choisi de y € ZZ/AZ dans Z.

2. {(1,0)) = Z/4Z x 0 et {(0,1)) = 0x Z/AZ. N x,y € ZLJAZ, (x,y) = (1,0)" »
(0,1)v.

3. (2,2) % (z,9) *(2,2) ' = 2+ 2,2 +y) #(2,2) = (2 + 2+ (-1)¥+2,y) =
(x+2+2,y) = (x,y) pour tous x,y. |Z/AZ x Z/47./{(2,2))| = 8.

4. Dans ZLJALXZ/AZ, (0,1)? = (0,2) = (1,1)? = (2,0)%(2,2) = (1,0)> mod H.

5. Soit ¢ : Lg(a,b)lﬂ — H le morphisme a — (1,0), b — (0,1). Comme
d(a®) = ¢(b)? = ¢(ab)?, ¢ induit un morphisme Qg — H, a — (1,0),
b (0,1). D’apres la question 2, c¢’est surjectif.

6. b = abab = b = aba = 1 = b~taba = a~' = b~'ab. Donc b=1a?b =
al=2b1b=a?=2b=a=d=a?=at=0"=1.

7. b7lab = a7t = {(a) < Qg. donc |Qs| = [{a)||Qs/{a)| < 4.2 = 8. Donc
Qs — H est de noyau trivial = Qg ~ H.

Exercice 2 1. |G| = (32 —1)(3% — 3) = 48.
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a b 1 1 a b 1— 5 a?
2. = “2 ¢ . Donc
c d 0 1 c d —c 1+ 5=
a b
EN(P)<ec=0.Ona:ng(G)=[G:N(P)=48/(4.3) = 4.
c d

3. N(P1) n N(Py) = {matrices diagonales} = sous-groupe d’ordre 4. Par ez.
-1
11 1 0 11 1 1
= ¢ N(P1) n N(P).
0 1 0 -1 01 0 -1

4. Le noyau est(); N(P;) est contenu strictement (car distingué) dans N (Py)n
N(P,) qui est d’ordre 4. Comme —I5 est dans le noyau, le noyau est {+15}.
Comme de plus |PGLy(Z/3Z)| = 24, PGLy(Z/3Z) ~ S,.

5. P < SLo(Z/3%Z) et Vi, 3g € G, P, = gPig~' < ¢gSL2(Z/3%)g™ =
SLo(Z/3Z). Dans chaque 3—Sylow, il y a 2 éléments d’ordre 2 et chaque
élément d’ordre 3 est dans un seul 3—Sylow. D’ow 4.2 = 8 éléments d’ordre
3.

6. {€éléments d’ordre 3} — {éléments d’ordre 6}, g — —g est injective.

7. |SLo(Z/3Z) \ { éléments d’ordre 3} L {éléments d’ordre 6} < 24 — 16 = 8.
Or les 2—Sylow sont d’ordre 8 car |SLo(Z/37)| = 23.3.

8 ,Jy={xly,+1,+J,+1J} est d’odre 8.

9. Comme I* = J? = (IJ)*(= —I,), le morphisme surjectif Ly(a,b) — Q,
a — I,b— J induit un morphisme surjectif Qs — Q. Comme |Q| =

Qs =8, Qs ~ Q.

t. on note La(a,b) le groupe libre & deux générateurs
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