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I — Groupes définis par générateurs et relations

Exercice 1
a) Montrer que Z{nZ � xa : an � 1y.
b) Soient n un entier tel que n ¡ 1 et Dn le sous-groupe de GL2pRq engendré

par

R :�

�
� cosp 2πn q � sinp 2πn q

sinp 2πn q cosp 2πn q

�
 et S :�

�
� 1 0

0 �1

�
.

Le groupe Dn est appelé groupe diédral d’ordre 2n. Calculer l’ordre de Dn.
c) En déduire que le sous-groupe engendré par R est un sous-groupe distingué.
d) Montrer que Dn le groupe diédral d’ordre 2n est isomorphe à :

xa, b : a2 � bn � aba�1b � 1y et à

xa, b : a2 � b2 � pabqn � 1y .

e) Montrer que Dn est isomorphe au sous-groupe de GL2pCq engendré par :

A :�

�
� 0 1

1 0

�
 et B :�

�
� ζ 0

0 ζ�1

�


où ζ :� e2iπ{n.

Exercice 2 Soit D8 le groupe des bijections affines Z Ñ Z, x ÞÑ λx � µ.
Montrer que D8 est engendré par x ÞÑ �x et x ÞÑ 1 � x puis que D8 � xa, b :
a2 � b2 � 1y.

Exercice 3 Donner une présentation de Z` Z avec 2 générateurs.

Exercice 4 Soit Q8 le sous-groupe de GL2pCq engendré par les matrices

I :�

�
� 0 1

�1 0

�
, J :�

�
� 0 i

i 0

�
 et K :�

�
� i 0

0 �i

�
.

a) Calculer l’ordre de Q8.
b) Donner tous ses sous-groupes, ses sous-groupes distingués, son centre, et ses

quotients et montrer que tous les sous-groupes propres sont distingués et
cycliques.

c) Montrer que Q8 � xa, b : a2 � b2 � pabq2y.

Exercice 5 graphes de Cayley

a) Représenter le graphe de Cayley de D5 avec pour générateurs R :�

�
� cosp 2π5 q � sinp 2π5 q

sinp 2π5 q cosp 2π5 q

�


et S :�

�
� 1 0

0 �1

�
 (le graphe de Cayley associé à un groupe G et un sys-

tème de générateurs Σ a pour sommets les éléments du groupe et pour chaque
générateur s P Σ, on choisit une couleur cs et on représente une flèche de
couleur cs de g vers gs pour tout g P G.
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b) Représenter le graphe de Cayley de Z{5Z�Z{2Z avec les générateurs p1, 0q
et p0, 1q.

c) Représenter le graphe de Cayley de Q8 avec les générateurs i et j.

Exercice 6
a) Montrer : S4 � xa, b : a2 � b3 � pabq4 � 1y.
b) Montrer : A4 � xa, b : a2 � b3 � pabq3 � 1y.
c) Montrer : A5 � xa, b, c : a2 � b3 � c5 � abc � 1y (montrer que le sous-

groupe engendré par c est d’indice ¤ 12).

Exercice 7 On pose A1 :�

�
� 1 2

0 1

�
 et A2 :�

�
� 1 0

2 1

�
. Montrer que le

groupe engendré par A1 et A2 dans SL2pZq est libre i.e. tout mot réduit en A1, A2

non trivial est différent de 1 (on appelle mot réduit en A1, A2 une expression de
la forme An1

i1
...Ank

ik
où @ j, ij � ij�1 et @ j, nj � 0) indication : on pose P1 :�$&

%

�
� x

y

�
P R2 z t0u : |x|   |y|

,.
- et P2 :�

$&
%

�
� x

y

�
P R2 z t0u : |x| ¡ |y|u

,.
-,

vérifier que @ n � 0, An1 pP1q � P2 et An2 pP2q � P1.

Exercice 8 Soit G le groupe défini par xx, y : x2 � y3 � 1y. L’objectif est de
montrer que G est isomorphe à PSLp2,Zq.

a) Montrer que le groupe SLp2,Zq est engendré par

�
� 1 0

1 1

�
 et

�
� 1 1

0 1

�
.

b) Calculer

�
� 1 �1

0 1

�

�
� 1 0

1 1

�

�
� 1 �1

0 1

�
. En déduire que SLp2,Zq est

engendré par�
� 0 �1

1 0

�
et

�
� 1 1

0 1

�
.

c) Notons l’image de

�
� 0 �1

1 0

�
 et

�
� 0 �1

1 0

�

�
� 1 1

0 1

�
par la projection

canonique SLp2,Zq Ñ PSLp2,Zq par A et B, respectivement.
i) Montrer que A2 � B3 � 12.
ii) En déduire qu’il existe un morphisme surjectif ϕ de G dans PSLp2,Zq.

d) Posons ξ � xy et η � xy�1. Montrer que tout élément de G peut s’écrire
sous la forme
xεξm1ηn1 � � � ξmrηnrxε

1

oú ε, ε1 P t0, 1u et mi, ni P N.
e) Expliciter ξ1 :� ϕpξq et η1 :� ϕpηq. En déduire que le module de la somme

des composantes de ξ1m1η1n1 � � � ξ1mrη1nr est au moins 3 sauf si m1 � n1 �
� � � � mr � nr � 0.

f) Conclure.
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