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V — AUTOMORPHISMES DE &,,

Exercice 1 Soit n = 5. On rappelle que le groupe 2, est simple.

a)
b)

Soit G un sous-groupe distingué de &,,. Montrer que G = {1},2,, ou &,,.

Soit G un sous-groupe d’indice n de &,,. En considérant une action de G
sur 6,,/G, montrer que G ~ &,,_1.

Exercice 2 Soit n > 2.

a)

Soit ¢ € Aut(&,,). On suppose que ¢ envoie une transposition sur une
transposition. Montrer que ¢ est un automorphisme intérieur (indication :
on suppose que ¢((12)) = (araz), #((23)) = (agaz); montrer qu’il existe
ag, .y an € {1, ...,n} tels que ¢((it + 1)) = (a;a;41) pour tout 1 <i<n—1).
Soit ¢ € Aut(S,,). Montrer que ¢ permute les classes de conjugaison de G,,.

Déterminer le nombre de transpositions dans &,,. Plus généralement déter-
miner le cardinal de la classe de conjugaison d’une involution (un o € &,
d’ordre 2).

En déduire que si n # 6, tous les automorphismes sont intérieurs.

Soit H un sous-groupe transitif de &g d’indice 6 (transitif = qui agit tran-
sitivement sur {1,...,6}). On note ¢ : &g — G¢ le morphisme induit par
Paction de &4 sur Gg/H. Montrer que ¢ est un automorphisme non inté-
rieur (indication : on numérote g1H, ...,geH les classes a droite de Sg/H
avec g1 = 1; pour tout i, H; := {0 € &g : 0(i) = 1) ; montrer que ¢(H) = H;
mais que ¥ i, H # H;).

Montrer que G5 a six 5—Sylow. En déduire 'existence d’un sous-groupe
transitif de &g d’indice 6. Autre méthode : montrer que PGLy(Z/5Z) ~ Gs,
en déduire 'existence d’un sous-groupe transitif de Sg d’indice 6. En déduire
lexistence d’un automorphisme non intérieur de Sg.

On pose : 01 := (12)(34)(56), o2 := (23)(45)(16), o3 := (34)(15)(26), 04 :=
(45)(12)(36), o5 := (16)(34)(25), s; := (it + 1), 1 < i < 5. Montrer qu’il
existe un automorphisme

v:66 — Gp

tel que @(s;) = o; indication on peut utiliser la présentation suivante de
Gp : (x1yeenyws 2 Vi, 2f =1, Vi, (mizip1)® =1, Vi+2 < g, (z2;)? = 1).
Montrer que (16) = $15253545554835251, (15) = $1525354535251, (26) =
$9838455548352, (36) = $354555453, (25) = $2538483582. En déduire que ¢ o
¢ = int (13504) o0 pour tout o € S, on a posé int , := o - o' € Aut(Se).
Montrer que Intg, est d’indice 2 dans Aut&Sg. En considérant (¢°), en dé-
duire que Aut(Sg) ~ Sg x Z/27Z.



