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VI

Exercice 1 Soit A un anneau intégre et d € A\NA* un élément non nul.

a) Montrer que tout idéal de A [é] s’écrit sous la forme TA [%], ot I est un
idéal de A.

b) En déduire que, si A est principal, A [é] lest aussi.
c) Montrer que C[X, X "] puis que C[cost,sint] sont des anneaux principauz.

d) Montrer que Uanneau R[cost,sint]| n’est pas principal (indication on peut
commencer par déterminer R[cost,sint]* ).

Exercice 2 Soit D l'anneau des décimauz.
a) Quels sont les irréductibles ?
b) Calculer le PGCD de 0,77 et 910.

Exercice 3 Soit A := Z[i], ’anneau des entiers de Gauss.
a) Montrer que A/(T) = F7[X]/(X? +1).
b) En déduire que 7 est irréductible dans A.

c¢) Soit p un nombre premier impair. Montrer que Z[i]/(p) ~ T, x IF, ou Fpe.
Montrer que ce n’est pas vrai si p = 2.

Exercice 4 Soit A := Z[\/—5].
1. Déterminer A*.

2. En remarquant que 6 = 2.3 = (1 ++/—5)(1 — /—5), montrer que A n’est
pas factoriel.

3. Montrer que les idéaur Py = (2,1 ++/=5), P» = (3,2 4+ /-5), P3 =
(3,2 — \/—5) sont des idéaux mazimauz (non principauz!) de A deux &
deuz distincts et que :

(6) = P12P2P3
(indication : montrer que (2) = P? et (3) = P2P3)

4. Montrer que tout idéal de A peut étre engendré par 1 ou 2 éléments.

Exercice 5 Soit A un anneau principal. Soit I < A[X] un idéal.

a) On suppose que I n'est pas de type fini. On définit par récurrence une suite
fn €I\ (fo,..., fne1) de degré minimal. Donc la suite deg f, est croissante.
On note ay, le coefficient dominant de f,,. Montrer que la suite des idéaux de
A (ag, ...an) est stationnaire. Soit N tel que (aq, ...an) = (ag, ...,an_1) pour
tout n = N. En considérant fn — Zivzgl i f; Xdeg fn—degfi poyr certains
;i € A bien choisis, obtenir une contradiction.

b) On suppose que I n k[X] # 0 # I n k[Y]. Montrer que k[X,Y]/I est de
dimension finie.

¢) Déterminer les idéaux mazimauxr de C[X,Y]. Montrer que les idéaux pre-
miers non nuls et non mazimaux de C[X,Y] sont principauz.

d) Montrer que (X,Y)™ est engendré par n + 1 éléments dans k[X,Y] mais
pas moins ( indication : considérer (X,Y)"/(X,Y)"+1).

Exercice 6

Y
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a) Soit p un nombre premier = 1 mod 4. Montrer que dans Z[7], p est le produit
de deux nombres premiers. En déduire que p est somme de 2 carrés.

b) Sim,n sont des entiers sommes de 2 carrés d’entiers, montrer que mn aussi.
c) Soit n € N. Montrer que n est somme de deux carrés si et seulement si les

nombres premiers = 3 mod 4 apparaissent dans la décomposition de n avec
un exposant pair.

Exercice 7
Soit A un anneau principal.

a) Soit P un idéal premier de A[X]. Montrer que P = 0, P est principal ou
P est de la forme P = (p, f) ot p € A est irréductible et f est irréductible
dans A/p[X] (indication : considérer P n A). Dans ce dernier cas, montrer
que P est maximal.

b) Montrer que si p est premier, I'idéal (p, X )" de Z[X] peut étre engendré par
n + 1 éléments mais non moins.

c) SiA=CJ[t]] et f=1tX—1, montrer que (f) est un idéal maximal de A[X].

d) Si A contient une infinité d’éléments irréductibles (deux a deux non asso-
ciés), montrer qu’aucun idéal maximal m de A n’est principal (indication :
sim = (f), considérer un élément irréductible de A qui ne divise aucun

coefficient de f).

Exercice 8 Soit A ’ensemble des polynomes de la forme

@ yon
n!

avec Y n, a, € Z.

a) Verifier que A est un sous-anneau de Q[X].

b) Montrer que la suite d’idéaux de A :

X2 X2 X"

—)c..c(X,—/—,

X)c (X
(X) € (X, S

) S

n’est pas stationnaire.

¢) En déduire un idéal de A qui n’est pas de type fini.
d) Verifier que (X, X2, X%y = (x, X2 X7

P T3 6T T3 BT

Exercice 9 a) Soit I un idéal de C[X,Y] tel que C[X,Y]/I est de dimension
finie. Montrer qu'’il existe un nombre fini d’idéaux maximaux de C[X,Y]
qui contiennent I.

b) En déduire qu’il existe un nombre fini < dim C[X, Y]/I de points (z,y) € C?
tels que p(z,y) = 0 pour tout p € I.



