M1 — algébre université Lyon I — 2015-2016

IX

Exercice 1 a) Soit (z,y) € Q? tel que y? = 2® — 2. Déterminer I'intersection
de la courbe d’équation y? = 2% — 2 avec sa tangente en (x,y).
zi+161n

b) On pose (z9,y0) := (3,5) et par récurrence x,4; = Tz 0 Untl =
6 3
W. Montrer que 1’on obtient des points deux & deux distincts.

c¢) En déduire que I'équation y? = 2% —2 a une infinité de solutions rationnelles.

Exercice 2
a) Montrer que Z[+/2]/(3) est un corps fini de cardinal 9.

a 2b

b) Mountrer que { :a,be /57 } est un corps fini de cardinal 25.

a

Exercice 3 a) Factoriser X8 — X sur Fy puis X' — X sur Fy. En déduire les
polynémes irréductibles unitaires sur F'y de degré < 4.

b) Déterminer les polynémes irréductibles de degré 2 sur [F3. En déduire la
factorisation de X° — X sur Fs.

¢) Montrer que Fo[X]/(X3+ X?+1) est un corps. On pose z := X mod (X3 +
X2 +1). Exprimer les racines de X3 + X2 + 1 dans la base 1, x, 2.

d) Montrer que X3 — 2 est irréductible sur IF7. Déterminer les trois racines de
X3 — 2 dans le corps F7[X]/(X? — 2) en fonction de x := X mod (X3 — 2).
Montrer que 22 + 2 4+ 2 est une racine de P := X3+ X2 — X —2. Déterminer
les autres racines de ce polyndme dans la base 1, z, 22.

Exercice 4 a) Montrer qu’il existe un unique corps de cardinal ¢¢ entre IF, et
Fyn si d|n. Existe-t-il un corps de cardinal 4 dans Fg ¢

b) Soit P e F,[X] un polynome irréductible de degré d. Montrer que P| X7 —X
dans Fy[X] < d|n.

Exercice 5 Soit k un corps.

a) Soient p(x),q(z) € k[z] deux polyndmes premiers entre eux. Montrer que
[k(z) : k(p/q)] = max{degp, degq}.

b) En déduire qu’un sous-corps k < K < k() tel que k # K est de la forme
K = k(p/q) pour un certain p/q € k(x) ( indication : soit f = T¢+a, T4+
w. + ag le polynome minimal de x sur K ; un des a; ¢ k, poser alors p/q :=
a; ; montrer que si p,q sont premiers entre eux, si ¢(X) est le ppcm des
dénominateurs des coefficients de f, les polynomes F(X,T) := ¢(X) f(X,T)
et p(X)g(T) — p(T)q(X) sont associés dans k[X,T])

Exercice 6 Soit f := Y2 — X3 + X. Montrer que FracC[X,Y]/(f) n’est pas
isomorphe & un corps de la forme C(t) (indication : supposons que C(x,y) =

C(t) avec y2 = 23—z, x,y mon constants; montrer que quitte a remplacer

at+B at’4+b
yt+0 7 ct2+d

a,b,c,d € C. Obtenir alors une contradiction).

Y

t par avec ad — By # 0, on peut supposer x(t) = pour certains
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Exercice 7 a) Montrer que C(y + y ') est le sous-corps de C(y) invariant
par Uautomorphisme y — y~ L.

b) Soit G le sous-groupe des automorphismes de F4[z] de la forme x — ax +
a b Ie (qu 7$)q+1
b/cx+d ou € GLy(IF,). Montrer que Fy(z)“ =T, )@ )
c d Ti—T
¢) Soit H < G le sous-groupe des automorphismes de la forme x — azx + b,
aeFYX, belF,. Montrer que Fy(z)? = Fy((z9 —2)171).
d) Soit H < h le sous-groupe des automorphismes de la forme © — x + b,
be F,. Montrer que Fy(z)! =T, ((z9 — z)).

Exercice 8

a) Montrer qu'il existe i € Fg tel que i2+1 = 0. Montrer que PSLy(IFg) contient
un sous-groupe H isomorphe a 25 (indication : utiliser la présentation s =
e,y » 2% =93 = (zy)® = 1) et considérer les matrices :

0 1 1 -1

; )-
-1 0 0 1

b) En déduire, en considérant 'action de PSLy(Fg) sur PSLo(IFg)/H que :
PSLQ(]FQ) X~ Qlﬁ .

Exercice 9 Montrer que les groupes simples g et PSL3(IF4) ont méme car-
dinal mais ne sont pas isomorphes (indication : en utilisant la forme réduite de
Jordan des matrices, montrer que dans PSL3(IF4) les éléments d’ordre 2 sont
CONJUGUes).



