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Exercice 1 a) Question de cours. Rappeler 'énoncé du lemme de Schur et montrer que si

G est un groupe abélien fini, alors toute représentation irréductible de G est de degré 1.
Lemme de Schur. Soit E un C—espace vectoriel de dimension finie. Soit R : G — GL(FE)
une représentation irréductible. Si f : F — E est un endomorphisme tel que Vge G, Vx €
E, f(R(g)x) = R(g)f(z), alors f = Aldg pour un certain \ € C.

Si G est abélien fini, si a € G, alors Vg € G,V x € E, R(a)R(9)x = R(ag)r = R(ga)x =
R(g)R(a)x. Donc R(a) = A\JIdg pour un certain A\, € C. Donc tout sous-espace de E est
stable par R(G). Donc FE est de dimension 1.

Réciproquement, en utilisant des relations d’orthogonalité des tables de caractéres, montrer
que si G est un groupe fini dont toutes les représentations irréductibles sont de degré 1, alors
G est abélien.

La somme des degrés des représentations irréductibles est >, n? = |G|. Donc Y, 1 = |G|, il
y a donc |G| représentations irréductibles. Donc dans G il y a |G| classes de conjugaison.

Donc chaque classe de conjugaison a un seul élément. Donc V g,h € G, ghg™' = h i.e.
Yg,heG, gh=hg.

Exercice 2 On rappelle la table des caractéres du groupe Gg :

a)

Ch]Cy | Cs
x1| 1 1 1
x2| 1 |-1|1
xa| 2] 0 |-1

Déterminer les trois classes de conjugaison C4,Cs,C3 du groupe &3 et leurs cardinaux :
hl, hg, hg. Calculer
1
&3 D] i
(2

i=1,2,3

C1 = {1}, Cy = {(12),(23), (13)}, C5 = {(123), (132)}. hy = 1,hy = 3,hg = 2.

1
S5 o 6.1 +37 1 +27hH =11
i=1,2,3 """

On pose V1 <i,j,k <3, giji = (XiXj> Xk)&5-
Calculer 2 gizj k-
1<i,5,k<3
Indication. Remarquer que ¥ i, X1Xi = Xi, X3 = X1 et utiliser les relations d’orthogonalité
pour simplifier.
Que remarque-t-on ?
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Comme les x, forment une base orthonormée de 'espace des fonctions centrales, Vi, j, >, g?j =
2:XiXG Xkes = (XiXGs XiXj)es- Or sidou j = 2,

XXy XiXj )&, = 1

car x;X; est irréductible (produit d’un caractére irréductible par un caractére de degré 1).

Donc
ngk Z<X’LXJ? XlXJ>G3
ijk

= Z<X1Xj7 X1X;)&s + Z<X2Xj7 XoXiyes + (X1 XaX1e; + (XaXxe, Xsx2)es + (X3 X3)es
J J

1
:3+3+2+6(42+2):11'

2 _ 1
On remarque que Y, 95, = 6321 257
Cas général pour un groupe G.

Dlgiel> =22 1Kxixg xeval?
ij k

ijk
= > 1xixss xix el
i

(car les xx forment une base orthonormée de 1’espace hermitien des fonctions centrales sur

G)
:Z |é‘ Zcx xi(9)x;(9)
1
- zG (z% )

3 (D)

C geC

(en regroupant les g suivant leur classe de conjugaison C')

a2z (@)

C geC

(par les relations d’orthogonalité des colonnes)

1
=16 =
2701

apres simplification.
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Exercice 3 Soit G = &4.

a) Rappeler quelles sont les classes de conjugaison de G et donner le cardinal de chacune. En
déduire le nombre de caractéres irréductibles de G.

{1} | les transpositions | les 3—cycles | les 4—cycles | les doubles-transpositions
1 6 8 6 3

D’out 5 classes de conjugaison et donc 5 caractéres irréductibles pour G. On admet que les
deuz caractéres irréductibles de G sont le caractére trivial, noté x1, et le caractére signature,
noté xa.

b) On considére la représentation p : G — GL4(C), 0 — P, = (5i,g(j))1<i,jg4m On admet que
c’est bien une représentation. On note x, son caractére.
Justifier que x, = x1 + x3 ol X3 est un caractére irréductible de degré 3. On a la dé-
composition p(G)—stable suivante : C* = C.(1,1,1,1) @V ou V = {(x1, 72,73, 74)
1 + w9 + x3 + x4 = 0}. Laction de G sur C.(1,1,1,1) est triviale donc en termes de
caractéres, X, = X1 + Xv. Et xv est un caractére de degré 3. Posons x3 = xv = X, — X1-
Pour tout 0 € G, x,(0) = Trp(o) = 33,0, oy = {i : o(i) = i}].
Voici les valeurs de x3 :

1] (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
xs 3] 1 0 ~1 ~1

donc {x3, x3)c¢ = 77 (3*+6.12+6.(—1)?+3.(—1)?) = 1. Donc x3 est un caractére irréductible.

¢) Soit p3 : G — GL(V) une représentation irréductible associée au caractére x3. Donner une
base de V' et exprimer les matrices de p3(g) dans cette base pour g = 1, (12), (123), (1234), (12)(34) €
G.
Soit (e, e, €3, €4) la base canonique de C*. On choisit par exemple la base v; = (1, —1,0,0) =
€1 — €2,V = (0, ].7 71,0) = €y — €3,V3 = (0,0, 1, 71) = €3 — €4 de V
On a

p((12))(v1) = e2 —e1 = —v1, p((12))(v2) = €1 — e3 = v1 + v2, p((12))(v3) = €3 — es = v3

p((123))(v1) = ea—ez = va, p((123))(v2) = ez—e; = —v1—v9, p((123))(v3) = e1—eq = v1+va+03
p((1234))(v1) = ea—eg = vo, p((1234))(ve) = ez—eq = v3, p((1234))(v3) = e4—ey = —v1—vo—v3
p((12)(34))(v1) = e2—e1 = —v1, p((12)(34))(v2) = e1—€s = vi+va+us, p((12)(34))(vs) = ea—es = —vs
d’on les matrices dans la base (v, vq,v3) de V :
1 0 0 -1 1 0
ps()=10 1 0 [,ps((12))=] 0 1 0 [,
0 0 1 0 0 1
0 -1 1 0 0 -1 -1 1 0
ps((123) = [ 1 —1 1 |, ps((1234) = 1 0 —1 |, ps((12)34) =] 0 1 0
0 0 1 01 -1 0 1 -1

t. On utilise le symbole de Kronecker .,y = 1 si x = y, 0 sinon.
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d)

On pose x4 = x2x3. Justifier que c’est encore un caractére irréductible de degré 3 et que
X4 # X3-
Comme Yy est de degré 1, yax3 est encore un caractére. De plus,

(X2X3 )Xo X3)G = |G\ O \X2 W xs(9)?) = (esoxade = 1
gEG

donc x4 est irréductible. Comme x4((12)) = x2((12))x3((12)) = =1 # 1 = x3((12)), on a
bien x4 # x3.
En utilisant les relations d’orthogonalité, compléter la table de caractéres de G.

1 (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
x1| 1 1 1 1 1
x2| 1] -1 1 -1 1
X3 | 3 1 0 -1 -1
x4 | 3 | -1 0 1 -1
X5 | ns | a b c d

On utilise 'orthonormalité des colonnes :
PP+12+32+324nf=24=n5=2.
La deuxieme colonne est orthogonale a la premiére donc :
1-14+3-34+2a=0=a=0

de méme :
1+1+2b=0=0bb=—1
1-1-34+34+2c=0=c=0
1+41-3-34+2d=0=d=2

conclusion :

1] (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
X512 O -1 0 2

Décomposer chaque caractére x;|4, en somme de caractéres irréductibles du groupe alterné
Ay. Vérifier qu’on obtient ainsi tous les caractéres irréductibles de Ay.

X1 = Xx1la, = X2|a, = 1 est un caractére irréductible. x4 := x3|a, = x4|a, est irréductible
aussi car :

1
<X:/3»X/3>A4=|A| ZA: Ix3(g (32+3( 1)%) =1.
gE€EA,

Soit x5 1= X5]a, - o
<X57X5>A4 =
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