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Une représentation irréductible de Sn de degré n ´ 1.

Soit G “ Sn. Soit pe1, ..., enq la base canonique de Cn.
Pour tout g P G, on pose ρpgq l’application linéaire Cn Ñ Cn telle que

@ 1 ď i ď n, ρpgqpeiq “ egpiq .

Remarque. @ px1, ..., xn P Cn, ρpgqpx1, ..., xnq “ pxg´1p1q, ..., xg´1pnqq.
Soit V “ tpx1, ..., xnq P Cn : x1 ` ... ` xn “ 0u.
On pose ρV : G Ñ GLpV q, g ÞÑ ρpgq|V .

Théorème. La représentation ρV est irréductible de degré n ´ 1.

Démo. Les vecteurs e1 ´ e2, ...., en´1 ´ en forment une base de V .
Soit 0 ‰ W ď V tel que @ g P G, ρpgqpW q ď W .
Soit 0 ‰ w “ x1e1 ` ... ` xnen P W . Il existe 1 ď i ă j ď n tel que xi ‰ xj .

Sinon on aurait x1 “ ... “ xn ñ w “ px1, ..., x1q ñ nx1 “ 0 (car w P V )
ñ x1 “ 0 ñ w “ 0 absurde !

Soit τ “ pijq P G.
On a ρpτqpwq ´ w P W . Or,

ρpτqpwq´w “ x1e1`...`xjei`...`xiej`...`xnen´px1e1`...`xiei`...`xjej`...`xnenq

“ pxj ´ xiqpei ´ ejq .

Donc xi ‰ xj ñ ei ´ ej P W .
Soit s P G tel que spiq “ 1, spjq “ 2. On a :

ρpsqpei ´ ejq “ e1 ´ e2 P W .

De même, e2 ´ e3, ..., en´1 ´ en P W .
Donc W “ V . 2
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