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L’énoncé comporte trois exercices et deux pages.

Exercice 1 (Théoréme de Cauchy). Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de
Cauchy suivant : si G est un groupe fini d’ordre n et p est un nombre premier qui divise n,
alors G contient au moins un élément d’ordre p.

On considére un groupe fini G' d’ordre n divisible par un nombre premier p. On note e le neutre
de G.

Soit H le sous-groupe () de &, engendré par le p-cycle vy = (12 --- p).

On fait agir H sur 'ensemble G? des p-listes de G par

g - (91, e ,gp) = (ga(1)7 e ;ga(p))-

PosonsX:{(gl,...,gp)eGP; 91"'gp:€}-

1. Vérifier que X est stable sous I'action de (7), puis que chacune des orbites est de cardinal
1 ou p.

2. Calculer | X| et en déduire que |X| est divisible par p.

3. Déduire des questions précédentes qu’il existe au moins p — 1 orbites de taille 1 différentes
de {(e,...,e)}.

4. Conclure.

Exercice 2 (Formule de Burnside et application).

1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. On note X /G 'ensemble des orbites
sous cette action, et, pour chaque élément g de GG, on note X? 'ensemble de ses points
fixes. Démontrer la formule de Burnside :

1
IX/GIIEZ!XQI-

geG

2. On admet que le groupe G des isométries directes du cube est isomorphe au groupe
symétrique G4. Un isomorphisme est induit par 'action de G sur les quatre grandes
diagonales.

(a) Décrire les coloriages des sommets d’un cube en trois couleurs par un ensemble X
et une action de G sur X.

(b) Pour g dans G, établir une relation entre le nombre de points fixes |X9| et, entre
autres, les orbites du groupe (g) engendré par g agissant sur les sommets du cube.

(¢) Pour g dans G, justifier que |X9| ne dépend que de la classe de conjugaison de g.

(d) Démontrer enfin que le nombre de coloriages des sommets d’un cube en trois couleurs,
comptés & isométrie directe prés, est 333.



Exercice 3 (Une représentation de G3). On considére le groupe &3 d’ordre 6. On rappelle qu’il
est engendré par (123) et (12) et on admettra que si un groupe H contient deux éléments R
et S d’ordres respectifs 3 et 2 tels que SRS = R™!, il existe un morphisme ¢ : &3 — H tel que

#((123)) = Ret ¢((12)) = S.

1. Vérifier qu’il existe une représentation p : &3 — GL3(C) telle que

0 21 1 -1 -2
p(123)=1—-1 0 1| et p(12)=|0 -1 0
1 10 0 0 -1

2. (a) Enoncer le théoréme de Maschke.

(b) Justifier rapidement que si p n’est pas irréductible, elle contient une sous-représentation
de degré 1.

(c) Démontrer que dans une telle sous-représentation, la restriction de p((123)) admet
une valeur propre réelle.

3. Déterminer les espaces propres de p((12)), puis 'ensemble des vecteurs propres communs
a p((123)) et p((12)).

4. En déduire que (C?, p) admet une unique sous-représentation irréductible (4, p;) de di-
mension 1 que 'on explicitera.

5. En déduire qu’il existe une sous-représentation irréductible (V3,ps) de dimension 2
de (C3, p) telle que C3 =V, @ V4.

6. En considérant une base (e}, €}, e3) de C? tel que €] € Vi, déterminer une représentation
py + 63 — GLy(C) isomorphe a (Va, p2) en calculant des matrices pour p,((123)) et

de p5((12)).



