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X. — Éléments entiers sur un anneau

Exercice 1 Soient A Ď B deux anneaux commutatifs. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes pour un élément b P B.

(i) Il existe N P N, a1, ..., aN P A tels que bN ` a1bN´1 ` ...` aN “ 0.
(ii) L’anneauArbs † est de type fini commeA´module i.e. Dm P N, e1, ..., em P

B, Arbs “ Ae1 ` ...` Aem.
(iii) Il existe Arbs Ď C Ď B un sous-anneau qui est de type fini comme

A´module.

a) Montrer piq ñ piiq ñ piiiq.
b) Si C vérifie piiiq, soit M “ paijq P MmpAq telle que

@ 1 ď j ď m, bej “
m
ÿ

i“1

aijei .

Montrer que

@ P pXq P ArXs, @ 1 ď j ď m, P pbqej “
m
ÿ

i“1

P pMqijei .

c) En déduire piiiq ñ piq, à l’aide du théorème de Cayley-Hamilton.
On dit que b est entier sur A si piq, piiq, piiiq sont vérifiées.

d) Montrer que
?

2 est entier sur Z mais non 1?
2
.

e) Montrer que si b1, b2 P B sont entiers sur l’anneau A, alors b1 ˘ b2, b1b2
aussi.

f) Soit x P C. Vérifier que x est entier sur Z ô x est algébrique sur Q et
son polynôme minimal unitaire sur Q est à coefficients entiers.

g) Montrer que Zri
?

5s est l’anneau des éléments du corps Qpi
?

5q entiers
sur Z.
Indication. Si a ` ib

?
5, avec a, b P Q, est entier sur Z, utiliser la question précédente et un peu

d’arithmétique des entiers pour montrer que a, b P Z.

Exercice 2 factoriel  (
ˆks intégralement clos

Soit A un anneau intègre de corps des fractions K. On dit que A est
intégralement clos si tout élément x P K entier sur A vérifie x P A.
a) Montrer que Z est intégralement clos et plus généralement que factoriel

ñ intégrament clos.

†. Arbs :“ ta0 ` ...` aKbK : K P N, a0, ..., aK P Au.
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b) Montrer en considérant A “ Zri
?

5s que la réciproque est fausse.
c) Supposons P pXq P ArXs unitaire et A intégralement clos. Montrer que

si A “ BC P KrXs pour certains B,C P KrXs, alors B,C P ArXs.

Exercice 3 Indépendance linéaire des racines carrées d’entiers

a) Montrer par récurrence sur N ě 0 que si a1, ...aN sont des entiers ą 0
sans facteur carré, deux à deux premiers entre eux, alors

rQp
?
a1, ...,

?
aNq : Qs “ 2N .

b) Montrer que les
?
n, n P Ną0, sans facteur carré, sont Q´linéairement

indépendants.
c) Montrer que si N ě 0 et si a1, ...aN sont des entiers ą 0 sans facteur

carré, deux à deux premiers entre eux, alors

Qp
?
a1, ...,

?
aNq “ Qp

?
a1 ` ...`

?
aNq .

Indication. Soit K “ Qp
?
a1, ...,

?
aNq. @ 1 ď i ď N, D ϕi : K Ñ K

automorphisme de corps tel que @ 1 ď j ď N, ϕip
?
ajq “

?
aj si j ‰

i, ´
?
ai si j “ i.

Exercice 4 Applications en théorie des représentations Soit G un
groupe fini d’ordre N . Pour tout g P G, on note eg P ZG tel que @ h P

G, egphq “

$

&

%

1 si h “ g,

0 si h ‰ g.
On notera ZG l’anneau donné par le groupe

additif ZG avec le produit défini par :

@ g, h P G, egeh “ egh .

†

a) Quel est le neutre pour le produit dans l’anneau ZG ?
b) Soit C une classe de conjugaison de G. Montrer que l’élément

ř

gPC eg
de l’anneau ZG commute avec tous les éléments de ZG et que c’est un
élément entier sur Z.

c) Soit ρ : GÑ GLdpCq une représentation irréductible de degré d. À l’aide
du lemme de Schur et de la question précédente, montrer que la matrice
ř

gPC ρpgq est une homothétie de rapport un entier algébrique λC .
d) Montrer que dλC “

ř

gPC χρpgq “ |C|χρpCq.

†. Si G n’est pas abélien, ce n’est pas un anneau commutatif.

2/3



M1 – algèbre 2023-2024

e) En utilisant la relation d’orthogonalité xχρ, χρyG “ 1, montrer que |G|
d

est un entier algébrique et en déduire

d | |G| .

f) Soit ζ “ e
2iπ
N . Soit χ un caractère irréductible de G. Montrer que pour

tout g P G, il existe un polynôme PgpXq P ZrXs tel que

@ k P Z, χpgkq “ Pgpζ
k
q .

Indication. Si ρ est la représentation associée à χ, diagonaliser la matrice
ρpgq.

g) Montrer que pour tout entier k premier àN , l’applicationGÑ G, g ÞÑ gk

est une bijection.
h) En déduire que le polynôme QpXq “

ś

g‰1 PgpXq vérifie :

@ k ^N “ 1, Qpζkq “ Qpζq .

i) En déduire que Qpζq P Z. Indication. Soit C P MϕpNqpZq la matrice
compagnon du polynôme cyclotomique ΦNpXq. Vérifier que C est diago-
nalisable et déterminer ses valeurs propres. Vérifier que la matrice QpCq
n’a qu’une seule valeur propre, que c’est une homothétie de rapport entier
...

j) Si χ est de degréą 1, montrer, à l’aide de l’inégalité arithmético-géométrique †,
que |

ś

g‰1 χpgq| ă 1.
k) En déduire que χpgq “ 0 pour au moins un g P G.
l) Si G “ Sn, montrer que

@ χ caractère, @ g P G, @ k ^ n! “ 1, χpgkq “ χpgq .

m) En déduire que la table des caractères du groupe Sn est à coefficients
entiers.

†. @N P N, @ a1, ..., aN P Rě0, pa1....aN q
1
N ď a1`...`aN

N
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