M1 — algébre 2023-2024

II — PREMIERS EXEMPLES DE REPRESENTATIONS LINEAIRES DE
GROUPES FINIS

Exercice 1 2—sous-groupes maximaux de GL,,(C)

a) Soit G < GL,(C) un sous-groupe tel que :
Vged, > =1, .
Montrer qu'’il existe P € GL,,(C) tel que

+1

YgeG, PgP! e{

L)

b) En déduire que si les groupes GL,,(C) ~ GL,(C) sont isomorphes, alors
m=n.
Exercice 2 Caractéres d’un groupe abélien fini

a) Montrer que les représentations irréductibles d’un groupe fini abélien sont
de dimension 1.

b) Soit G un groupe. On pose G = Hom(G, C*). Déterminer G si G = Z/nZ.

¢) En déduire que si G est abélien, alors G ~ G.

Exercice 3 Représentations de &3

a) Déterminer les deux représentationst irréductibles pi,py de degré 1 du
groupe G = Gs.

b) Soit V = {(z1,72,23) € C3 : 21 + 22 + x3 = 0}. On considére I'action de G
sur V par permutation des coordonnées. Soit p3 la représentation obtenue.
Donner les matrices p3(g), g € G dans une base bien choisie.

¢) Lareprésentation ps est-elle irréductible ? Méme quetion lorsqu’on remplace
C par le corps F3.

d) Compléter le tableau suivant.

M,

G

1
1
10 =11 1
2

e) Soient My = (cos 2%’Hsin %T”), k=1,2,3.

ou xi(g) = Trpi(g). M
2

Soit GT _{ geE OQ(IR) : g({MhMg,Mgg}) = {MhMg,Mg} }

Montrer que Gp ~ G. En déduire une nouvelle représentation p5 de G de
degré 2.
Veérifier que p§ et ps sont équivalentes.

t. a isomorphisme prés
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Exercice 4 Représentations du groupe D4

a) Soit G = Dy := O2(Z). Déterminer deux générateurs r, s de G d’ordres 4 et
2. Quelles sont les 5 classes de conjugaison de G : ¢1, ca, c3,¢q,¢57

b) Déterminer les représentations de G de degré 1 (& isomorphisme prés) :
P1, P2, P35 P4-

¢) Donner une représentation irréductible de G' de degré 2 : ps.

d) Compléter le tableau suivant.

G Cl1 | C2 | C3 | Cq | Cs

ot xi(g) = Trpi(g).

Exercice 5 Cas du groupe Qg

Méme exercice que précédemment avec le groupe H = Qs = SU3(R) n
GLa(Z[i]) .

On trouve le méme tableau de caractéres bien que les deux groupes ne soient
pas isomorphes.

i, SUQ—{( ag b):|a|2+|b|2_1}
— a
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