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II — Premiers exemples de représentations linéaires de
groupes finis

Exercice 1 2´sous-groupes maximaux de GLnp�q
a) Soit G ď GLnp�q un sous-groupe tel que :

@ g P G, g2 “ In .

Montrer qu’il existe P P GLnp�q tel que

@ g P G, PgP´1 P
"

¨
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˛
‹‚
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b) En déduire que si les groupes GLmp�q » GLnp�q sont isomorphes, alors
m “ n.

Exercice 2 Caractères d’un groupe abélien fini
a) Montrer que les représentations irréductibles d’un groupe fini abélien sont

de dimension 1.
b) Soit G un groupe. On pose Ĝ “ HompG,�ˆq. Déterminer Ĝ si G “ �{n�.
c) En déduire que si G est abélien, alors Ĝ » G.

Exercice 3 Représentations de S3

a) Déterminer les deux représentations † irréductibles ρ1, ρ2 de degré 1 du
groupe G “ S3.

b) Soit V “ tpx1, x2, x3q P �3 : x1 ` x2 ` x3 “ 0u. On considère l’action de G
sur V par permutation des coordonnées. Soit ρ3 la représentation obtenue.
Donner les matrices ρ3pgq, g P G dans une base bien choisie.

c) La représentation ρ3 est-elle irréductible ? Même quetion lorsqu’on remplace
� par le corps �3.

d) Compléter le tableau suivant.

G 1 p12q p123q
χ1pgq
χ2pgq
χ3pgq

où χipgq “ Trρipgq.
e) Soient Mk “ pcos 2kπ

3 , sin 2kπ
3 q, k “ 1, 2, 3.

Soit GT “
"
g P O2p�q : gptM1,M2,M3uq “ tM1,M2,M3u

*
.

Montrer que GT » G. En déduire une nouvelle représentation ρ1
3 de G de

degré 2.
Vérifier que ρ1

3 et ρ3 sont équivalentes.
†. à isomorphisme près
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Exercice 4 Représentations du groupe D4

a) Soit G “ D4 :“ O2p�q. Déterminer deux générateurs r, s de G d’ordres 4 et
2. Quelles sont les 5 classes de conjugaison de G : c1, c2, c3, c4, c5 ?

b) Déterminer les représentations de G de degré 1 (à isomorphisme près) :
ρ1, ρ2, ρ3, ρ4.

c) Donner une représentation irréductible de G de degré 2 : ρ5.
d) Compléter le tableau suivant.

G c1 c2 c3 c4 c5

χ1pgq
χ2pgq
χ3pgq
χ4pgq
χ5pgq

où χipgq “ Trρipgq.
Exercice 5 Cas du groupe Q8

Même exercice que précédemment avec le groupe H “ Q8 “ SU2p�q X
GL2p�risq †.

On trouve le même tableau de caractères bien que les deux groupes ne soient
pas isomorphes.

†. SU2 “
$
&
%

¨
˝ a b

´b a

˛
‚ : |a|2 ` |b|2 “ 1

,
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