M1 — algebre 2023-2024

VI — ANNEAUX, SOUS-ANNEAUX ET IDEAUX

Exercice 1 Soit A = {ag + ... + an% : neN, ag,...,a, € Z}
a) Montrer que A est un sous-anneau de Q[X].

b) Montrer I'inclusion stricte des idéaux :

X2
(x) < (x5
c) Montrer 'égalité des idéaux (X, )g—!z, s )g—,s) = (X, g—f, s )5(—!5, %6)
d) Montrer que lidéal | J,on_, (X, )2(—!2, . %) n’est pas de type fini.

Exercice 2 Soit A un aneau commutatif unitaire et I < A un idéal propre
de A.

a) Montrer que A/I intégre < [ idéal premier.

b) Montrer que A/I corps < [ idéal maximal.

Exercice 3 Soit p un nombre premier. Soit A = Z[X].
a) Montrer que 'idéal (p, X') n’est pas un idéal principal.
b) Montrer que l'idéal (p, X )"lﬂ peut étre engendré par n + 1 éléments mais

non moins.

Exercice 4 a) Factoriser 2 et 5 dans Z[i].
b) Montrer que Z[+/2]/(3) est un corps de cardinal 9.
¢) Montrer que Z[j]/(2) est un corps de cardinal 4.

Exercice 5 a) Déterminer les éléments inversibles des anneaux suivants :
C[X], Z[], Z[j], Z[V2],

D I'anneau des décimaux,
1 a

Z[i] = 27 . CZEZ,TLEN},
Zg) = {% : a € Z,be Z impair},
C[[X]] = {Z a, X" : Vn, a, € C} I'anneau des séries formelles.
n=0

1. Si I, J sont des idéaux, IJ est l'idéal engendré par les ij, i€ I, j € J.
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b) Montrer que les idéaux des anneaux
D, Z[3], Z), Cl[X]]
sont respectivement
(x), x € Z premier a 10
(x), x € Z premier a 2
(2%), ke N
(XM, ke N .
Exercice 6 Calculs dans ’anneau Z[i\/5]

Soit A = Z[in/5].
On considére les idéaux :

P = (2,1+1iV5), P, = (3,1+iV5), Py = (3,1 —iV5) .

a) Déterminer A*.

b) Vérifier que 2,3,1 4 i+/5 sont irréductibles dans I’anneau A.

¢) Montrer que P;, P, Py sont trois idéaux maximaux distincts de A.
d) Montrer les égalités :

(2) = P}, (3) = PyPs, (1 +iV5) = PPy, (1—4v5) = PP .

Exercice 7 a) Déterminer les idéaux premiers de C[X].

b) Soit I < C[X,Y] un idéal premier non nul. Montrer que I contient un
polynome irréductible.

c) En déduire que les idéaux premiers non nuls de C[X, Y] sont les idéaux
principaux (P), ou P € C[X, Y] est irréductible, et les idéaux de la forme
(X —2,Y —y), (x,y € € (qui sont maximaux et ne sont pas principaux).
Indication. Si P € I est un polynome irréductible et si I # (P), alors
InC[X] #0.



