
M1 – algèbre 2023-2024

VIII — Critère d’Eisenstein et irréductibilité des
polynômes

Exercice 1 Irréductibilité sur Q par réduction modulo p premier.

a) En réduisant mod 2, montrer que les polynômes X4 ´ X ´ 1 et X4 `

X3 ` X2 ` X ` 1 sont irréductibles sur Q.
b) Montrer que le polynôme X4`1 est réductible sur Fp pour tout p premier.

Le polynôme X4 ` 1 est-il irréductible sur Q ?

Exercice 2 Critère d’Eisenstein Soit A un anneau factoriel de corps des
fractions K.

Soit P “ a0 ` a1X ` ... ` anX
n P ArXs. Soit p P A irréductible tel que

i) p|a0, ..., an´1 ;
ii) p ä| an ;
iii) p2 ä| a0.

Théorème. Alors le polynôme P est irréductible surK.

a) En raisonnant dans l’anneau A{ppqrXs, montrer le théorème.
b) En déduire que pour tout n il existe un polynôme irréductible sur Q de

degré n.
c) Montrer que les polynômes suivants

X3

3!
`
X2

2!
`X`1, X3

´3X`1, X5
´5X`1, ΦppXq “ Xp´1

`...`1, p premier.

sont irréductibles sur Q. Indications. Appliquer le critère d’Eisenstein
éventuellement après le changement de variables X ÞÑ X ` 1 ou X ÞÑ

X ´ 1.
d) Montrer que pour tout nombre premier p et tout entier n ě 1, ϕpnpXq “

ΦppXpn´1
q et en déduire que ΦpnpXq est irréductible sur Q.

e) Montrer que le polynôme X3 ` Y 3 ` 1 est irréductible dans CrX, Y s.
f) Montrer que le polynôme XY ´ ZT est irréductible dans CrX, Y, Z, T s.
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