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[X. — CORPS FINIS

Exercice 1 Morphisme de Frobenius Soit K un corps de caractéristique
p. Montrer que f : K — K x — 2P est un morphisme de corps.

Exercice 2 Symbole de Legendre Soit p un nombre premier impair. On

note [, le corps fini (Z/pZ, +,-).

a) Quel est le noyau du morphisme de groupes F} - F), 22?7 En
déduire que le sous-groupe € = {z? : x € [} est d’ordre p—;l.

b) Soit x € I, montrer que r € C < ' = 1.

¢) SizelF) n'est pas un carré, alors que vaut 2T 7 tndication. Brever au carre

d) Soit z un entier premier a p. On pose (%) = 1 si x est un carré mod p,
—1 sinon. Vérifier que

« w1 (T
Veel), z72 = 5 mod p .

T

En déduire que F} — {£1}, x — (};) est un morphisme de groupes.

e) Déduire de ce qui précéde que —1 est un carré mod < p = 1 mod 4.

f) Montrer que Z[i]/(p) ~ F,[X]/(X?+1). En déduire que p est irréductible
sur Z[i] < p = —1 mod 4.

g) Montrer que Z[i]/(p) ~ F,2 ou F, x I,
h) Montrer que Z[i]/(2) n’est ni un corps ni isomorphe a Fy x Fs.

i) En utilisant N(z) = |z|?, montrer que p est réductible dans Z[i] < p =
a® + b% pour certains entiers a,b. On dit que p est somme de 2 carrés.

Exercice 3 Existence et unicité des corps finis Soit I, un corps fini de

cardinal q.

a) Montrer que I, est de caractéristique un nombre premier p et que comme
groupe (F,,+) ~ ((Z/pZ)",+) pour un certain n > 1.

b) Soient d,e > 1 des entiers montrer que :

d/\eil

XVl A X o= xPl X 1.

c) Montrer que si P est un polynéme irréductible de degré d sur F,, alors
. n . . . N

tout corps K de cardinal ¢" qui contient I, est isomorphe a F,[X]/(P).

Indications. Montrer d’abord que P|an — X sur Fq (en raisonnant dans l’anneau Fy[X]/(P)). En déduire

que P a une racine dans le corps K et construire un morphisme Fy[X] — K.
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d)

On pose ¢, (X) = [[L(X — 2z) € C[X] ou z décrit les éléments d’ordre n
dans C*. En utilisant la relation :

X" —1=]]®(X)
dln
montrer que ®,,(X) € Z[X].

Soit n = 1. Soit N = p™ — 1. Montrer que le polynome X~ — 1 n’a que
des facteurs irréductibles simples.

On considére le polynome ®y(X) dans F,[X]. Soit F' un facteur irré-
ductible de ®y(X) de degré d dans F,[X]. En raisonnant dans ’anneau

F,[X]/(F ), montrer que F|X?'~1 — 1. En utilisant une des questions
précédentes, montrer que F \Xpd 1 —lavecd =d nn.

Montrer que si e|n, avec e < n, alors F ne divise pas X?"~! — 1. En
déduire que d = n.

En déduire pour tout n l'existence d’un corps fini de cardinal p™.

Montrer que si P est irréductible de degré n sur F,, alors P| X" — X.
Montrer que djn = X7 — X|X9" — X. En déduire que si I(q) est I'en-
semble des polynomes irréductibles de degré d unitaires sur Iy, alors

[T11 7xe -

dl’l’b fe[d

Montrer qu'un facteur irréductible de X?" — X sur I, est de degré d|n.

Calculer le polynéme dérivé de X?" — X dans F,[X]. En déduire que les
facteurs irréductibles de X" — X n’apparaissent qu'une seule fois dans
la factorisation en irréductibles.

[T11r=x7

dln feli(q

Montrer que

En déduire une formule pour |I,,(q)| en fonction de g et de n (a I'aide de
la fonction de Mébius.

T. Quel est son cardinal ?



