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Feuille de TD no 2

Exercice 1 un polynôme de groupe de Galois Z/4Z

Soit x =
√
2 +
√
2.

a) Déterminer le polynôme minimal P de x sur Q.

b) Déterminer toutes les racines de P . On les note x1, x2, x3, x4, où x1 = x.

c) Montrer que Q(x) = Q(x1, x2, x3, x4)

d) Montrer que le groupe AutQ(x) est cyclique d’ordre 4 engendré par l’au-
tomorphisme θ : x 7→

√
2−
√
2.

Exercice 2 un polynôme de groupe de Galois S3

On pose x1 = 3
√
2, x2 = j 3

√
2, x3 = j2 3

√
2.

Soit G = AutQ(x1, x2, x3).

a) Montrer que Q(x1, x2, x3) = Q( 3
√
2, j) et en déduire [Q(x1, x2, x3) : Q].

b) Montrer que l’application G→ Sx1,x2,x3 , g 7→ g
∣∣∣{x1,x2,x3} est bien définie

et que c’est un morphisme injectif de groupes.

c) Justifier l’existence de σ ∈ G tel que σ( 3
√
2) = j 3

√
2 et σ(j) = j et de

τ ∈ G tel que τ(j) = j2 et τ( 3
√
2) = 3

√
2.

d) Après avoir déterminé les images de σ, τ dans S{x1,x2,x3}, montrer que
G = 〈σ, τ〉.

e) Trouver un polynôme rationnel P de degré 6 qui annule 3
√
2 + j.

f) Montrer que les g( 3
√
2+j), g ∈ G sont deux à deux distincts et que ce sont

les racines de P !. En déduire que P est irréductible et que Q( 3
√
2 + j) =

Q(x1, x2, x3).

Exercice 3 un polynôme de groupe de Galois Sn

Soit P (X) = Xn −X − 1.

a) Montrer que P n’a pas de racine dans Q.

b) Montrer que les racines complexes de P sont simples.

c) Si Q est un polynôme à coefficients entiers qui divise P , on pose S(Q) =∑
z(z − 1

z
) où z décrit les racines de Q. Montrer que S(Q) ∈ Z.

d) Soit z une racine de P . On pose z = reiθ où r > 0 et θ ∈ R. Montrer que
r 6= 1 puis que 2Re(z − 1

z
) > 1

r2
− 1.

e) Montrer que S(Q) ≥ 1.

f) En déduire que P est irréductible sur Q.
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Exercice 4 le corps C est algébriquement clos

(Hn) tout polynôme réel de degré 2nq où q est impair a une racine dans C.

a) Montrer que (H0) est vraie.
On suppose que (Hn−1) est vraie, n ≥ 1.

b) Soit P un polynôme réel de degré d = 2nq, q impair irréductible sur
R. On note x1, ..., xd ses racines dans K une extension de C. Montrer
que les xi sont deux à deux distinctes et que pour tout c ∈ R, il existe
1 ≤ i < j ≤ d tel que zc = xi + xj + cxixj ∈ C.

c) En déduire l’existence d’un couple 1 ≤ i < j ≤ d tel que xi + xj et
xixj ∈ C. En déduire que l’un des xi ∈ C.

d) Montrer que C est algébriquement clos.

Exercice 5 cos
(
2π
17

)
Soit ζ = e

2iπ
17 . On note G = Aut(Q(ζ)) et θ l’automorphisme

Q(ζ) // Q(ζ)

ζ � // ζ3 .

Si H ≤ G est un sous-groupe, on posera

ζH =
∑
h∈H

h(ζ) .

On notera Hd l’unique sous-groupe de G d’ordre d si d|16.
a) Déterminer le polynôme minimal de ζ sur Q. En déduire que θ est bien

défini et que c’est un automorphisme.
b) Montrer que G = 〈θ〉.
c) Exprimer ζH8 et θ(ζH8). Indication : (X − ζH8

)(X − θ(ζH8
)) = X2 +X − 4.

d) Exprimer ζH4 et θ2(ζH4). Indication : (X−ζH4
)(X−θ2(ζH4

)) = X2−θ(ζH8
)X+1.

En déduire θ(ζH4).
e) Exprimer ζH2 et θ4(ζH2). Indication : (X − ζH2

)(X − θ4(ζH2
)) = X2 − ζH4

X +

θ(ζH4).

f) Montrer que 2 cos
(
2π
17

)
=

−1

8
+
1

8

√
17+

1

8

√
34− 2

√
17+

1

4

√
17 + 3

√
17−

√
34− 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17 .
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Exercice 6 construction d’une clôture algébrique

a) Soit K ≤ L une extension algébrique. On suppose que tout polynôme
irréductible surK a une racine dans L. Montrer que L est algébriquement
clos.

b) En déduire que Q = {x ∈ C : x est algébrique sur C} est un corps
algébriquement clos.

c) Soit K un corps. On note I l’ensemble des polynômes irréductibles uni-
taires sur K. Pour tout f ∈ I soit Xf une variable. Montrer que dans
l’anneau A = K[Xi : i ∈ I], l’idéal I engendré par les polynômes f(Xf ),
f ∈ I est propre.
Indication. Si (∗) ∑n

i=1 pifi(Xfi) = 1 pour une certaine famille finie
p1, ..., pn ∈ A et f1, ..., fn ∈ I, alors considérer une extension K ′ de K
où tous les fi ont une racine zi ∈ K ′. Obtenir une contradiction en rem-
plaçant dans l’égalité (∗) chaque variabe Xfi par zi et les autres variables
par 0 ...

d) Soit m un idéal maximal de A qui contient I. Montrer que A/m est une
extension algébrique de K. En déduire l’existence d’une extension algé-
brique algébriquement close pour tout corps K (théorème de Steinitz).
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