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FEUILLE DE TD N° 7

Exercice 1
Soit K = Q(v2,V/3,V5).

a) Montrer que lextension @ < K est galoisienne. rdication. cest un corps de
décomposition !

b) Soit ¢ € G = Gal(K/Q), montrer que o(v/2) = £v/2.
Montrer que application : G — Z /27X 7. /27X 7./ 27., o — ((—1), (—=1)%2, (—1)%),
ot o(v/2) = (—1)V?2, respectivement o(v/3) = (—1)°2y/3, respectivement 0‘(\/5) =
(—1)+/5 est un morphisme de groupes injectif.

c) Montrer que G = Gal(K/Q) ~ Z/27 x 7/27. x 7.]27Z.

d) Montrer que K = Q(v/2 4+ /3 + V/5) Indication. Considerer tes images possibles de

V2+V3+V5 par un automorphisme de K.

e) Donner le polynéme minimal de V2 + 3+ /5 sur Q

Exercice 2
Soit P(X) = X* + aX? + b € Q[X] un polynéme irréductible. On note
+a et £ ses racines.

a) Montrer que aff = +v/b et que g — ﬁ =+ % — 4.

b) On note G le groupe de Galois de P sur Q. On identifiera ses éléments &
des éléments du groupe des permutations de {«, —«, 5, —}.

Montrer que G est contenu dans le sous-groupe :
{h(a?*a);(ﬁv*ﬁ);(OZ?*a)(ﬁv*B);(avB)(704775);(azﬁvfazfﬁ);(avfﬁ’favﬁ);(avfﬁ)(7057&)}'

Indication. Si o € G, alors o(—a) = —o(a) et o(—B) = —o(B).

c) Vérifier que le sous-groupe ci-dessus est isomorphe a Dy, groupe diédral
d’ordre 8.

d) Siaf € Q (i.e. sibest un carré dans Q), montrer que G ~ Z /27, x 7./ 2Z.
Démontrer la réciproque.

e) Si %—g € Q (ie. si % —4 est un carré dans ), montrer que G ~ 7 /47.
Démontrer la réciproque.

f) Donner trois exemples de polynomes X* + aX? + b de groupe de groupe
de Galois G isomorphes & Z/27. x 7./]27., 7./AZ. et D;.

Exercice 3 Soit 0 = \/(2 +/2)(3 +v/3). Soit K = Q(0).

a) Montrer que F = Q(v/2,1/3) est une extension galoisienne de groupe de
Galois isomorphe a Z/27. x 7./27.
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En déduire que F = Q(v/2,v3) = Q((2 + v2)(3 + V/3)).

Donner le polynéme minimal de (2 4+ v/2)(3 + v/3) sur Q. maication. on pourra
d’abord chercher celui sur Q(v/3).

Montrer que F' = Q(v/2,v3) < Q(6).

On suppose par l'absurde que 8 € F. Soit ¢ 'automorphisme de F' qui

laisse fixe v/2 et envoie v/3 sur —v/3. Montrer que (0o (6))? = (2+v/2)%1/6.
Montrer que fo(6) € Q(v/2). En déduire une contradiction.

On a donc [Q(0) : Q] = 8. Montrer que les racines du polynéme minimal

de 0 sur Q sont /(2 + v2)(3 + V/3).
Soit 6, = \/(2 —v/2)(3 +V/3). Montrer que 06, € F. En déduire que
01 € Q(0).

Montrer de méme que les autres conjugués de 6 sont dans Q(f) et en
déduire que Q(#) est galoisienne sur . On note G son groupe.

Soit o € G tel que o(0) = 6. Montrer que o est d’ordre 4 dans G.

Soit 7 € G tel que 7(0) = \/(2 +4/2)(3 — v/3). Montrer que 7 est aussi
d’ordre 4, que o, 7 engendrent G et que :

o’ =71 07 #T0 .

Conclure que G =~ Qg, groupe des quaternions d’ordre 8.
Donner le polynéme minimal de 6 sur Q(v/3) et aussi celui sur Q.

Donner les sous-corps de Q(6) et les sous-groupes de G correspondants.



