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Exercice 1 polynômes irréductibles sur un corps fini
Soit Fq « le » corps fini de cardinal q. Pour tout d, on note Id l’ensemble

des polynômes irréductibles unitaires de degré d sur Fq.
a) Montrer que pour tout d > 0, Id 6= ∅. Indication. Considérer Fqd .

b) Montrer que ∏
d|n

∏
P∈Id

P = Xqn −X .

c) En déduire pour tout n, la formule :

|In| =
1

n

∑
d|n
µ
(
n

d

)
qd

où µ(a) = (−1)l si a est produit de l nombre premiers distincts et 0 sinon.
d) En déduire que

Z(t) :=
1

1− t
∏
P

1

1− tdegP
=

1

(1− t)(1− qt)

où P décrit les polynômes irréductibles unitaires dans Fq[X].
Indication. Calculer Z′

Z
.

Exercice 2 corps des invariants des fractions rationnelles sur Fq

On poseK = Fq(X). On noteG le groupe des automorphismesFq−linéaires
du corps K de la forme :

X 7→ aX + b

cX + d

où

 a b

c d

 ∈ GL2(Fq).

a) Montrer que G est d’ordre q3 − q.

b) Montrer que KG = Fq

(
(Xq2−X)q+1

(Xq−X)q2+1

)
.

Indication. Poser y =
(Xq2−X)q+1

(Xq−X)q
2+1

, réduire la fraction, montrer que y ∈ KG et que [K : Fq(y)] ≤

q3 − q ...
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