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FeuiLLE DE TD N°© 12
GROUPE DE GALOIS DES QUARTIQUES
Réponses

Exercice.
On note V' le sous-groupe {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} de S4.

Montrer que V est distingué dans Sy et que V = Z/27 x 7 /27.
Vo € &y, 0(12)(34)07 ! = (0(1)a(2))(0(3)a(4))
Soit G un sous-groupe transitif de S;. Montrer que G est

S4, A4,V ou un sous-groupe conjugué a ((1234)) ou D

(on note D := {1,(1234)%!,(13)(24), (24), (12)(34), (13), (14)(23)} ~ Dy le
groupe diédral d’ordre 8 (c’est le groupe des isométries du carré)).

Comme G agit transitivement sur ensemble {1,2,3,4}, 4||G|. Donc |G| =
4,8,12, ou 24.

Si |G| = 24, alors G = S4. Si |G| = 12, alors G = a4, seul sous-groupe
d’indice 2 de G4. Si |G| = 8, alors G est conjugué a D, 2—Sylow de &y. si
|G| = 4 alors ou bien G contient un 4—cycle et G est conjugué a ((1234))
ou bien G n’a pas de 4—cycles et alors G contient des transpositions ou des
doubles transpositions. Si G # V, alors G contient une transposition par
exemple (12). Comme G est d’ordre 4, G contient une autre transposition
qui commute avec (12). C’est forcément (34). Donc G = ((12),(34)) Mai
ce n’est pas un sous-groupe transitif! (aucun élément n’envoie 1 sur 3 par
exemple). Donc G = V.

Soit P(X) = X* 4+ pX? + ¢X + r un polynéme irréductible a coefficients
dans un corps k de caractéristique # 2,3. Vérifier que P(X) a 4 racines
distinctes, x1, x2, x3, x4 dans son corps de décomposition L.

Comme k est de caractéristique différente de 2, P’ # 0 Donc P A P/ =
(car le pged est de degré < deg P et divise P qui est irréductible. Donc P
et P’ n’ont pas de racines communes et les racines de P sont simples.

On pose

01 = (z1+x2)(x3taa) , 02 = (z2tas)(x1+24) , O3 = (z3+21)(22+74) -

)
Montrer que R(X) = (X —01)(X —0)(X —03) = X3-2p X2+ (p*—4r) X +¢°.
Ona:P=(X—z1)(X —22)(X —a3)(X —24) = 21 + 22+ 23+ 24 = 0.
Donc 01 = —(z1 +22)?, 02 = —(21 +x4)?, 03 = —(21 + 23)%. Donc R(X) =
X3 (01 + 0+ 05) X2 + (0102 + 0105 + 0265) X — 010505
Or,

01 +004-03 = —(x1+12)* —(v14+24)? — (21 +23)? = — (21423 +a5+23) 22 (21 2o +o3+24)

= (e} 425 +ai4+a]) = —(x1 + 22+ 23 +14)% + 201200 2173+ ...) = 2p

9102+0103+9293 = (ZL'1+.’L'2)2((L’1+LL'4)2+(ZL'1+LL'2)2(:L'1+.’L'3)2+(ZL'1+(L'4)2(:L'1+ZL'3)2

= (w1 + 22) (21 + 24))* + (21 + 2) (w1 + )" + (21 + 2a) (21 + 75))?
= (z1(w1 + 22 + 24) + 2224)* + ...
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= (z1(—x3) +x2x4)2 +.o. = (z123— x2x4)2 +(z124— x2x3)2 +(z120— x3x4)2
= (z122)% + (2123)? + (2124)? + (2223)% + (2ox4)? + (2324)% — 621727374
= p2 — 2:17%1’23&3 — 2xfz2x4 — 2:17133313 — ... — 6x1292314 — 6T 1T22374
= p? =22 20m3 (21 + o+ x3) — 221 Towa (21 FTo+ay) — 201 X374 (11 FT3+2y) —200m324 (ToFa3+2y)
—12r
= p2 + 8x1xox304 — 121 = p2 + 4r
0102035 = —((x1 + 29)(x1 + 23) (21 + 24))*

((z1 + m1)(w1 + x2) (21 + @3) (w1 + 24))°
450%

((mz1 — 1) (=21 — 22) (=21 — @3) (=21 — 74))°
422

P(—z1)? (2] +px] —qzy+1)?

2~ 2
4oy 4oy

(—qz1 — 71— qu1 +1)?
422

=—q

e) Montrer que 01 — 63 = (23 — x1)(z2 — x4). En déduire que R(X) et P(X)
ont le méme discriminant A.
O — 0y = (11 +24)% — (21 + 22)% = (21 + T2 + 71 + 24) (T4 — T2) = (71 —
x3) (g — x9) = (x3 — 1) (22 — 24).
Or,
AR = (61 — 62)*(01 — 05)* (02 — 63)*

= (21 — 23)* (22 — 4)* (21 — 24)* (22 — 23)* (21 — 32)* (w3 —24)* = Ap .

f) Soit G le groupe de Galois de L sur k. On note G; = G N'V. Montrer que
LEY = k(61,02,03)

le corps de décomposition de R(X) sur k. On pose M = k(61,64 63).

Il est clair que 61,607,053 sont invariants par les permutations de V donc
M = k(01,02,05) < LE"V. En particulier, [L : M] > |G N V| (*).Soit
H = Gal(L/M). Alors M = L¥ et [L: M] =|H|.Orsioc € H,oc € V. En
effet, si o était une transposition, par exemple (12), alors o(fy) = 05 # 0
absurde! Si o était un 3—cycle, par exemple (123), alors o(01) = 02 # 61
absurde! Si o était un 4—cycle, par exemple (1234), alors o(6,) = 0 # 64
absurde! Donc H < GNV = [L : M] < |GNV]. don ¢ d’aprés (*),
[L:M]=|GNV|=[L:L6V]= M =L,
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g)

Montrer que le tableau suivant décrit bien toutes les possibilités pour le
groupe de Galois du polynéme P(X) sur k :

A ¢ k?* | R(X) irréductible sur k G=5
A € k? | R(X) irréductible sur k G=A4,
A € k? R(X) scindé sur k G=V

A ¢ k? | R(X) a une racine dans k | P(X)irréductible sur M | G = Dy
A ¢ k? | R(X) a une racine dans k | P(X)réductible sur M | G = Z/4Z

Justifions les cases de ce tableau ligne par ligne en lisant de droite & gauche.
Si G = &y, alors A ¢ k? car G £ ag. Comme GNV =V, [M : k] =
|G/GNV]|=6.0r M est le corps de décomposition du polynéme R sur
k. Comme R est de degré 3, les ; sont de degrés 1, 2 ou 3 sur k. Donc au
moins une des racines 0; de R est de degré 3. Donc R est son polyndéme
minimal et est irréductible sur k.

Si G = ay, alors A € k2. Comme Comme GNV =V, [M : k] = |G/GNV| =
3. Donc comme ci-dessus, une des racines ; est de degré 3 sur k. Donc R
est irréductible sur k.

SiG =V, alors G =V < a4 donc A € k. Comme [M : k] = |G/GNV| =1,
M =k et les §; € K. donc R est scindé dans k.

Si G est conjugué a D, alors V < G. Donc [M : k] = |G/V| = % = 2. Donc
R n’est pas irréductible sur k (sinon 6y serait de degré 3 sur k). Donc R
a une racine dans k. Comme D £ a4, on a € k2. Le goupe de Galois du
polynéme P sur M est GNV =V qui agit transitivement sur les racines
xr1,Ts,x3, x4 de P. Donc P est irréductible sur M.

Si G est engendré par un 4—cycle, alors G £ ag donc A € k2. Ona G NV
d’ordre 2 donc [M : k] = 2. Comme précédemment, aucun des 6; n’est de
degré 3 sur k donc R n’est pas irréductible sur k et donc a au moins une
racine dans k. Le groupe de Galois de P sur M est GNV d’ordre 2 et donc
ne peut agir transitivement sur I’ensemble des 4 racines de P. Donc P n’est
pas irréductible sur M.

Applications : Montrer que si le polynéme X4 + bX? + d est irréductible
sur k, alors son groupe de Galois est V' si d est un carré dans k, Z/47 si
d g k? et % —4 € k? et Dy sinon.

Déterminer les groupes de Galois sur Q des polynomes X4 — X —1 et X4+
8X +12.

Le polynéme X* — X — 1 est irréductible sur F5 donc sur Q. De plus dans
cecas, R=X3+4X +1,donc A = Ar = —4(163) — 27 = —283 ¢ Q2. LE
polynéme R est irréductible sur Q (car £1 ne sont pas racines). Donc

Galg(X* - X —1) =6,

d’aprés le tableau ci-dessus.

Soit P(X) = X*+8X +12.Ona P(X —1) = X* —4X3 +6X2 +4X —19.
Si P(X —1) = PP, avec Py, P, € Q[X] unitaires de degrés > 0, alors
Py, P, € Z[X]. Donc si on note ay, ..., a, les racines de Py, ayi1,...,a4 les
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racines de Ps, on a |aj...ar||a;41...a4] = 19. Ce sont des entiers donc un des
facteurs est 1 l'autre 19. Si par exemple |aj...a,| = 1, alors au moins un des
la;] < 1. Mais on aurait : a} — 4a3 + 6a? + 4a; = 19. C’est absurde car :

laf —4a3 +6a? +4a;| < |a;|* +4|a;>+6]a;)® +4|a;] < 1+4+6+4=15<19.

Donc P(X — 1) est irréductible sur Q. Donc P aussi.
On a R(X) = X3 — 48X + 64. Cest irréductible mod 5 (pas de racines)
donc sur Q. De plus A = Ar = —4(—48)3 — 27.(64)? = 214.33 — 33212 =
(21 —212).3° = 21231 € Q*.
Donc

Galg(X* +8X +12) = a4

d’aprés le tableau ci-dessus.



