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CORRIGE DU DEVOIR A LA MAISON DU 28 AVRIL

Exercice 1 Soit @ < K une extension quadratique. Montrons qu’il existe ¢
une racine de 'unité telle que K < Q(().

Soit z € K \ Q. Alors comme Q # Q(z) < K et comme [K : Q] =2, on a
forcément K = Q(x) et = est de degré 2 sur Q.

Soit P, le polynéme unitaire minimal de z sur Q. On a P, = X2 +4aX +b ol
a,b € Q. Posons A = a® —4b € Q. Soit § € C tel que 62 = A. Comme z = =%E2,

K = Q) = Q).

Soient 7, s des entiers (non nuls) tels que A = Z. Sin =rs,ona: (s6)? =rs
donc K = Q(s6) et sd = £/n.

Décomposons n = =£p;...p; en produit de nombre premiers p;, 1 <
D’aprés les questions a) et ¢) de I'exercice 2, on a Q(\/p;) € Q((;) pour une
certaine racine de 1'unité ¢; d’ordre n;. On a aussi Q(v/—1) = Q(i) = Q((4)-
Donc :

K = Q(\/ﬁ) - Q(C4a<1, ""acl) - Q(CN)
ot N = ppem(4,ny,...,n;) d’aprés Pexercice 1a) de la fiche 8. Q.e.d.

Exercice 2 Montrons que le groupe de Galois sur Q du polynéme P(X) =
X5 4+ 20X + 16 est isomorphe & 5. Modulo 3, on a :

PX)=X°-X+1.

Ce polynoéme n’a pas de racine dans F3 donc n’a pas de facteur irréductible
de degré 1. Montrons que P n’a pas non plus de facteur irréductible de degré 2
dans F3[X]. Sur [F'3, les seuls polynomes irréductibles unitaires de degré 2 sont :

X241, X24+X—-1,X2-X -1
et dans F3[X], on a :
XP-X+1=(X*+1)(X*-X)+1
X X+1=(X?4+X-1)(X*-X?+2X - 1) +2X
XX +1=(X?-X -D)(X*+ X2 +2X)+ X +1

donc P(X) n’a pas non plus de facteur irréductible de degré 2 sur Fs.

Comme P est de degré 5, cela suffit pour conclure a l'irréductibilité de P
modulo 3. En particulier P est irréductible sur Q. Notons x1, xs, x3, 24,5 les
racines complexes de P et K = Q(x1, z2, 3,24, 25). La restriction a Uensemble
{x1, 2, T3, 24,5} induit un morphisme injectif de groupes :

v Aut(K) — &5 .

D’aprés le théoréme de Dirichlet (sur la réduction modulo p), 'image de ¢
contient un 5—cycle car P est irréductible mod 3.
Modulo 7, on a :

P(X)=X"—-X+2=(X+2)(X +3)(X>+2X? +5X +5)

et X34+ 2X2 4+ 5X + 5 est irréductible sur IF7 car sans racine.
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Donc d’aprés le théoréme de Dirichlet (en réduisant modulo 7), 'image de
¢ dans G5 contient un 3—cycle.
Or le discriminant de P est

A= JI @i-=z)*= T P)

1<i<j<5 1<i<5
= [ (x +20)
1<i<5

Or 2§ +202; +16 = 0 = } +20 4+ 12 = 0.

Donc 80
A= 4 = —80 — —
IT Gaf+20)= ] (-80 xi)
1<i<5 1<i<5 g
1 80°
=-80" [T 0+ )=-5—— J] (@+1)
1<i<5 Ti Il<ics i 1<i<5
80°
16 L ;)
= —80%5.P(—1)

car P(X) = (X —m1)(X —22)(X —23)(X —24)(X —z5). Donc A = —80*.5.(—5) =
80%.52 = 32002.

Donce 6 := [[;<;j<5(2i — ;) = £3200 € Q.

Mais alors pour tout o € Aut(K), o(6) = d car § € Q. Mais on a o(d) =
[icicj<s(@o) — To(j)) = €(0)0 = €(0) =L et 0 € As.

Donc G = ¢(Aut(K)) < 5. Comme G contient un 3—cycle et un 5—cycle,
As5/G est de cardinal n = 4,2 ou 1.

Or 25 est simple. Donc le morphisme de groupes As — &,, induit par la
multiplication & gauche : YhG € A5/G, 0.hG = ohG est injectif ou trivial
(constant d’image 1). Comme |5| = 60 > n! si n = 1, ou 4, on a forcément un
morphisme trivial. Donc :

Yo,h, €AUs, chG=hG =G =G =0€qG

= As <G et G~As.



