Exercice 2 feuille 3

Les racines de P(X)=X*— X —1.

a) Dans Fo[X], P(X)=X*+ X +1 est irréductible car n’a pas de racines et n’est pas divisible
par X2+ X + 1, seul polynome irréductible de degré 2 sur Fy.

b) Le polynome P est premier avec sa dérivée P’ (car le pged divise P est de degré <3 donc
c’est constant !). Donc P, P’ n’ont pas de racine commune donc les racines x1, xa, 3, x4 de
P sont simples (donc distinctes).

c) Ona P(X)=X1— X —1=(X —21)(X —22)(X — 23)(X — 24).
Donc x1 + 29+ 23+ 24 =0 (=- le coefficient devant X3);
2129 + 2123 + 124 + Tox3 + Towy + 2374 = 0 (le coefficient devant X?);
21X9%3 + T122%4 + 12324 + 22324 =1 (=- le coeflicient devant X) ;
z129x324 = —1 (le coefficient constant).
On a:
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En particulier, Q(z1 22, 23) = Q(x1, T2, T3, T4).

d) Posons Q(X)=(X —2)(X —23)(X —23) = X3 — (27 + 23+ 23) X%+ (2323 + 2825+ 2323) X +

232323

Or,on a:

z%+z§+z§:f(x1+x2) x3txs \— (x1+x3) (w2 + x4) — (21 + 24) (T2 + T3)
=—(z1+x2)
= 1 2

=—(z1m2 + x123 + X124 + Tox3 + Toxy + x324) = 0.

2125 + 2723 + 2323 = (w14 22) (w1 + 23)% + (21 + 22)% (21 + 24)? + (21 + 23) (21 + 24)*

2(33% + 2123+ T1202 + 302363)2 + (JU% + 2124+ T 122 + 362364)2 + (JU% + 2123+ T1204 + 3635134)2
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=<ZE1(JU1 + o+ x3) + $2£E3> + (x1(z1+ 22+ 24) + 3625134)2 + (x1(z1+ 23+ 24) + 3635134)2
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—x4

=(—x124+ 3625133)2 + (—zx3+ 3625134)2 + (—z1za+ 303364)2



g)

2(301362)2 + (3615133)2 + (3615134)2 + (3625133)2 + (5625134)2 + (5133364)2 — 6x1227374.
Or, x1xor3v4=—1 €t :

(z122)% 4 (2123)? + (2124)2 + (w223)% + (2224)? + (2374)?

(:El:ng + T1x3+ T124 + ToT3 + Toxg + x3x4>2 — 21’%1’2%3 — 21’%%21’4 — 2x1x§x3 — 2x1z%x4 —
0

2T1209T304 — 235%:53354 — 2351:5230% — 2X12903T4 — 235135%304 — 2X12903T4 — 23@135230?1 — 230135330421 —
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=—06217203T4 — 201T223( T1+ T2+ :v3> — 22179w4(71 + T2 + T4) — 2012374(T1 + T3+ T4) —
N——————
-
229314(T2 + 3 + T4)
=6+ 81’1%21’31’4 =—-2.
Donc 2723 + 2322 + 2322=—2+6=4.

On a aussi :

212923 = (x1422) (21 + z3) (21 +24) = (ﬂﬁ? + 36%304 + JU;fﬂUs + x12304 + JU;fJUz + X1T2x4 + 17273 +
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=(x3 +$2x3x4):(ac? —xil) =1 car zf—x;—1=0.

Donc Q(X)=X3+4X —1.

On a donc (27 — 23)%(2] — 23)%(23 — 23)%? = A= —4.(4%) — 27.(1)2= 283 < 0.

Donc Q(z%, 23, z?,) contient une racine carrée de —283 donc un élément de degré 2 sur Q.
Comme Q(X) est irréductible sur @ (comme +1 ne sont pas racines),

[Q(2, 23, 23): Q] est divisible par 3.

Donc 6|[Q(22, 23, 23): Q]. Comme forcément c’est < 6, [Q(z1, 23, 23): Q] = 6.

Comme z; est de degré 4 sur @ et comme 416, z1 ¢ Q(2, 23, 23).
Or, Q(z1, w2, w3, 4) > Q(7, 23, 23) et Q(x1, 22, 73, 4) > Q(21)
donc 6 et 4 divisent [Q(x1, T2, T3, 24): Q] = 12|[Q(z1, z2, 3, 24): Q).
Or [Q(z1, 22, 73, 24): Q] < |Saf =24.

Donc [Q(z1, x2, T3, x4): Q] =24 ou 12.

Soit G = Aut(Q(x1, x2, T3, 24)).
Le groupe G s’identifie & un sous-groupe de &4 d’ordre [Q(z1, T2, 3, 24): Q] =24 ou 12.
Donc G~ &4 ou Ay le groupe alterné.

Or G — Aut(Q(v/—283)) = Z /2Z est surjectif. Donc G contient un sous —
groupe (le noyau) d’indice 2. Ce n’est pas le cas de 24 donc G X &4 et [Q(x1, z2, T3,

$4): Q] =24.

OnaQ(X)=X?+4X —1=(X —29)(X — 23)(X — 23).



Donc 27, 22, 22 sont les racines de X3 +4X —1.
On cherche les racines de X34+4X —1.
(u+v)+4(u+v)—1=0ud+v3 -1+ Buv+4)(u+v)=0
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Quitte & renumeéroter les x;, on peut supposer que :
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Choisissons des racines carrées dont le produit vaut 1 :
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Comme z12023 =1, on a (21, 22 23) = (a1, a2 a3), (—a1, — az, az), (—a1, az, —as) ou (a1, —az,
—a3).

Cela fait une seule possibilité pour !’ensemble { x1 2 x3 x4} :

{a1+a2+a3 a;—az2—a3z —ai1+az—as —al—a2+a3}
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Donc voici les 4 racines de X% — X — 1 (a renumérotation pres):
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