Définition. Si P=aoXP?+a; XP 1+

Feuille 4

Sur le résultant et le discriminant

cetap, Q=bo X1+ X7+ + b, €A[X],

a ay ... ap 0 ... O
0 ap a1 ap O
on pose Résp (P, Q)= ao ... ap ... |€A.
bo b1 ... ... by O
0 bo bi ... ... by 0
Exercice 1.
a O
0 a
a) Rés, o(P,a)= =aP.
a
1 —a 0 ...
0 1 —a O
b) RéSl,p(X —a,P) =
1 —a
apgp ai ap

On ne change pas le déterminant en faisant les opérations suivantes sur les colonnes :
Co+—Cy+ aC1, C3+Cs5+ aCQ, R Cp+1 — Cp-‘rl + an

On obtient (aprés ces opérations) un déterminant de la forme :

10 0
0o 1 0 o0
P(a).
1 0
ap aifapa * ... * ap+ap_i1a+---+apaf
Pla) a ay ... ap O 0
0 ap a1 ap O
On change le signe du déterminant Rés, (P, Q)= ao ... ap
bo b1 ... ... )
0 by bi ... ... by O
lorsqu’on échange 2 lignes entre elles.
Si on échange la ligne p+ 1 avec la ligne p puis la ligne p avec la ligne p —1, ..., etc puis

la ligne 2 avec la ligne 1, on a multiplié le déterminant par (—1)? et on a déplacé la ligne
p+1 en ligne 1. On fait les mémes opérations pour amener la ligne p + 2 en position
2 puis toutes les lignes jusqua la ligne p+ q.

qfois

e N
On retrouve alors Rés, ,(Q, P). Donc Rés, 4(P, Q)= (—1)PT""TPRés, ,(Q, P)

=(—1)P9Résq,»(Q, P).



d)

apg ar ... ap 0 ... O

0 a a1 ... ap O

On pose Sp (P, Q)= ao .. ap ... |EMpiq(A).
bo bi ... ... by 0 ...
0 by bi ... ... by 0

C’est la matrice de 'application linéaire :

AX]<q® A[X]<p— A[X]<p4qdans les bases

(X7 1®0,...,190,00 X771 ... 0®1) pour espace de départ et

(Xpta=1 . 1) pour 'espace d’arrivée.

Alors Résy, 4(P, Q) =dét(Sy 4(P, Q)).

Supposons P, @, R unitaires. Alors A[X]|<ptq=A[X]<p® PA[X]< g rar awision cucitionne par 7)

De méme, on a: A[X|cg4+r=AX]<r ® RAX]<q et A X]<pt+qtr=A[X]<ptr®PRA[X] 4.
On considére les applications A — linéaires suivantes :

s3: A X <r @ A X <ptq— A X]<ptgir, A®B— APQ+ BR;

s1: AlX]<r ® A X <p® PA[X g — A X< gtr ® A X]<p, AD (B1 @ PBs) — (AQ + RB2) @

:A[X]<p+q

B ;
$2: A X <p® A X <qrr—= A X <ptqtr , UBV - UR+VP.
On vérifie que s3= 520 51.

Or, voici les matrices de ces applications linéaires dans les bases indiquées :

t
51:[81](@:‘1‘1*'. ). (P m L pxa—l el ) == ML s
Efl g ES . 0 I,
t
—[ SR, P)|O
52:[82]0(”*'*‘ JleRx‘I" pr) (xP L, .l.x"’ll.‘ Lrxalom) <+[—q>’
53—[53](xw+~-r1;””4)<x - LXPRaL ) == ( tSp+q,T'(PQ7 R) )
— Ny

En utilisant les formules de changement de bases, on a donc l’égalité suivante dans
My qtr,prarr(4)

Sz=[sa] [s1] ~ =[Id]ms ms[s0)ms m.lld]msm [s1]y o, 1d]s, 30

4,%6

By, my

—[d]ss, 5, S2 ([Id]s,,m,) " S1([Id]ss,,m,) "%

Or, [Id]s;,», = (%’%) [Id]%l,m:( 10 (flil_q) ), [Id]%&%_( - (k) )

D’ou : dét Sz = (—1)PT7)9det Sy(—1)Pr+PHegetS, .

Or détSs=Résptq,r(PQ, R), détSa=Rés, p(R,P)=(—1)P"Rés, (P, R), détS1=Rés, »(Q,
R).

Donc : Réspyq.-(PQ, R) = Résp (P, R)Résq r(Q, R).

Dans le cas ou [’anneau A est intégre, si P=a Py, Q=0Q1, R=cR; avec a,b, ceA, P, Q1R
unitaires, on trouve :

Résptq.r(PQ, R) = Réspyq r(abPy Q1,cR1) = (ab)"cPTIRES 4 ¢, r(P1Q1, R1)
=a"cPRés, (P1, R1)b"c1Résq »(Q1, R1) = Résp (P, R)Rés, »(Q, R)O

On en déduit par récurrence la formule du cours :

Résy g(ao(X = Yi)...(X = Y,),bo(X = Z0)....(X — Z)) = a®lT], <ic, (Yi— Zy).

1<j<q



