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FEUILLE DE TD N° 13
SUR LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT

Exercice 1 Un exemple de sous-anneau non noethérien de Q[X]
Soit A = {Z?:o ai)f.—!l :neN, Vi, a € Z}.
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Montrer que anneau A est un sous-anneau de Q[X].
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Montrer que la suite d’idéaux I, = (X, . Xn—,") est croissante.

Montrer que si p est premier, alors I,,_1 # Ip.
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En déduire que A n’est pas noethérien.

Montrer que I = Ig.

Exercice 2 Nombre minimal arbitraire de générateurs
Montrer que dans C[X,Y], l'idéal (X,Y)™ peut étre engendré par n + 1
éléments mais pas moins. Indication. Considérer le C—espace vectoriel (X,Y)™/(X,Y) 1.

Exercice 3 Sous-ensembles algébriques affines
Si V C C" onpose [(V)={f € C[Xy,..., X,] : "weV, flv) =0}.

a) Montrer que V C C" est un sous-ensemble algébrique affine si et seulement
siV =V(I(V)).

b) Soit V' C €™ un sous-ensemble fini. Montrer que V' est un sous-ensemble
algébrique affine et que dans ce cas |V| = dim C[ X7, ..., X,,]/I(V).

¢) Soit V' < C™ un sous-espace vectoriel. Montrer que V' est un sous-ensemble
algébrique affine.

d) Soit V = {(t3,¢%) : t € C}. Trouver un élément non nul de I'idéal I(V) et
déterminer I(V). Montrer que V' est un sous-ensemble algébrique affine de
C2. Indication montrer que V =V (I(V)).

e) Soit V = {(t,t3,t3) : t € C}. Montrer que V = V(Y — X2, Z — X3). Montrer
que C[X,Y, Z]/(Y — X%, Z — X3) ~ C[T]. En déduire I(V).

f) Soit V = {(t3,t4,t°) : t € C}. Montrer que V = V(Y2 — XZ, X3 —
YZ, XY — Z?). Montrer que (V) = (Y? - XZ X® - YZ X?Y — Z?).
Indication. Poser I = (Y? — XZ, X3 —YZ,X?Y — Z?) et remarquer que
C[X,Y,Z] = C[X] + CIX]|Y 4+ C[X]|Z + I et en déduire que C[X,Y,Z]/I ~
C[T3,T*,T°) et que I est premier’.

g) Déterminer l'idéal I(V') pour

V ={(x,zy) : z,y € C}, V ={(t,e") : t € C}, V = {(cost,sint) : t € C}

et en déduire dans chaque cas si V' est un sous-ensemble algébrique affine.

h) Montrer qu’un sous-ensemble algébrique affine de A! = C est soit A, soit
fini, soit vide.

Exercice 4
Soit I = (X?Y3, XY*) < C[X,Y].
a) Déterminer V(1) et I(V(I)).

t. On peut montrer que I(V) ne peut pas étre engendré par strictement moins de trois
éléments. Cependant V' peut étre défini par deux équations : V = V(X Z -Y?2, X% —2X2Y Z 4
zZ3).
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b) Déterminer /1.

Exercice 5 Soit I = (X —Y,(X +Y)?) < C[X,Y]
a) En utilisant le théoréme des zéros de Hilbert, montrer que X € /1.
b) A-t-on X € I? Indication. Non.

Exercice 6 Soit I un idéal de C[Xy,..., X,,]. En utilisant le théoréme des zé-
ros de Hilbert, montrer que v/I est lintersection des idéaux maximaux qui
contiennent 1.

Exercice 7 Une version du théoréme des zéros de Hilbert pour les
corps non algébriquement clos
Soit k£ un corps. Soit

(H,) Si B = k[z1,...,z,] est une k—algébre de type fini qui est un corps,

alors B est algébrique sur k .
a) Montrer (Hy).
b) Onsuppose que (H,_1) est vraie, n > 1. Montrer que B est un k(z;)—espace
vectoriel de dimension finie.
c) Soit (eq,...,en) une base de B comme k(z;)—espace vectoriel.
On supposera que e = 1.
On pose apk, aijr € k(1) tels que :

v
P9, Tp = E Upk€k, €i€5 = E ;K€L -
k k

Vérifier que
B = Ae; + ...+ Aen

ol A= k[apkaaijk . p7i7j7 k]

d) En déduire que k(z1) < A. En utilisant que A est une k—algebre de type
fini, montrer que x; est algébrique sur k.

e) Montrer (H,).

f) Montrer qu'une Z—algébre de type fini qui est un corps est un corps fini.
Indication. Si B = Z[x, ..., x,] est un corps de caractéristique nulle alors B
est un Q—espace vectoriel de dimension finie d’aprés (Hy). Soit 0 # f € Z
tel que x1, ...,z sont entiers sur Zy t. montrer que B est un 7, —module
de type fini et conclure comme dans le cas précédent.

1. On dit qu’'un élément b est entier sur ’anneau A s’il est annulé par un polynéme unitaire
de A[X].



