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FruIiLLE DE TD N° 1

Exercice 1 Exemples de corps

a) Vérifier que les anneaux suivants sont des corps :

QIV2l, Z[j1/(2), Z[V2]/(3) .
T
b) Montrer que 1+ V/2 est d’ordre 8 dans le groupe (Z[\/2]/(3))*.

Exercice 2 Automorphismes de corps

a) Montrer que si o est un automorphisme du corps R, alors
Yr>0,0(x)>0.

En déduire que AutR = {Id}.

b) Déterminer le groupe AutQ(v/2).

c¢) Soit x; = /2 + /2. Trouver un polynéme unitaire rationnel P € Q[X]
de degré 4 qui annule z;.

d) On note 1,9, x3, x4 les racines de P et on pose K = Q(x1, 22,2 24).
Exprimer les z; et vérifier que Q(z1) = K.

e) Vérifier que le groupe AutK est d’ordre < 4.

f) Justifier I'existence d'un automorphisme 6 de Q(x;) tel que

0(z1) =2 —V2 .

g) Vérifier que AutK est cyclique d’ordre 4 engendré par 6.

Exercice 3 Une équation de degré 2
En utilisant 1'égalité :

2 cos(2z) = (2cos 1)* — 2,
montrer que

5 2T 1+
Ccos — =
5 2

Exercice 4 Méthode de Cardan pour les équations de degré 3
Soient p,q € C. Soit

=

P(X)=X?+pX +qe€C[X] .

ol

f.Ouj=—-1+i
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a) Vérifier que si u, v vérifient :

alors x = u + v est racine du polynome P.

b) Soient u,v des racines cubiques :

telles que uv = —

1S

Justifier que c’est possible et déduire de la question précédente que les
racines de P sont :

w4 v, ju+ j%v, j2u+ ju

c) Applications.
En déduire les formules suivantes :

o s 1 /3 \3/ 1 3
9 am_ 31 .vo L Ve
C089 \/ 2—1—22 + 5 22

NN LN \3/7+21z\/§+\9/7—21@\/§
7 373 2 2

Indication. Utiliser la formule

2 cos(37) = (2cosz)® — 3.(2cos ) .

Exercice 5 Méthode d’Euler pour les équations de degré 4
Soient p, q,r € C. Soit

P(X)=X"+pX?+¢X +r € C[X] .

2
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a) Vérifier que si u, v, w vérifient :

u+v+w=—p/2

(¥) § Vuv/ovw = —q/8

—(u+v+w)? + 4(uv + vw + vw) = —r

alors = \/u + /v + y/w est racine du polynéme P.

En déduire que si u, v, w sont les trois racines du polynome :

T3 + gTQ + ((p/Q): —Nyr - (g)Q

et si on choisit des racines carrées telles que

Vuvvyw = —q/8
(justifier que c’est possible), alors les racines du polynéme P sont :
VATV, iV, — ATV, —i— T4

Application. Seulement pour les calculateurs motivés : trouver les ra-

cines du polynome
X' —-X-1.



