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FruIiLLE DE TD N° 3

Exercice 1 cos %r
247

Six 2in
On pose w =¢€75 et z=¢eTr.

a) Montrer que

—1 _1+\/g

wHw = 5

et en déduire que

“1+V5+iv2y5+V5
0 .

b) Montrer que si p est premier alors le polynoéme
Py (X)= X" XP24 L+ X +1
est irréductible sur Q.
c) En déduire les degrés [Q(z) : Q] et [Q(w) : Q).
d) Montrer que 2 est générateur dans le groupe Z/117.%.

e) Justifier 'existence de ¢, automorphisme de Q(z) tel que ¢(z) = 22, Quel
est l'ordre de ¢ dans le groupe AutQ(z) ?

f) Montrer que
Q(z)NR=Q(z+ 27" =Q(2cos )

et en déduire que g = 2 cos % est de degré 5 sur Q.

g) Montrer que le polynome minimal de z( sur @ est le polynoéme
P(X)= X"+ X*—4X®-3X?+3X +1
h) En utilisant la multiplicativité des degrés, montrer que

[Q(zo,w) - Q] =20

et que le polynome P est aussi irréductible sur Q(w).
i) On pose
Y0 < k< 4, xk222k+z_2k

Vérifier que
Zo, L1, L2, T3, T4

sont les racines de P et que :
Q(wo, ¥1, 2,3, 74) = Qro + Q1 + Qo + Q3 + Qs = Q(20) -

1
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j) Justifier qu’il existe un automorphisme 6 du corps K = Q(x,w) tel que
0(xg) = 1.
k) Calculer 0(xy) pour tout k.
Indication. On a H‘Q(Z+Z—1) = @‘Q(Zﬂ_l).
1) Montrer que K% = Q(w). Indication. On a : K = Q(w)zo @ ... ® Q(w)zy4
m) On pose ‘ A
Vi, Vi = zg + wiag + ... +wlzy .
Montrer que A
Vi, 0(V;) = w™V,
et en déduire que
VP, s VP € Qw) .

n) En déduire la formule :

2 1
2cos£:g(%+‘/2+‘/;g+‘/41)

ou

11

v %( +25v5 = 55+ V5 + 455~ 215)
V= \/ (89+25v5 + 5v/5 + VB — 45/ -5 — 25
o A e
w—\/1(89—25\f+5\/?+45m>

(Vandermonde, 1771)

Exercice 2 Irréductibilité de X? — a
Soit K un corps. Soit p un nombre premier. Soit a € K, montrer :

X? — q est irréductible sur K < X? — a n’a pas de racine dans K.

Indication. Noter ay, ..., aq les racines d’un facteur irréductible de X? —a
et considérer (ay...aq)P € KP.1

1. En déduire que si p est un nombre premier impair et si X? — a n’a pas de racine
dans K alors
> 1, X? — a irréductible sur K .
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Exercice 3 cos (2—")

17
Soit ¢ = e17. On note G = Aut(Q(¢)) et 6 'automorphisme

Q) —Q(¢)

(—C.
Si H < (G est un sous-groupe, on posera

Cu=)_ hQ) .

heH

On notera Hy 'unique sous-groupe de G d’ordre d si d|16.

a)

b)

Déterminer le polynéome minimal de  sur . En déduire que 6 est bien
défini et que c’est un automorphisme.

Montrer que G = () et que

s

Yd|16, Hy = (077) .

Exprimer (g, et 0(Cpy). Indication : (X — (i) (X — 0(Cry)) = X2 + X — 4.
Exprimer (g, et 0*(C,). Indication : (X —Cu, ) (X —02(Car,)) = X2—0(Cag) X +1.
En déduire 6((y, ).

Exprimer (g, et 0((w,). Indication : (X — Cm,)(X — 0*(Ci,)) = X2 — Car, X +
9(<H4)'

Montrer que 2 cos (%) =

11 1 1
—§+§\/1_7+§\/34 - 2\/1_7+4\/17 4 3VIT — /34 — 2V/17 — 2\/34 4+ 2V/17

(Gauss).

Exercice 4 Le corps Q) Montrer que ’ensemble @ des nombres complexes
algébriques sur @) est un sous-corps de C qui est algébriquement clos.



