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FruIiLLE DE TD N°4

Exercice 1 Soit P(X) = ao(X — z1)(X — 23)...(X — z,) un polynéme de
degré n > 1.
On pose

AP)y=ag"? [ (zi—a))*.

1<i<j<n

a) Montrer que si P(X) = apX" + a; X" ' + ... + a,, alors
Ap € Z[ao,al, ...,an] .

b) Calculer Ap si P est de degré 2 (en fonction des coefficients de P).
c) Si P est de degré 3, montrer que

Ap = aja3 — 4apal — 4aias — 27ada; + 18apaiasas

Indications. Montrer que A = ac$ + boto? + cojos + dof + ecro203 + foi + go3 ;
puis en prenant xs = 0, montrer que a = b = 0 et trouver d, f. Puis traiter le cas ou
o9 =0, etc

d) Lien avec le résultant. Montrer que

n(n—1)

Rés,w_l(P, Pl) = G,Q(—]_) 2 AP = RéSn_Ln(Pl, P) .
En déduire que Ap = (nao)" 1= P(y;) olt Y1, ..., yn_1 sont les racines
de P

e) Calculer le discriminant de X™ — 1 et celui de 2 + é:;, + ..+ 1

f) Montrer que si P, Q) sont respectivement de degrés p, ¢, alors
.2
APQ = ReSqu(P, Q)APAQ .
QUELQUES UTILISATIONS DU RESULTANT

Exercice 2 Intersection de courbes
Soient 0 # F,G € C[X,Y]. On pose :

Cri={(z,y) € C* : F(z,y) =0}, €= {(z,y) € C* : G(x,y) =0} .
a) Montrer que si (xg,y9) € Cr N Cg, alors xy est une racine du polynome
Réspe(X) ou F,G sont vus dans C[X][Y] et yo est une racine du po-
lynéme Résp(Y') ot F, G sont vus dans C[Y]|[X].

1



M1G - Algebre commutative université Lyon I — 2021-2022

b) En déduire les points d’intersection des courbes d’équations :
P4y =lety?!=a—2>—z+1.

Exercice 3 Implicitation
Soit

_pt) )

= 5 y =
q(t) s(t)
une courbe paramétrée ou p, q,r, s € C[T].

a) On pose
F(t) = Xq(t) — p(t), G(t) = Ys(t) —r(t) € CIX,Y][t] .
Montrer que € est contenue dans la courbe d’équation
Réspa(x,y) =0 .
b) Application. Trouver I’équation correspondant a la paramétrisation :

1—¢2 ot
xr = = .
1+t2’y 2 4+1

Exercice 4 Nombres algébriques
Soient «, 8 € C des nombres algébriques sur Q. On note f et g les po-
lynémes minimaux de « et (.

a) Montrer que le polynome

Résy(x—v),g0r)(X)

(ou f(X —=Y) et g(Y) sont vus dans Q[X][Y]) est un polyndéme annu-
lateur de o + 3.

En déduire un polynome annulateur de V2 + V2.
b) On suppose  # 0. Montrer que le polynéme

Rés f(xv),9(v)(X)

(ou f(XY) et g(Y) sont vus dans Q[X][Y]) est un polynéme annulateur
de % En déduire le polynome minimal de %
¢) Déduire de ce qui précede que 'ensemble des nombres algébriques sur Q

est un corps!
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