M1G - Algebre commutative université Lyon I — 2021-2022

FrUuILLE DE TD N° 7

Exercice 1 Sur le groupe de Galois de X* 4 8X + 12 sur Q
Soit P(X) = X% +8X + 12 € Q[X].

a) Factoriser P(X) mod 5 et mod 17.
Indication. Vérifier que

X' +8X +12=(X?+4X +7)(X* + 13X +9) mod 17 .
b) En déduire que X4 + 8X + 12 est irréductible sur Q.

c) Calculer le discriminant de P. En déduire que P a 4 racines complexes
conjuguées deux a deux.
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Vérifier que ry, 1y, 73,74 sont les racines de P.T

d) On pose :

e) En déduire que Q(2cos 2 o) < Q(r1,72,73,74) et que le groupe de Galois
du polynome P sur Q est le groupe alterné (4.

f) Vérifier que les sous-groupes de 2l sont dans le tableau suivant :

((12)(34)) ((13)(24)) /
((123)) ((124))

t. ¢f. laméthode d’Euler de résolution des quartiques dans la feuille de TD n° 1, exercice
5.

((134)) ((234))




M1G - Algebre commutative université Lyon I — 2021-2022

Qu’est-ce que V' et que signifient les nombres au-dessus des traits ?
g) En déduire le diagramme suivant des sous-corps de L = Q(r1,79,73,74) :
Q(Th To,T3, T4)
////

Q(ri+72) Q(ri+73)  Qlry+74) ° 3 AR

Que signifient les nombres au-dessus des traits ?

Exercice 2 Un polynéme de groupe de Galois &5 sur
Soit P(X) = X —4X — 1.

a) Montrer qu'un sous-groupe du groupe S5 qui contient un 5—cycle et une
transposition est forcément Ss.

b) Calculer le discriminant de P.

¢) En déduire que P a 3 racines réelles et deux racines complexes conjuguées
non réelles.

o

Montrer que P n’a pas de racines dans le corps Faz.

En déduire que P est irréductible sur Fj.

)

En déduire que P est irréductible sur Q).

Montrer que le groupe de Galois de P sur Q est isomorphe a Gs.

oQ

—
N e e N N

=

Quel est le groupe de Galois sur Fg?

t. Indication. Dans un corps de cardinal 9, V0 # z, 2% = 1.



