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FrUILLE DE TD N°8&

Exercice 1 Intersection de corps cyclotomiques
Soient m, n des entiers > 0. On note m A n et m V n leurs pged et ppem.

a) Montrer que Q(Cm, Cn) = Q(Cm\/n) Indication. Montrer qu’il existe w,v € Z tels que

wu oov 1
m+n_

mvn’

b) On suppose que m An = 1. Montrer que [Q((m, () : Q(Gn)] < p(n).
En utilisant la question précédente, montrer que [Q((m, G) @ Q(Gn)] =

p(n).
¢) Sous les hypotheses précédentes, montrer que le morphisme de restriction

Gal (Q(Gm, 6n)/Q(Gm)) = Gal(Q(Cr)/Q(Gm) N Q(Cn))

est injectif. En déduire que Q((r) N Q(¢) = Q.

d) Montrer que Q(¢) N Q(G) = Q(Gnan)-

e) Donner un exemple de corps K ou K((,) N K((,) # K pour certains
entiers m, n premiers entre eux. Par exemple considérer K = Q(v/3), m = 3, n = 4.

Exercice 2 Toute extension quadratique est dans une extension cy-
clotomique

a) Montrer que Q(v/2) est contenu dans une extension cyclotomique de Q.
b) Soit p un nombre premier impair. Montrer que Ag,(x) = +pP2,

c¢) En déduire que pour tout nombre premier impair p, Q(,/p) et Q(/—p)
sont contenus dans des extensions cyclotomiques de Q.

d) Montrer que toute extension quadratique de @ est contenue dans une
extension cyclotomique de Q.

Exercice 3 Irréductibilité des polynomes cyclotomiques sur @)
Soit n € IN*. On pose

Soit ¢ une racine primitive n—ieme de 1.
Soit A le discriminant du polynéme X™ — 1.
Soit P € Q[X] le polynéme minimal de ¢ sur Q.

a) Montrer que P| X™ — 1 et en déduire que P € Z[X].
b) Soit p un nombre premier. Montrer que P(X?) = P(X)? mod pZ[X].
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¢) En déduire p| P(¢?) dans 'anneau Z[(].
d) En déduire P(¢?) =0 ou p| A dans Z[(].

e) Calculer A et déduire des questions précédentes :
P(¢?) # 0= p|n dans Z.

f) Montrer que le polynome ®@,,(X) est irréductible sur Q.



