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À propos du corps des nombres constructibles

On dira qu’un corps K ≤ R est stable par
√

si

∀x ∈ K ∩R>0,
√
x ∈ K .

Par exemple, l’ensemble des nombres algébriques réels est stable par
√ †.

On pose C l’intersection de tous les sous-corps de R stables par
√

.
C’est le plus petit sous-corps de R stable par

√
.

Définition. Les éléments du corps C sont les nombres réels constructibles.
Par exemple 2 cos 2π

17
est constructible car :

2 cos
(

2π

17

)
=

−1

8
+

1

8

√
17+

1

8

√
34− 2

√
17+

1

4

√
17 + 3

√
17−

√
34− 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17

d’après Gauss.

Théorème. Soit x ∈ R. Sont équivalentes

(i) Soit πx le polynôme minimal de x sur Q. Le groupe GalQ(πx) est un
2−groupe ‡.

(ii) Il existe un sous-corps K ≤ C tel que l’extension K/Q est galoisienne
et x ∈ K et [K : Q] est une puissance de 2.

(iii) Il existe des corps Q = K0 ≤ K1 ≤ ... ≤ KN ≤ R tels que x ∈ KN et
∀1 ≤ i ≤ N, [Ki : Ki−1] = 2.

(iv) Il existe N ∈ N et des réels a1, ..., aN > 0 tels que x ∈ Q(
√
a1, ...,

√
aN)

et ∀i, ai ∈ Q(
√
a1, ...,

√
ai−1).

(v) Le nombre x est constructible.

Démo.

i⇒ ii

Notons x = x1, x2, ..., xn les racines de πx dans C. On poseK = Q(x1, ..., xn).
Alors l’extension K/Q est galoisienne, [K : Q] = |Gal(K/Q)| = |GalQ(πx)|
est une puissance de 2 et x ∈ K.

†. Mais le corps Q n’est pas stable par
√

car
√

2 6∈ Q
‡. c-à-d un groupe d’ordre une puissance de 2.
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ii⇒ iii

Soit K/Q une extension galoisienne de degré [K : Q] = 2α telle que x ∈ K.
Soit G = Gal(K/Q). Comme |G| = [K : Q], le groupe G estun 2−groupe.

Donc il existe des sous-groupes

G = G0 ≥ G1 ≥ ... ≥ GN = 1

tels que ∀i, Gi / G et Gi/Gi+1 ' Z/2Z.
On pose alors Ki = KGi .
D’après la correspondance de Galois on obtient une tour d’extensions :

K0 = Q ≤ K1 ≤ ... ≤ KN = K

où ∀i, [Ki : Ki−1] = [K:Ki−1]
[K:Ki]

= |Gi−1|
|Gi| = |Gi−1/Gi| = 2.

Si Kn ≤ R, c’est terminé. Sinon, vérifions que l’on peut remplacer les Ki

par les Ki ∩R.
Pour tout i, Gi / G donc l’extension Ki/Q est galoisienne. Soit i ≥ 1.
Soit τ la restriction de la conjugaison complexe à Ki. Comme Ki/Q est

galoisienne, τ(Ki) = Ki. On a K
〈τ〉
i = Ki∩R. Donc [Ki : Ki∩R] = |〈τ〉| = 1

si Ki ≤ R, 2 sinon.
Si Ki−1 ≤ R, alors

Ki−1 ∩R = Ki−1 ≤ Ki ∩R ≤ Ki

donc [Ki ∩R : Ki−1 ∩R] = 1 ou 2.
Si Ki−1 6≤ R, alors [Ki : Ki−1 ∩ R] = [Ki : Ki−1][Ki−1 : Ki−1 ∩ R] = 4.

Or : [Ki : Ki−1∩R] = [Ki : Ki∩R][Ki∩R : Ki−1∩R] = 2[Ki∩R : Ki−1∩R]
donc [Ki ∩R : Ki−1 ∩R] = 2.

On peut donc considérer les corps Ki ∩R à la place des corps Ki .

Q = K0 ∩R ≤ K1 ∩R ≤ ... ≤ KN ∩R = K ∩R

et x ∈ K ∩R et ∀i, [Ki ∩R : Ki−1 ∩R] = 1 ou 2.

iii⇒ iv

Soit i ≥ 1. Comme Ki/Ki−1 est une extension de degré 2, pour un y ∈
Ki \Ki−1, on a Ki = Ki−1(y).

Comme on suppose Ki ≤ R, on a y ∈ R. Soit πy le polynôme minimal de
y sur Ki−1. On a πy ∈ Ki−1[X] ≤ R[X] de degré 2. Son discriminant est > 0
car il y a au moins une racine réelle. Notons-le ai.
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On a ai ∈ Ki−1 ∩R>0 et Ki−1(y) = Ki−1(
√
ai).

iv ⇒ v

Comme le corps C est stable par
√

, on a par récurrence, pour tout i,√
ai ∈ C donc x ∈ Q(

√
a1, ...,

√
aN) ≤ C.

v ⇒ i

Notons

C′ =
{
z ∈ R : z est algébrique sur Q et GalQ(πz) est un 2−groupe

}
.

Vérifions que C′ est un sous-corps de R stable par
√

.
Soient y, z ∈ C′. Notons y = y1, ..., ym, z = z1, ..., zn les conjugués de y et

de z dans C.
Alors Q(y1, ..., ym) est le corps de décomposition de πy. Donc l’extension

Q(y1, ..., ym)/Q est galoisienne et le groupe Gal(Q(y1, ..., ym)/Q) = GalQ(πy)
est un 2−groupe. L’extension Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q est aussi galoisienne
en tant que corps de décomposition du polynôme πyπz. Posons

G = Gal(Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q) .

D’après la correspondance de Galois,

Gal(Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q(y1, ..., ym)) / G

et on a un isomorphisme de groupes :

G/Gal(Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q(y1, ..., ym)) ' Gal(Q(y1, ..., ym)/Q), σ 7→ σ
∣∣∣Q(y1,...,ym)

donc le groupe quotient :

G/Gal(Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q(y1, ..., ym))

est un 2−groupe.
Or le morphisme de groupes

Gal(Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q(y1, ..., ym))→ Gal(Q(z1, ..., zn)/Q), σ 7→ σ
∣∣∣Q(z1,...,zn)

est injectif. Donc le groupe

Gal(Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q(y1, ..., ym))
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est aussi un 2−groupe.
On en déduit que G est un 2−groupe.
Puisque Q(y, z) ≤ Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn), on en déduit que si

w ∈ {z + y, z − y, zy, z/y}

(si y 6= 0) alors le corps engendré par w et ses consugués est un sous-corps
de Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn) donc GalQ(πw) est un 2−groupe. †

Donc w ∈ C′.
Ainsi C′ est bien un sous-corps de R. Montrons que C′ est stable par

√
.

Soit y ∈ C′∩R>0. Notons y = y1, ..., ym les conjugués de y dans C. Notons
δ1 =

√
y et δ2, ...δm des racines carrés des yi :

∀i, δ2i = yi .

Le corps Q(δ1, ..., δm) est une extension galoisienne de Q (comme corps
de décomposition du polynôme (X2 − y1)...(X2 − ym) †).

Posons G = Gal(Q(δ1, ..., δm)/Q), H = GalQ(πy) = Gal(Q(y1, ..., ym)/Q)
et K = Gal(Q(δ1, ..., δm)/Q(y1, ..., ym)).

Puisque
√
y = δ1, le corps de décomposition de

√
y est contenu dans

Q(δ1, ..., δm) et donc
GalQ(π√y)

est un quotient de G.
Nous allons voir que G est un 2−groupe. En effet, G/K ' H est un

2−groupe. Donc il suffit de montrer que K est un 2−groupe. Or Pour tout
σ ∈ K, on a

∀i, σ(δi)
2 = σ(yi) = yi = δ2i

⇒ ∀i, σ(δi) = ±δi = (−1)εi(σ)δi

pour certains εi(σ) ∈ Z/2Z.
On vérifie facilement que l’application :

K → (Z/2Z)m, σ 7→ (εi(σ))mi=1

est un morphisme injectif de groupes. Donc K est bien un 2−groupe !
Donc

√
y ∈ C′ et C′ est stable par

√
.

On a donc C ≤ C′ et

x ∈ C⇒ GalQ(πx) est un 2−groupe.

Q.e.d.

†. comme quotient du groupe Gal(Q(y1, ..., ym, z1, ..., zn)/Q).
†. ∈ Q[X] car les coefficients sont symétriques en les yi et πy = (X − y1)..(X − ym).
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