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FruIiLLE DE TD N° 5

Correction de I'exercice 1 de la feuille 5

Soit k£ un corps de cardinal ¢q. Alors k est de cractéristique un nombre
premier p. C’est-a-dire que I'image de

7=k, 1—1

est isomorphe a F,. Comme k£ est fini, k£ est un IF,—espace vectoriel de
dimension finie d. Alors comme groupes :

~ Td
(k7 +) - ]Fp

donc q = |k| = p®.
Soit P(X) = X7 — X. Dans k, on a 1+ 1+..4+1 = 0 donc dans k,
S —

P
m.1 = 0 pour tout multiple m de p. En particulier ¢".1 = 0 et P'(X) =
—1. En particulier, les racines de O sont simples (car P A P’ = 1. Notons
K un corps de décomposition de P(X). Dans K, le polynéme P a ¢"
racines. distinctes.

Or, f, : K = K, x — 2 est un morphisme de corps (en caractéristique
p). On vérifie que Jo=fp x> 2P pour tout entier s. Donc = +— 27"
est un endomorphisme du corps K.

Puisque k est de cardinal ¢, pour tout z € k,onaxz =0oux € k* =
297t =1 car k* est un groupe d’ordre ¢ — 1. Donc

Yeek 2l=x .

n—1

En particulier, Yz € K, 27" =29 = .. =29= 1.
Donc 'ensemble des racines de P

{re K : 27 =1}

est un sous-corps de K qui contient k. Puisque K est engendré par les
racines, on a K = l’ensemble des racines de P.

Donc K est de cardinal ¢".

Notons F¢" un corps de cardinal ¢" (corps de décomposition de X" — X
sur F,). Soit P(X) irréductible unitaire sur I, de degré d. Si P|X?" — X,
alors si v est une racine de P, c’est aussi une racine de X9 — X.

D’ou les inclusions :
F,<F,a] <Fp
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Comme P est irréductible, [I';(a) : F,] = deg P = d. Par multiplicativité
des degrés, d|[F : F ] =n'.
Réciproquement si d|n, alors comme P est irréductible, le corps

Fy[X]/(P)

est de cardinal ¢. En particulier, X% mod P = X dans le corps F,[X]/(P)
c-i-d : P|X9" — X.
Or :

din = ¢* —1|¢" — 1 dans Z

= X9'"1 —1|X9"~' — 1 dans Z[X] et donc aussi dans F,[X]
= X'~ X|X" - X

. n
Donc on a aussi P| X7 — X.

Comme X9 — X A (X7 — X)" = 1, dans la décomposition de X" —
X en facteurs irréductibles sur Iy, chaque facteur irréductible unitaires
n’apparait qu’une seule fois.

Chaque facteur irréductible est de degré d avec d|n et réciproquement si
P est irréductible de degré d|n, alors P est un facteur de X4" — X, d’ott :

X'-x=I] II P-

dln P€ly(q)

En comparant les degrés, on trouve :

"= > d

din P€li(q)

= > _dlLi(q)| -
din
Il suffit maiontenant d’utiliser la formule d’inversion de Mdobius.
Redémontrons-la dans ce cas particulier.
Soit f(d) = d|Is(q)|. Posons F(n) = Xap, f(d) (= ¢").
On a :

S () i = S (5)Z s

eld

T. En effet, si on note ! la dimension de Fy» comme IF,—espace vectoriel, on a
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=Y fle)Y u(Z)

eln eldn
=303 (5) ©

or, pour tout entier m > 1,

ZM(Z)I 1 sim=1

k|lm 0 sim>1.

En effet si m = p{'...p{* pour certains nombres premiers deux a deux
distincts T et t € IN, alors :

> w (7]:?) = zt: Yo wpi-piy)

klm k=0 1<i <...<ip <t

-y Y v

k=0 1<i1 <...<ip <t

t t)
=3 ()
a1
=0sit>0,1sit=0 c-a-dm = 1.

Donc dans la somme (x), il ne reste que le terme ou 2 =1 c-a-d e = n.

D’ou :
Su(G)r@

c-a-d dans le cas qui nous intéresse :

(i) = rlintal -

Exemples.
— L(2)=3(22-2)=1;
— I3(2) = 5(2° - 2) = 2;
— LE) =l ) =3
— I(3) = %(32 —3)=3;
— I3(4) = %(33 —3) =

t. et >0
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Remarque. Pour tout ¢, puissance d’'un nombre premier, et tout n > 1,
II,(q)| > 0. En effet,  le groupe F7. est cyclique engendré par un élément
a. A fortiori Y, = () = Fyn = Fy(a). Mais alors le polynome minimal
de a sur I, est unitaire, irréductible de degré n.

1. Admettons qu’il existe un corps de cardinal ¢, il existe alors un corps de cardinal ¢"
pour tout n : il suffit de prendre un corps de décomposition de X" — X sur F, ..
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