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CORRIGE DE L'EXAMEN FINAL DU MERCREDI 25 MAI 2022

Exercice 1 1. Le polynoéme P est irréductible par Eisenstein avec p = 5.
2. On a

(1‘1 — 562)2(332 — $3)2(3}1 — 33‘3)2 =—4x 53 — 27 x 52 = —47 x 52
= (1 — ) (zo — x3) (21 — 23) = £51V4T
= ’L\/ZE e K = Q($1,$27IL’3)

et I'extension de Q
F = Q(iv/47)
est quadratique.
3. Comme P est irréductible sur Q, 3| [K : Q] = |Gal(K/Q)|.
Or, [F: Q]| [K : Q] = 2[|Gal(K/Q)|.
D'ou 6 ||Gal(K/Q)| = Gal(K/Q) = &5. Comme K est aussi galoisienne
sur IF, on a |Gal(K/F) = [K : [F] = 3 et donc

Gal(K/Q) = A3
seul sous-groupe d’ordre 3 de Gs.
Exercice 2 1.
PO)=P(1)=1+#0
donc P n’a pas de racine dans IF5. Dans IFy, on a :
Ve 40,28 =1=2+2+1=1+2+1=2#£0

(on est en caractéristique 2). Donc P n’a pas de racine dans F4 non plus.
Dans Fg, on a
2T+ 2+ 2?4z +1

Ve 0,2 =1=a8+z+1= = £0
X X

carsiz?+24+1=0, 2 € Fy et comme Fy NFg = IF, on aurait 2 € [Fo,
absurde. Donc pas de racine dans Fg non plus.

2. Soit @ un facteur irréductible unitaire de P de degré minimal dans Fo[X].
Comme deg P =6, 0n a d:=deg@ =1,2,3 ou 6.
Or P a une racine dans le corps F3[X]/(Q) ~ [Fos. Comme il n’y a pas de
racine dans [Fo, Fy, Fg, forcément, d = 6 donc P = @ est irréductible.
Le corps F3[X]/(P) est de cardinal 26 = 64 car c’est un Fy—espace vec-
toriel de dimension 6.

3. Comme X € kX, comme k> est un groupe d’ordre 63, on a X¥ 1=
X = X dans k donc P|X% - X.

4. Le groupe k* est d’ordre 63 donc l'ordre de z divise 63 = 32 x 7 donc x
est d’ordre 1,3,7,32,3 x 7 ou 63.
Or

t=zx#£1, 2241, 2" =@z =(r+ D=2+ #1
=2 =4+ Dt =2+ #£1

=@ =@+ =+ttt =ttt a1 £
Donc z est d’ordre 63 et (x) = k*.
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5. Si a € Fgy, alors [Fa(a) : Fa] | [Feq : Fa] = 6 donc Fa(a) = Fo, Fy, Fg ou
Fga.
Donc ]FQ(O[) =Fgs & a € Fgy \ FoUF,UTg. Or

‘IE‘QUIE‘4UIF8| = |F4UF8| = |IF4‘+|]F8| — ‘IF4QIF8| =448— ‘IF2| =10.

Il y a donc 64 — 10 = 54 éléments a € Fgy tels que Fo(a) = Fgy. Pour
chacun de ces éléments, le polyndme minimal est de degré 6 et irréductible
sur [F5. Réciproquement, chaque polynéme irréductible unitaire @) de degré
6 sur IF, a exactement 6 racines dans [Fg4. En effet, comme on ’a montré
pour P, ona QX% —X et Fg4 est le corps de décomposition de X4 — X sur
F5. Chaque racine « d’un tel polynome vérifie Fy(a) = Fg4. Conclusion
le nombre de polyndémes unitaires irréducibles de degré 6 sur Fy est ng
qui vérifie :
6ng =54 =ng=9 .

Exercice 3 1.
Y —a|P(Y)— P(a) = P(Y)
dans F(a)[X]. Si on remplace Y par un polyndéme @ € F[X], on trouve :
Q(X) —a| P(Q(X)) = R(X)

dans F(a)[X].

2. 81 P(Y) = A(Y)B(Y) avec A,B € F[X], alors R(X) = P(Q(X)) =
A(Q(X))B(Q(X)) dans F[X]. Donc comme R est irréductible sur IF, on
a A(Q(X)) ou B(Q(X)) constant donc A ou B constant dans F[X]. Ainsi
P est irréductible sur IF.
Soit zy une racine de R (dans une extension quelconque de IF). Alors
R(x0) = P(Q(zo)) = 0 donc il existe o € Gal(L/IF) tel que o(a) = Q(xo).
On a:

F < F(o(a)) < F(zo)

= deg R = [F(z0) : F] = [F(x0) : F(o(a))][F(o(a)) : F]

(la premiére égalité vient de lirréductibilité de R). Or F(o(«)) ~ F(«)
donc

[F(o(a)) : F] = [F(a) : F] = deg P
car P est irréductible sur F.

Donc
_degR

~ degP

[F(z0) : F(o(e))] deg @

car R = P(Q(X)).

Donc le polynéme Q(X) — o(a) € F(o(a))[X] est le polynéme minimal
de zg sur F(o(a)) donc Q(X) — o(a) est irréductible sur F(o(«)).

En appliquant 0~1, on trouve que Q(X) — « est irréductible sur F(a).

3. Soit z( une racine de Q(X)—« dans une extension de F(«). Alors R(xg) =
P(a) =0. Donc :
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= [F(w, z0) : F(a)][F(a) : F]
= deg Q deg P
car Q(X) — « est irréductible sur IF(«) et P est irréductible sur F.

Or,
degQdeg P =deg R

donc R est forcément le polynome minimal (& multiplication par un sca-
laire non nul prés) de zy sur IF et R est irréductible sur F.

Exercice 4 1. Si Yz € C, P(x,¢(z)) = 0 alors pour tout xp € C, on a :
Yn € Z, P(zo + na, p(z)) = 0

donc le polynéme en une variable P(X, ¢(zg)) est nul (car il a une infinté
de racines!).

Soit P(X,Y) = aq(Y)X? + ...+ ao(Y) ot les a; sont des polyndémes dans
C[Y] et d = degy P. On a forcément aq(¢(z9)) = 0 pour tout zo € C.
Comme ¢ est continue sur C, ¢(C) est infini dans C. Donc aqg = 0. Donc
P=0.

On a montré que I(A) = 0.

2. Raisonnons par I'absurde, si A = V(I) pour un idéal I < C[X,Y], alors
I<IA)=0=1=0=A=V(0)=C*.

Or, (0,y) € C? \ Asiy # ¢(0). D’ou la contradiction. Donc A n’est pas
de la forme V(I) pour un idéal I < C[X,Y].



