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CONTROLE FINAL DE 2020
CORRECTION

Exercice 1

Soit A € M, (k). La matrice A est nilpotente < A" =0 < y4(X) = X" ou
x4 (X) est le polyndme caractéristique de A.

Notons py (A), ..., pn(A) les coefficients de x 4 (X) : xa(X) = X" +p1(A) X" 1+
wo. + pn(A). Bien str, p1(A) = —Tr(A) et p,(A) = (—1)"dét A.

Donc N = V(p1,...,pn) = {A € M,(k) : p1(A) = ... = pr(A) = 0}. Clest
donc un sous-esemble algébrique affine de M, (k).

On a donc I(N) = +/(p1, ---, Pn)-

On peut montrer par des méthodes sophistiquées (hors programme) d’algébre
commutative que I(N) = (p1, ..., Pn)-

Exercice 2 Dans R?, on a :
{(cosz,sinz : z € R} =V(X?+Y? 1)

c’est donc un sous-ensemble algébrique affine.
On a:
Yz € R, cos(2x) =1 —2sin’z .

Done X — 2V € I(B).
Réciproquement si P € R[X, Y],

P = R(Y)modX — 2Y?

(en faisant une division euclidienne par X —2Y? dans R[Y][X]) ou R(Y) € R[Y].
Donc P € I(B) = Yz € R, P(cos(2z),sinz) = R(sinz) = 0. Donc R = 0 et
Pe (X —2Y?).

Donc I(B) = (X — 2Y?).

Si B était un sous-ensemble algébrique affine, on aurait B = V(I(B)) =
V(X —2Y?). Cest impossible car par exemple si on prend y = 2 et z = 8, on a
r=2y? = (8,2) € V(X —2Y?) mais (8,2) ¢ B car |y| > 1.

Donc B n’est pas un sous-ensemble algébrique affine de R2.

Remarque. En revanche, on a bien Bg = {(cos(2x),sinz) : x € C} =
V(X —2Y2) qui est bien un sous-ensemble algébrique affine de C2.

Exercice 3 a) Comme @ est de caractéristique nulle F/Q est séparable. Soit
o : E — C un morphisme de corps. Alors ¥r € Q, o(r) = r et (0(v/2)? =
U(\/§2) =0(2) =2 = 0(v/2) = £V2 € E. De méme o(v/3) € E. Donc
o(E) < E. Cest vrai pour tout morphisme de corps o donc E/Q est nor-
male.

L’extension E/Q est normale et séparable donc galoisienne.

Soit ¢ : Gal(E/Q) — Z/27 x 7.)27. & + (e1,€3) ot o(v/2) = (—=1)1/2 et
o(v/3) = (=1)°2v/3. L’application ¢ est un morphisme de groupes, injectif
car E = Q(v2,V3).

Or E/Q est galoisienne donc Gal(E/Q) est d’ordre [E : Q] = 4 car /3 ¢
Q(v2) = V3 est de degré 2 sur Q(v/2).

Donc ¢ est un isomorphisme de groupes. Notons s1, o, S3, S4 les morphismes

¢71(0,0),671(0,1),¢7*(1,0), ¢~ (1, 1).
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b)

Ona:a?=(2++v2)(3++V3) € E; Donc Q(a?) < E. Les éléments de
Gal(E/Q) sont les morphismes :

S1, 582,53, 54

ou :

s1(0®) = 2+ V2)(3+V3), s2(a?) = 2+ V2)(3 - V3),
s3(0?) = (2= V2)(3+V3), sa(0®) = (2~ V2)(3-V3) .

Comme Q(a?)/Q est séparable, on a
[Q(e®) : Q] > [{s1(a?), 52(a®), s3(0%), s4(a®)} = 4

donc [Q(a?): Q) =4 = [E: Q] = Q(a?) = E. En particulier, E = Q(a?) <
Q(o.
On a

(X —(2+v2)(3+V3) (X —(2-v2) (3+V3)) (X~ (2+v2) (3—V3)) (X~ (2-v2) (3—V3))
= (X2 —6(2+V2)X +6(6+4V2))(X? - 6(2 - V2)X +6(6 — 4V2))
= X% —24X3 +144X?% — 288X + 144 .
Donc :

(X2 =) (X2 =BH) (X2 =4} (X2 —6%) = X®—24XC0 4 144X* 288X 2 +144.

I suffit de montrer que 'extension est normale. Soit ¢ : Q(a) — C un
morphisme de corps. Alors si on pose P(X) = (X? — a?)(X? — 5%)(X? -
7?)(X2—6%), on a P(a?) = 0. comme P est a coefficients dans @, on a aussi

0= 0(P(a%) = P((0(a))*) = o()? = a® 6%,* ou &

donc o(a) = o, 4, v ou +4.
Or, af = V2(3+V3) € E < Q(a) = 8 = Y23 ¢ q(a).
De méme, 7,6 € Q(«).

Donc pour tout ¢ : Q(«) — € morphisme de corps, on a o(a) € Q(«). Donc
Q(a)/Q est normale donc galoisienne.

Il existe 0 € Gal(F/Q) tel que o(v/2) = V2 et 0(v/3) = —/3. On peut
prolonger o en un morphisme de corps Q(a) — C. Comme Q(a)/Q est
normale, o est un automorphisme de Q(«).

On a
(o<a>)2 _ol0?) _ 2+VDE-V)
a a® (24V2)(3+V3)
C3-V3  (3-v3)?
T 34+v3 6
donc ? =+ (3_%/5)2 = j:3_6‘/§.
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f

Notons € = +1 tel que

o 6
o(@)) _ %) _ 343
Onaa( >_g(a)_€,\/g'

3+v3 5, 3-V33+3
N YR

Comme o? € E, « est de degré au plus 2 sur E. Comme o2 est Iidentité

sur E, 0?(a) = —a # a = a ¢ E. Donc «a est de degré 2 sur E.

Puisque Q(v2) < E < Q(a), on a alors [Q(a) : Q(v2)] = [Q(a) : E][E :

Q(W2)]=22=4.

Comme Q(a)/Q est galoisienne, Q(a)/Q(+v/2) aussi. Donc Gal(Q()/Q(v/2))

est d’ordre [Q(a) : Q(v/2)] = 4. Or ¢ € Gal(Q(a)/Q(v/2)) est d’ordre 4 (car

0% # o et 0* =1d (car 0*(a) = 0?(—a) = a)).

g]oncgal(Q(a)/Q(\/?)) = (0). et |G| = [Q(a) : Q] = [Q(a) : Q(V2)][Q(V2) :
De méme, Gal(Q(a)/Q(v/3)) (respectivement Gal(Q(a)/Q(v/6))) est cy-

clique d’ordre 4 engendré par un 7 € G tel que 7(v/2) = -2 2 (respecti-

vement un v € G tel que v(v/2) = —v2 et v(v/3) = —V/3).

Comme 7 est d’ordre 4, on n’a pas 7 € Gal(Q(«)/E)) qui est un groupe
d’ordre 2. Donc T(\/i) = —/2.

o?(a) = —eo(a)

On en déduit 7(a) = € (vV2—1)a ot ¢ = £1. Or o(a) = foz olle==£1.
On a alors o(7(a)) = €e(v2 — 1)%@ = ee % D’un autre

coteé, T(o(a)) = fee’%a = —o(1()).

Donc o7 # T0.

0?(a) = 73(a) = —a. Donc 02 = 72, Soit f € G d’ordre 2. Comme f € G,
on a f(a?) € {a?,8%,92,8%}. Si f(a?) = B2, alors f(a) = €3 out € = +1.
Comme f2(a) = a, on a f(ef) = ef(B) = a = f(B) = ea. Or aff =
V2(34+/3). On voit que Q(a3) = E (car aff a 4 conjugués donc est de degré
4 sur Q). On a f(af) = €fa = aff = f|g = Id. Mais alors, f(a?) = o?
absurde !

Donc f(a?) # 2. De méme, on montre que f(a?) # 2. Si f(a?) = 62,
alors f(a) = €6 et f(0) = ea. Pour un € = £1. Mais alors f(ad) = ad &
f(2v3) = 2v3 = f(V3) = V/3). Donc f(a?) = (2£ V2)(3 +V3) # &°
contradiction /.

Donc f(a?) # §2. Nécessairement, f(a?) = o?. Dot f(a) = —a (car f #
Id). Donc f = 02 = 72 est le seul élément d’ordre 2 de G.

D’aprées la correspondance de Galois, un sous-corps de Q(«) de degré 4 sur
Q est de la forme Q(a)* ott H est un sous-groupe de G et ou |H| = [Q(«) :
Q)] = m = 2. Donc forcément H = (02}, seul sous-groupe de G
d’ordre 2 d’aprés la question précédente. En particulier il y a un seul sous-
corps de Q(a) de degré 4 sur Q. Comme E en est un, ce seul sous-corps est
E!
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k)

m)

Comme o7 # 70, G est non abélien. De plus dans le groupe diédral Dy, il
y a b éléments d’ordre 2 (les 4 symétries et la rotation d’angle 7) alors que
G a un seul élément d’ordre 2. Donc G % Dy.

Il y a une bijection entre les sous-corps de Q(«) et les sous-groupes de G. Une
étude rapide des relations dans G : 02 = 72 = (07)% = o7 = (70) ! montrer
que les sous-groupes de G d’ordre 4 sont (o), (1), (¢7). En particulier il y a
exactement 3 sous-corps de Q(«) de degré 2 sur Q. Les voici :

Q(v2),Q(V3), Q(V6)
voici le sous-corps de Q(«) de degré 4 sur Q :
E= Q(ﬁa \/g)

et les autres sous-corps sont bien str Q et Q(«a) lui-méme.

L’extension Q(i, v/2) est galoisienne sur Q et son groupe de Galois est iso-
morphe au groupe diédral D, (c’est le corps de décomposition du polynome
X1 -2 sur Q).

Exercice 4 1. Soit fy, ..., fx un systéme de générateurs de I. Il existe un po-

lynoéme non nul ¢(yu, .., ym) € kY1, .-, Ym] tel que ¢ fi € k[y1, .., Ym, 21, ..., 4]

pour tout 7. (Il suffit de prendre par exemple pour ¢ le ppem des déno-
minateurs en yi, ..., Y, qui apparaissent dans les coefficients (en nombre
fini) des f;).
Ona ;€ K donc I = (fi,., fn) = (¢f1, - afn)- Bt G1 = {qf1,....,afn}
convient.

2. Sig e GaNklyy,...,ym] alors par définition g # 0 et g est inversible dans
K.Commegel,ona(g)<I=1=Kl[zy,..2z,]".
Réciproquement, si I = K[z1,...,2z,] pn a 1 € I. Donc 1 est dans l'idéal
engendré par les termes dominants des éléments de Go, en particulier il y
a des éléments dans Go dont le terme dominant est 1. Par définition de
Pordre choisi, un tel élément est forcément dans k[y1, ..., Ym]!

3. Comme (G2)k[y,,....ym.z1,cwn] = 11,03 (G2) K[z, ... 2] = 1) K1, 0] =
1.
Il reste & montrer que (T'D(g) : g € G2) = TD(I) (pour lordre =<). Or si
f€1,il existe un 0 # q € k[y1, ..., Ym] tel que qf € I;. On a alors :

TD<, (q¢f) = Z a;TD<,(g:)

ou les g; € Ga et les a; € k1, e, Tny Y1y ovs Y-
Mais TD<(f) = rz® pour un certain r € K. Alors TD<,(qf) = y’z®
pour un certain 8 € IN™. Donc :

T
TD.(f) =ra" = Y0 5TD= (g

Comme pour tout i, TD<(g;) ‘ TD<,(g;) dans K[z1,...,2,], on a bien

TD<(f) € ZK[ml, s Tp)TD<(gi)

1. Corriger l’énoncé : il s’agit de montrer que G2 Nk[y1,...,ym] Z0 < I = K[z1,...,xn].



