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Examen : Anneaux et corps commutatifs
Durée : 3 heures

L’énoncé comporte deux pages.
Les documents ne sont pas autorisés.
Les réponses doivent étre justifiées.

Donner les formulations :
1. du théoréme de Hilbert pour la base,
Si A est un anneau ncethérien, alors 'anneau A[X| l'est aussi

2. du théoréme de Hilbert pour les zéros ,
Soit k un corps algébriquement clos, soit I < k[X1, ..., X,,]Jun idéal, alors I(V (1)) = V/T.

3. du théoréme qui rélie les sous-extensions d’'une extension galoisienne L/k avec les sous groupes
de Gal(L/k).
{ sous-groupes de (L/k)} <— {K | K est un corps etk < K < L}

Hi L2

(L/K) K

sont des bijections réciproques I'une de 'autre.

Exercice 1. Soit P(X) = X*+ X3+ X2+ X + 1. On note K le corps de décomposition de P sur Q
dans C.

1. Quel est 'unique polynéme irréductible de degré 2 sur Fo ?
X2+ X +1

2. Montrer que P est irréductible sur Fa. On note k le corps k = Fo[X]/(P). Quel est 'ordre du
groupe k* 7 Si P était réductible, alors P aurait un facteur de degré 1 ou serait le produit de
deux facteurs de degré 2 irréductibles. Ce n’est pas le cas car P n’a pas de racine dans [Fo et
P#(X?+X+1)2
Comme P est de degré 4, k est un Fo—espace vectoriel de dimension 4 donc |k*| = 2% — 1 = 15.

3. Onpose @ = X mod P dans k. Quel est 'ordre de o dans le groupe k* ? Montrer que 1, a, o2, o

est une base de k comme Fy—espace vectoriel. Montrer que comme groupes :
(14 a)=Fk"

Dans k, a® — 1= (a—1)(1+a+...+a?) =0 donc a® = 1 et a est d’ordre 5. Dans F5[X]/(P),
1, X, X2 X3 X* mod P forment une base donc 1, o, ..., a* est une base de k comme Fy—espace
vectoriel. On a :
1+aP=14+a+a®>+a>#1
1+’ =0+a)'(14+a)=1+aYH1+a)=1+a"+a+a°
=l4+1l4+a+?+a’+a+l=14+a?+a>#1

Donc (1 + a) n’est pas d’ordre 3 ni 5. Comme |k*| = 15, on a o' = 1. Comme 15 = 5.3, on en
déduit que 1 + o est d’ordre 15 et (1 + a) = k*.



4. Quel est le groupe de Galois de P sur Fo (a isomorphisme prés) ? (k/Fsy) est cyclique d’ordre 4
engendré par le morphisme de Frobenius xz?, c’est Z/4Z.

5. Montrer que P est le polynéme minimal de e sur Q. On a P(eQ?) =1+e% +..+ (62? )=
2im .
% = 0. Donc le polynéme minimal de e sur Q divise P. Or P est irréductible sur Q

e 5 —1
(car irréductible mod 2) et unitaire donc P est bien le polynéme minimal.

6. Soit K = Q(@Q%). Montrer que K est galoisienne sur Q. On notera G = Gal(K/Q). Quel est
l'ordre de G 7
Comme Q est de caracterlsthue nulle toute extension de QQ est séparable. Or les racmes de P
sont ( )1 <1< 4donc @(e 5°) est le corps de décomposition de P sur Q. Donc Q(e 5 ) est
galoisienne sur Q et son groupe de Galois est d’ordre [K : Q] =4 (car P irréductible sur Q).

7. Montrer que si x est une racine de P, alors (z — 1)P'(z) = 52%. En déduire que Ap = 53. On
aPX)(X—-1)=X5-1=P(X)(X—-1)+P(X)=5X*= P'(z)(x — 1) = 52* si P est une
racine de P.

Comme P est de degré 4, Ap P'(x1)P'(x2) P (x3)P'(x4) o x1, 2,23, x4 sont les racines de
P.Alors Ap=1];_1934 7 71 Or P(X)= (X —z1)...(X — z4) donc Ap = 54(1) =53
8. Montrer que Q(v/5) = K NR.

Ona Ap =5 = H1§i<jg4(l'i —z;)? = 5v5 = iH1§i<j§4(xi —z;) € K = Q(x1,z2, 23, 24).
Donc Q(v/5) < K NR. Or

4=[K:Q]=[K: KNR|][KNR:QHW5)]QHS5): Q]
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or, e’ ¢ R donc [K: KNR]>2dou[KNR:Q(/5)] <1let KNR=Q(5).

9. Montrer qu'il existe 6 € G tel que 0(6%) = e% Vériﬁer que G = (0).
Comme P est irréductible sur Q, comme e et e5 sont des racines de P, il existe un morphisme
de corps 6 : K — Ctelque@(e 5 ) = e Pu1squee s K,0 € G.OrGestdordred = [K : Q.
Soit z = €5 . On a 02(2) = 0(2?) = 2* # 2. On a aussi 04(2) = (24)* = 216 = 2. Donc 6 est
d’ordre 4 = |G| donc G = (0).

10. Déterminer les sous-groupes de G d’ordre 2 et les corps intermédiaires correspondants entre Q
et K.

Comme G est cyclique d’odre 4, G a un seul sous-groupe d’ordre 2 : (6. Le corps correspondant

est L =K®) Deplus [K: L] =2 = [L:Q] = 2. Donc c’est L = Q(V/5).

Exercice 2. 1. Soit E = {(t,t") : t € C} on n € N*.

(a) Trouver un polynéme irréductible P € C[X,Y] tel que E = V(P).
P = X" —Y est irréductible car de degré 1 en Y.

(b) Montrer que I(E) = (P).
D’aprés le théoréme des zéros de Hilbert, I(E) = y/(P). Or P irréductible = (P) premier
= I(E) = /(P) = (P).

(c) L’idéal I(E) est-il premier ? maximal ? I(E) est premier no maximal car inclus strictement
dans (X,Y).

2. Soit E = {(e',t") : t € C} ot n € N*.

(a) Montrer que I(E) = (0). (Indication : Rappelons que C[X,Y] = C[Y][X] et 7511)1(1)10 % =0
pour tout P € C[Y].)
Soit P(X,Y) € I(E), alors t € C, P(e!,t") = 0.
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Si P +#0, alors P(X,Y) =ao(Y)+..+aq(Y)X%0ud>0et 0<i<d, a;(Y)€C[Y] et
ag # 0. Mais alors :

tER, ag(t™) = —ap(t™)e ¥ — ... —ag_1(t")e™

c’est absurde car le terme de gauche est constant non nul si a4(Y) est constant ou bien
tend vers &+ en + et celui de droite vers 0.

Donc P = 0.

Existe-t-il un idéal I dans C[X,Y] tel que E = V(I)? Justifier.

Si on avait F = V(I), on aurait [(E) = VI = (0) =+VI=1=0= E = C? ce qui est
absurde car (0,0) € E.

Exercice 3. Soit un polynome irréductible P € Q[X] de degré > 2 et o € C une racine de P. Notons
par K un corps maximal parmi les sous-corps de Q qui ne contiennent pas «. (L’existance d’'un tel
corps K pourrait étre démontré facilement a 'aide du lemme de Zorn.)
1. Montrer que 0 < [K(«) : K] < 0.
Comme a ¢ K, [K(a) : K] > 0. Comme P € Q[X] < K[X],on a [K(«a): K| <degP < oc.
2. D’abord, on se propose de montrer que 'extension K(«)/K est galoisienne. Supposons par
I'absurde que K («)/K n’est pas galoisienne et notons par L le corps de décomposition de P sur

K.
(a)

(b)

()

Justifier que L # K(«) et L/K est une extension galoisienne.

L’extesion L/K est galoisienne car normale (c’est un corps de décomposition) et séparable
(la caractéristique est nulle). En particulier L # K(«).

Soit G = Gal(L/K) et H = Gal(L/K(c)). Montrer que {e} G H G G.

|G/H| = 7@%{[&)} = [K(a) : K] # 1 car « ¢ K. On a aussi |G/H| # |G| = [L : K] car
K(a) # L. Donc {e} # H # G.

Soit ¢ € G\ H. Montrer que K = {z € L : o(x) = x}. (Indication : On se rappelle la
définition de K.)

Comme o € G, o(a) # a donc « ¢ L', Par maximalité de K pour la propriété de ne pas
contenir a, on a K = L@,

En déduire que si 0 € G\ H alors G =< 0 >.

Comme L/K est galoisienne, L¢ = L) < (o) = G.

Conclure.

Comme G est cyclique, H est distingué dans G donc K(«)/K est galoisienne : contradic-
tion !

3. Maintenant, soit G = Gal(K(a)/K).

(a)

Montrer que K et K(«a) sont les seuls sous-corps de K («) contenant K. (Indication : La
méme que pour 2(c).)

Si K < F < K(a) est un corps tel que F' # K(«), alors si H = (K(a)/F), on a a ¢
K(a)f = F. Par maximalité de K, K = F donc H = G donc F = K(a)% = K.

Montrer que le groupe G est cyclique d’ordre premier.

D’aprés la correspondance de Galois, G n’a pas de sous-groupe propre autre que le groupe
trivial. Donc G est en particulier un croupe simple. Or, si 1 # g € G, on a forcément
(9) = G = G cyclique = G est simple cyclique donc d’ordre premier !



