Théorie de Galois

Alexis TCHOUDJEM
Institut Camille Jordan
Université Claude Bernard Lyon I
Boulevard du Onze Novembre 1918
69622 Villeurbanne
FRANCE

Villeurbanne, le 24 octobre 2017



Cours du mercredi 20/1/15

Introduction

0.1 Equations de degré 2

f(x):x2+pa:+q:(x—xl)(a:—xg)
:>x1+m2:—p,xlzzzq,xl—m::l:\/x

ot A = (z1 — x2)? = p? — 4q.
Donc :

—p:l:\/Z
-

FEzercice : Vérifier que 2 cos(2mw/5) = 71%‘/5 et 2sin(27/5) = %

x1,T2 =

0.2 Meéthode de Lagrange
0.2.1 Degré 3

Soit P(X) := X3+ pX + q € C[X]. On note r1, 72,73 ses racines.

On pose a := 71 + jry + j2rs3. Si on applique tous les s € &3 a a?, on

obtient seulement deux valeurs :
a’ et b>

ott b =11 + j2ry + jrs.
Donc (X — a®)(X — b3) s’exprime simplement en fonction de p, g.
Explicitement :

(X —a®)(X —b) = X2 +27¢X — 27p°

Ce polyndme a pour discriminant A = 4.(27)2((%)2 + (%)3)
Remarque : on a aussi ab = —3p.
On peut exprimer r1, 72,73 en fonction de a,b :

a+b j%a + jb ja+ j3%b
, T2 = y T3 = )
3 3 3

Réciproquement, soient a, b des racines cubiques :

2 3
gl () (P
ai=3y-2+\/(2) + (%)

T =




telles que ab = —3p.
Exercice : vérifier que c’est possible!
Alors si on pose :

a+b . ~ jfa+jb
3 s 12 — 3 )

on a bien (X —71)(X —ro)(X —r3) = X3 +pX +¢.
On a donc bien résolu notre équation avec des radicaux.

_ ja+ 5%
3

r = r3

Ezxemples :

i) l'unique racine réelle de X3 — X — 1 est :

i,/1+1 /23+§/1 1 /23

2 2V27 2 2Va2r’

ii) X3—3X+1 a3 racines réelles mais aucune n’est résoluble par radicauz
réels : c’est le casus irreducibilis. Une des racines est :

2 - 5/
2C08(9>=%+\/j>2.

. 3 ; 1oat
ot on pose Vrett :=r3e3 sir >0 et —w <t <.

Ezercice : Montrer que 2cos(2m/7) = - + & ({’/W + {’/%)

(indication : 1+ 2cos(2mw/7) + 2 cos(4mw/7) + 2 cos(6m/7) = 0 et (2cos 3t) =
(2cost)® — 3(2cost)).

0.2.2 Degré 4

Il y a aussi des formules avec des radicaux mais qui prennent beaucoup
de places ...

Soient p, q,r € C.

On note r1,79,73,74 les racines du polynéme P := X% 4+ pX? 4+ ¢X +r
e

P(X) = (X —Tl)(X —T‘2)(X—T3)(X —7’4) .

On pose t1 := (r1 + 1ro)(r3 + 74), t2 1= (11 + 73)(ro + 74), t3 := (r1 +
r4)(r2 +73). On a alors :

R(X) = (X —t)(X —to)(X —t3) = X3 —2pX2 + (p> —4r) X +¢° .
Remarque : (t1—t2)?(ta—13)2(t1 —t3)% = (r1—12)%(ro—13)%(rs—r4)?(r1 —
7"3)2(7“2 — T‘4)2(T1 — 7”4)2 = 16p*r — 4p3¢® — 128pr2 + 144pg®r — 27¢* + 25613.

Comme 11 +7r9 + 13+ 74 =0, on a aussi :

(7’1 + 7’2)2 = —11, (7’1 + 7’3)2 = —19, (7’1 + 7“4)2 = —t3 .



On peut donc retrouver 71,792,713, 74 & partir de t1,to, t3.
On choisit des racines carrées des —t; de sorte que :

riHry ==t r1+r3=—ta, 1+ ra=—t3 .
Remarque : on a forcément /—t11/—ta/—t3 = —q.

On a alors :
rl:\/—TlJr\/?Jr\/—Tg
py = V=V
py = YT

Réciproquement, si on note t1, ts, t3 les racines du polynéme :
R(X):= X3 —2pX? + (p* —4r)X + ¢*
si on choisit trois racines carrées \/—t1, v/—ta, \/—t3 telles que \/—t1y/—ta/—t3 =
—q, et si on pose :
_ VotV V-t
2

r

e VNV
rsy = _\/Ttl‘{’\/zj—\/TtS
re= YUV RV

alors :
XY+ pX2+gX 471 = (X — 1) (X — 1) (X — 1) (X — 1) .

On a donc résolu notre équation par des radicaux.

0.3 Autres méthodes
0.3.1 Cardan

Pour résoudre 23 + px 4+ ¢ = 0, on peut utiliser la méthode de Cardan
qui est facile a retenir (ou a retrouver) :
On cherche une racine sous la forme z = u + v :

(u+v)P +pu+v)+g=0u’+v°+ (u+v)Buw+p)+q¢=0.



Ca se simplifie si on impose 3uv = —p :
WP +qg=0.
Donc si u, v vérifient
ud + 03 = —q
uwv = —p/3
alors u + v, ju + j2v, j2u + jv sont racines. Plus précisément :
X2 pX +q= (X — (u+0)(X = (Ju+ 7)) (X — (5%u + jv))

ott u3, v sont des racines de T2 + ¢T — p?/27 telles que uv = —p/3.

0.3.2 Euler

Pour résoudre z* + pz? + gz + r Euler procéde ainsi :
On cherche une racine sous la forme x = /u + /v + /v.
Or,

= Vut Vot Vo=sa? —u—o—w =2V + Vayw + Vov/w)
= ' 2(utvtw) - (utv+w)? = 4(uvtuw-+ow)+8(vut+vo+v0)Vuyovw
Donc :
et 4pr?Fgrdr = (p+2(utv+w)) 2+ (g4+8vVuvovw) z+r—(utvtw) 4 (vot+uw+ow).

Par conséquent :

u+v+w=—p/2
et pr’ tgr+r =01 Juuyw=—q/8
—(u+v+w)? + 4(uv + vw + vw) = —r

u+v+w=—p/2
=1 Vi = —q/8

2)2—r
(uv + uw + vw) = 7@/2

1 suffit donc de trouver (%) u, v, w trois racines du polynome T + §T2 +

(%)T— (%)2 et trois racines carrées v/u, /v, /w telles que y/u\/v\/w =

—q/8.
On a ainsi résolu I'équation x? + pz? + qx + r = 0 car on peut vérifier

que si u, v, w et \/u, /v, Jw vérifient (x), alors :
at +pr? +qrtr=

(o= (Vi Vi) (= (i o)) (o= (Vi Vo=V (= (V=4 ).



0.4 Degré > 5
Ona:z’—2=(z—x)(x— 22)(x — 23)(x — 24) (7 — 25) OU 7} =

k
V/2(cos(2kn /5) +isin(2kn/5)) = v/2 <1+4\/5 + \/2_7 52\/5) . Donc 2% — 2 =

0 est une équation « résoluble par radicauz ».

5

En revanche nous verrons plus tard que ’équation z° —x — 1 = 0 n’est

pas résoluble par radicaux.

0.5 Caractéristique

Soit K un corps.

Définition 1 Soit p > 0 tel que pZ = ker(p : Z — K, n — nlg). Le
nombre p est la caractéristique du corps K.

Proposition 0.1 La caractéristique de K est 0 ou un nombre premier > 0.

Remarque : si p =0, QQ est le plus petit sous-corps de K. Si p > 0, c’est
F, :=Z/pZ.

0.6 Polyndmes symétriques

Soit K un corps. Sis € S, si P € K[X}, ..., X;,], on note P*(X1, ..., X;,) :=
P(X41), -+ Xs(ny)). (C’est une action a droite). On note K[X7, oy X7 les
polynémes invariants ou polyndmes symétriques.

On note 01 (X1, ..., Xn) 1= Y1<iy <. <ip<n Xir--Xij, les polynomes symé-
triques élémentaires . On peut aussi les définir aussi par ’égalité :

(T = X1)eoeT = Xp) = T" = oy T" "L 4 (—1)"
dans K[X1, ..., X,][T].
Proposition 0.2 K[X1, ..., X,,|%" = Koy, ..., 0]

Démonstration : Par récurrence sur le degré donné par ’ordre lexico-
graphique X1 > ... > X,,. Q.e.d.

Remarque : c’est vrai si on remplace K par 7!

Ezercice : Si K est de caractéristique # 2, alors K[Xy,..., X,]4" =
Kloi,...;on] + 6K|o1, ...;0n] 01t § = [[1<icj<n(Xi — Xj) (indication : soit
P tel que ¥ o, P? = €(0)P, alors P est divisible par ¢ (en effet, le monome
dominant de P est de la forme X% avec aq > .... > ay, qui est divisible par
XL X, 1, monome dominant de §)).



Proposition 0.3 (relations coefficients-racines) Soit P(X) = X" +
a1 X" '+ ... +a, € K[X]. On suppose que P a n racines x1,...,x, dans
une extension de K i.e. :

P=(X—z1)..(X —xz,) .
Alors aj, = (—1)*op (21, ..., 2p).

conséquence : si par exemple P(X) = X" +a; X" ! + ... +a, € Z[X]
si on note rq,...,r, € C ses racines, alors tout polynéme f € Z[X,..., X;]
symeétrique vérifie f(r1,...,m,) € 7Z.

Ezercice : X™ — X — 1 est irréductible sur @Q pour tout n > 2.

Exercice :

a) soit P(X) := X3+ pX +q = (X —r1)(X — r2)(X — r3). Montrer que
(r1 —12)%(re —1r3)%(r1 — 73)* = —4p® — 27¢°;

b) soit P(X) := X3+ a1 X%+ a2 X +az = (X —r1)(X —r2)(X —r3), alors

11 —19)%(ro — 1r3)3(r1 — 13)% = a2a3 — 4a3 — 4adaz — 27a3 + 18ajazas

c) soit P(X) = X4+ pX?2+q¢X +7r= (X —7)(X —7r2)(X —r3)(X —14).
Montrer que (11 —r2)?(rg —r3)?(rg —r4)?(r1 —r3)*(ro — 14)*(r1 —14)* =
16p*r — 4p3q® — 128p%r? + 144pg®r — 27¢* + 25613,

1 Extensions, algébricité

1.1 Polynémes irréductibles

Proposition 1.1 Soit K un corps. Soit P € K[X]. Alors P est irréductible
< K[X]/(P) est un corps.

Remarque : K[X]/(P) est un K —espace vectoriel de dimension d =
deg P.

1.2 Extensions, degré

Soient K < L deux corps. On dit que L est une extension de K et on le
note parfois L/K.

Dans ce cas L est aussi un K—espace vectoriel. On note [L : K] :=
dimg L : c’est le degré de L sur K.

Proposition 1.2 (multiplicativité des degrés) Soient K; < ... < K,
des corps. Alors [K,, : K1) = [Ky, : Kp—1]...[Ky @ Kq].

Démonstration : Supposons n = 3. Soit (z;); une base de Ky comme
K —espace vectoriel. Soit (y;); une base de K3 comme Ky—espace vectoriel.
Alors (x;y;)i; est une base de K3 comme Kj—espace vectoriel. Q.e.d.

Ezemple : [Q(V/2,7) : Q] = 6.



1.3 Eléments algébriques

Proposition 1.3 Soit K < E une extension de corps. Soit x € E. Sont
équivalentes :

(1) il existe 0 # P € K[X] tel que P(x) =0;
(i) dimg K|x] est finie;
(ii)) Klz] = K(x).

On dit que z est algébrique sur K s’il existe un polynéme P € K[X] non nul
tel que P(x) = 0.

Dans ce cas, K[z] = K(z), K[z] est un K —espace vectoriel de dimension
finie.

De plus, l'idéal {P € K[X] : P(z) = 0} est un idéal premier non nul
engendré par un unique polynéme unitaire P, : le polynéme minimal de x
sur K.

Remarque, P, est irréductible sur K et si P est un polynéme irréductible
sur K qui annule z, P = ¢P, pour un c € K*.

On a: [K[z]: K] = deg P, : c’est le degré de x sur K.

Proposition 1.4 L’ensemble {x € E : = est algébrique sur K} est un sous-
corps de E.

Proposition 1.5 Si K < E est une extension finie (i.e. [E : K] est fini),
alors E est algébrique sur K i.e. tous les éléments de E sont algébriques sur
K.

Remarque : @ est une extension algébrique infinie de Q.
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Rappels sur les morphismes de corps

Soient K, L deux corps. Une application ¢ : K — L est un morphisme

de corps siVz,y € K, ¢(z +y) = ¢(2) + o(y), ¢(zy) = d(x)¢(y), ¢(1) = 1.
Exercice : tout morphisme de corps est injectif!

Ezercice : Aut(Q) = {Id}, Aut(R) = {Id}, Aut(Q(v/2)) = {Id}, Aut(Q(v/2)) =
{Id,a V2 —ﬂ}., Aut(Q(V2) = {Id, 7 : V2 > —/2).

1.4 Corps de rupture

Soit P € K[X] un polynéme irréductible. Dans le corps K[X]/(P), 'élé-
ment X := X mod P est une racine de P car P(X) = P(X) = 0 mod P.

Théoréme 1.6 Soit L une extension de K et o € L une racine de P telle
que Ko = L. Alors K[ X]/(P) — k[a], Q(X)mod P — Q(«) est un iso-
morphisme de corps.



Une extension L de K comme dans le théoréme est un corps de rupture de
P sur K.

En particulier 1, a ..., est une K—base de .

Ezemple : Q(+/2), Q(53/2), Q(52/2) sont des corps de rupture de X3 —2
sur Q.

adeg P-1

Corollaire 1.6.1 Si P € K[X] est irréductible, il existe toujours un corps
de rupture de P sur K, unique & isomorphisme pres.

Réalisation du corps de rupture
Si P(X) = X"+ a1 X" ! + ... +a, € K[X] est irréductible, alors
K[X]/(P) ~ K[A] ou A est la matrice :

0

0
1\
0
NN
0—0

e M,(K)

1 —al

a —b a 2b
Par exemple : C ~ ta,beR p et Fos >~
a,be Fy }

1.5 Corps de décomposition

Soit 0 # P € K[X]. On suppose que E > K est un corps o P est
scindé : P = ¢(X —x1)...(X — x,), c € K*. On dit que K(z1,...,x,) est le
corps de décomposition de P dans F.

Proposition 1.7 Un cops de décomposition existe toujours.

Démonstration : Par récurrence sur deg P en utilisant ’existence de corps
de rupture. Q.e.d.

.....

Théoréme 1.8 (prolongement d’isomorphisme) Soit 0 : K — K' un
isomorphisme de corps. Soit P € K[X]| un polynéme irréductible. Alors
P? € K'[X] est irréductible. Si o,/ sont des racines de P et P’ dans des
extensions de K, K', alors o se prolonge en un isomorphisme K (a) ~ K'(a/)
qui envoie o sur .



Théoréme 1.9 (unicité du corps de décomposition) Soit o : K — K’
un isomorphisme de corps. Soit P € K[X]|. Soit E > K un corps ou P est
scindé :P = ¢(X —x1)...(X — ). Soit E' > K' un corps ot P? est scindé :
P =d(X —a2)).... X —al). Soient B := K(21,...,xy), B := K'(2, ..., z},).
Alors o se prolonge en un isomorphisme B ~ B’.

Corollaire 1.9.1 Soient L,L' deuzx corps de décomposition de P sur K.
Alors il existe un K—isomorphisme L ~ L'.

Ezemples : soient g une puissance d'un nombre premier p; le corps Iy
est un corps de décomposition de X7 — X sur IF, et on a donc I'unicité a
isomorphisme prés des corps finis de cardinaux donnés.

Définition 2 On dit qu’un corps K est algébriquement clos si tout polynome
non constant est scindé sur K.

Théoréme 1.10 Soit K un corps. Il existe une extension algébrique K de
K qui est un corps algébriqguement clos. C’est une cloture algébrique de K.
L’extension K est unique o K—isomorphisme pres.

Démonstration

Existence : soit & l'ensemble des polynémes irréductibles unitaires de
K[X]. Pour tout p € &, on choisit une variable X,,. Soit A := K[X,, : p €
Z). Soit I I'idéal de A engendré par les polynomes p(X,), p € &. Alors I
est propre donc contenu dans un idéal maximal M. Le corps A/M est une
extension algébrique de K et tout polynéme p irréductible sur K a une racine
(Xp mod M) dans A/M. Cela suffit pour dire que A/M est algébriquement
clos (comme nous le verrons plus tard) ...

Unicité : on utilise le lemme de Zorn ... Q.e.d.

Ezemples : C (resp.Q (resp.Up>1C((t™)) )) est une cloture algébrique
de R (resp.de Q (resp.de C((t)))).

2 Théoréme d’indépendance des caractéres d’Artin

Si G est un groupe et K un corps, un caractére de G dans K est un
morphisme de groupes G — K*. L’ensemble des caractéres est une partie
du K —espace vectoriel des fonctions G — K.

Ezemple : G = Z/nZ, K = C, les caractéres de G dans C sont les k + ¢*
ou ¢ = exp(2im/n).

2.1 Indépendance

Théoréme 2.1 (Artin) Soient o1, ...,0, n caractéres distincts de G dans
K. Alors les o; sont K—linéairement indépendants.
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Corollaire 2.1.1 Soient E, E’ deuz corps. Si o1, ...,0, sont n morphismes
distincts de corps E — E'. Alors les o; sont E'—linéairement indépendants.

Ezercice : si G abélien, on pose GV le groupe des caractéres de G dans
C. Montrer que GV ~ G (non canonique).
FEzercice : si G fini, [Hom(G, K*)| < |G|.

2.2 Corps des invariants

Théoréme 2.2 Soient o1, ...,0,, m morphismes distincts E — E'. Alors si
F:=FEloveoml —{p c E : oy(x) = ... = op(2)}, [E: F] > m.

Démonstration : Si e, ..., e, est une famille génératrice de £ comme
F—espace vectoriel, alors les lignes de la matrice (05(e;))1<i<m € M n(E')
1<j<n

sont indépendantes. Donc m < n. Q.e.d.

Corollaire 2.2.1 Si G est un sous-groupe fini de Aut(E), alors [E : E¢] >
Gl

Remarque : comme G contient l'identité, E¢ = {x € E : Vg € G, g(z) =

Ezxemple : E = C, G = {1,0} ou o est la conjugaison complexe, [C :
R] = 2.

3 Correspondance de Galois

3.1 Extensions galoisiennes

Définition 3 Soit E un corps. Soit G < Aut(E) fini. On dit que E/E® est
une extension galoisienne de groupe de Galois G.

Ezemples : C/R, Fpn/Fy, QQ)/Q, Q(V2)/Q, C(X)/C(X?); contre-
exemple  Q(V3)/Q, Fy(X) [T, (XP), Q(2)/Q.
Ezemple : Q(v/2,7)/Q.

Théoréme 3.1 Soit E un corps. Soit G < Aut(E) un groupe fini. Alors
[E: EY =|G|.

Démonstration : On utilise la forme F—linéaire Tr : £ — F, © +—
o1(z)+...+on(z) ot F = E¢ G = {04, ...,0,,}. Soient g1, ..., g, les éléments
de G. Si ey, ..., epy1 sont des éléments de E, alors les colonnes de la matrices
(9i(ej)) 1<i<n € Mppn+1 sont lices. Donc Vi, 375 x;9i(ej) = 0 pour certains

1<j<n+1
xj € E.Dou :
Vi, Zg[l(mj)ej =0
J
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et 3205 g H(zj)e; =0 = > Tr(zj)e; = 0. Cest encore vrai si on remplace
xj par zx;, € E. Donc on peut choisir les z; tels que z1 € E et Tr(x1) # 0
par exemple. Mais alors, les e; sont liés sur EC. Q.e.d.

COURS DU MARDI 3 FEVRIER 2015

FEzxemples :

a) k(w1,...,2,)%" = k(s1,...,5,) (ol k est un corps et ot les s; sont les po-
lynomes symétriques élémentaires) car k(z1, ..., zn) > k(z1, ..., 2,)%" >
k(51,0 8n) et [K(1, ooy Tn) 2 k(T1, ooy ) O7] = |G| = 0! > [k(21, .0y )
E(s1,y .y 8n)],

b) Q(V2,5)/Q est galoisienne de groupe de Galois G := (s,t) ~ &3 oil 5 est
le Q(j)—automorphisme qui envoie v/2 sur jv/2 et ¢ le Q(3/2)—automorphisme
qui envoie j sur j2;

c¢) soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré par les chan-
gements de variables ¢ — ¢~ et t — 1 — ¢. On vérifie que G est d’ordre
6, isomorphe a &3.

Soit K le sous-corps des fractions rationnelles f € C(t) invariantes par
les changements de variables

trs1—tettrst b .

Montrer que K = C (%)

En déduire que ’extension :

2 3
C (W) o0

est galoisienne de groupe de Galois S3.

Exercice : on pose Yy := 1 + jxa + j2x3, Yo := x1 + j2xe + jr3. Montrer
que C(z1,22,23)" = C(y7 /y2, y3/y1,01)-

On peut retrouver les polynémes symétriques a partir des fractions ra-
tionnelles symétriques ...

Ezercice On pose L := k(s1,...,8n) et L; := L(zit1,...,2,), 0 < i < mn
(L, =1L).

) [Li—1: L) =iet 1, ...,wﬁ_l est une base de L;_1/L;.
) A{xftalr 2 Vi, a; <i— 1} est une base de k(z1,....,zy)/L.

) tout g € k[z1,...,x,] est une combinaison kl[si, ..., sp]—linéaire de mo-
noémes z{*..x% Vi, a; <i—1.

T

o

d) On retrouve que k[z1, ..., 2,]%" = k[s1, ..., 55).
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Corollaire 3.1.1 (Maximalité du groupe de Galois) Soit E/F galoisienne
de groupe G. Alors si E' > E et si 0 : E — E' est un F—morphisme de
corps, o € G. En particulier, G = Autp(F), groupe des automorphismes
F—linéaires de F.

Notation : si F = EY, G =: Gal(E/F).

3.2 Injectivité

Corollaire 3.1.2 (Injectivité) Si E/F est galoisienne de groupe G si Hy, Hy <
G, alors EM — pH2 o [, = H,.

3.3 Surjectivité

Théoréme 3.2 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois G.
Si F < B<EFE, alors il existe H < G tel que Ef" = B.

Démonstration : Soit H := Autg(F). On a : B < E¥. Soit s, ..., s,
un systéme de représentants de G/H. On a Bis1-5} = F donc [B: F] > r
et [E:B|<|[E:F]/r=|H|=[E:E" douB=E". Q.e.d.

Ezercice : donner la liste des sous-corps de Q(V/2, 7).
(réponse : Q(V2,7) > Q(V2), Q(1V2), Q(*V2), Q) > Q).

3.4 Théoréme fondamental

Théoréme 3.3 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G.

i) On a2 bijections réciproques :

{(H<G}+L {F<B<E}
Hw— B"
Gal(E/B) < B .

ii) L’extension E/B est galoisienne et [E : Bl = |Gal(E/B)|;

iii) [B:F]=|G/Gal(E/B)|;

iv) lextension B/F est galoisienne si et seulement si Gal(E/B)<G. Dans

ce cas, Gal(B/F) ~ G/Gal(E/B).

Démonstration : Si Gal(E/B) <G, si 0 € G, alors 0(B) = B : en
effet, Gal(E/o(B)) = 0Gal(E/B)o~! = Gal(E/B) = o(B) = B. Notons G’
'image du morphisme ¢ — o|g. On a : B = F. Réciproquement si B/F
est galoisienne, alors pour tout ¢ € G, o|p € Gal(B/F) (cf. le corollaire
3.1.1). On a alors Gal(E/B) = ker(G — Gal(B/F), o + o|g) qui est un
noyau donc distingué. Q.e.d.
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Proposition 3.4 Soit E/K une extension galoisienne. On suppose que K <
B < B' < E. On note U := Gal(E/B), U' := GalE/B’. Alors B'/B est
galoisienne < U' <U. Et dans ce cas, Gal(B'/B) ~U/U’.

Ezercice : démontrer cette proposition.

3.5 Caractérisation des extensions galoisiennes

Théoréme 3.5 Soit E/K une extension finie. On a toujours : |Autg (F)| <
[E : K]. L’estension E/K est galoisienne < |Autg(E)| = [E : K]. Dans ce
cas, Gal(E/K) = Aut(E/K).

Contre-ezemples :
a) si E=Q(v?2), alors [Aut(E/Q)| =2<4=[E: Q.

b) sipestpremieret E =, (T) et K = F,(T7);alors [Fy(T) : Fp(I7)] = p
mais Auty, (e (Fp(T)) = {Id}.

3.6 Séparabilité

Soit P € K[X]. Alors : P est premier avec P’ si et seulement s’il n’existe
pas d’extension ot P a une racine multiple (i.e. d’ordre > 1). Dans ce cas,
on dit que P est un polyndéme séparable

Définition 4 (séparable) Si E/K est une extension. On dit que o« € E
est algébrique séparable si P(a) = 0 pour un polynéme séparable P € K[X]
& le polynome minimal de o est séparable.

Une extension est séparable si tous ses éléments le sont.

Proposition 3.6 Si P € K[X] est irréductible, alors P est séparable si
P’ # 0. En particulier, en caractéristique nulle ou sur un corps fini, tout
polyndéme irréductible est séparable.

Contre-exemple : XP — t est irréductible non séparable sur F(t).

Théoréme 3.7 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. Soit x €
E. Soient x1,...,x,, v < n les images distinctes de x par les o € G. Le
polynome (X — x1)....(X — x,) est le polynéme minimal de x sur F. En
particulier, E/F est séparable.

Théoréme 3.8 Une extension finie E/K est galoisienne < E est le corps
de décomposition sur K d’un polynome P € K[X] séparable. Dans ce cas,
on dit que Gal(E/K) est le groupe de Galois de P sur K, noté Galg (P). De
plus Galg (P) s’identifie a un sous-groupe de &, ot r = deg P.
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Démonstration : =: Soit ey, ..., €, une base de E/K. Soient P, ..., P, €
K[X] les polyndmes minimaux correspondants. Alors les P; sont scindés sur
E et leurs racines engendrent E car les e; sont parmi elles. Donc E est
le corps du décomposition du polynéme séparable [[' P; € K[X] ol on ne
choisit qu’une seule fois chaque facteur irréductible.

<: Soit P un polynoéme séparable. Soit £ un corps de décomposition de
P sur K. On raisonne par récurrence sur le nombre de racines qui ne sont
pas dans K. Soit x1 une racine qui n’est pas dans K. Alors par hypothése
de récurrence, E/K (x1) est galoisienne de groupe H < Autg(E). On sait
que G := Autg € F est fini. Soit z € E. On a 2 € K(z1). On a 2 =
ao—i-...—l—ad,lx‘f_l pour certains a; € K oud := [K(z1) : K|. Notons x, ..., 24
les autres racines du polynéme minimal de x; sur K. Les isomorphismes :
K(x1) ~ K(x;), x1 — x; se prolongent en des éléments s; € G. Comme
si(x) =z, on a :

d-1 _

i =

Vi, a0 — x4+ a1x; + ... + ag_1x

Donc le polynéme ag —  + ... + ag_1 X% ! a au moins d racines donc est nul
donc ag =z € K. Q.e.d.

COURS DU MARDI 24 FEVRIER 2015

FEzercice : vérifier que Galg (P) agit transitivement sur les racines si et
seulement si P est irréductible sur K.

Corollaire 3.8.1 Soit a un élément algébrique séparable sur K. Alors ’ex-
tension K(a)/K est séparable.

Démonstration : Soit P le polynéme minimal de a sur K. Soit L/K un
corps de décomposition de P sur K contenant a. Alors L/K est galoisienne
donc séparable. Comme K (a) < L, K(a)/K est aussi séparable. Q.e.d.

Exemple : on retrouve ainsi que toute extension finie d’un corps fini est
séparable.

3.7 Normalité

Théoréme 3.9 Soit E/K une extension algébrique. Si o : E — E est un
K —endomorphisme de corps, alors o est un automorphisme.

Démonstration : Il suffit de démontrer la surjectivité. Soit x € E. Soit
P € K[X] le polynéme minimal de = sur K. On peut prolonger o & E[X].
Alors P? = P. Soit P = [],; P; la factorisation de P en produits d’irréduc-
tibles unitaires dans E[X]. On a P? =[], P7. Par unicité de la factorisation
en irréductible, P7 = P = 34, P = X —z. Soit 2/ € E tel que X —a2’ = P,.
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On a o(2') = . Q.e.d.

Ezercice : donner un contre-exemple si F//F n’est pas algébrique.

Théoréme 3.10 (de prolongement) Soit E/K une extension algébrique.
On suppose que E = K(xz; : i € I) pour une certaines familles x;,i € I
d’éléments de E. Pour tout i, soit P; le polynome minimal de x; sur K. On
suppose qu’il existe un morphisme de corps o : K — € ou Q est un corps
ot tous les polynomes P? sont scindés (par exemple c’est le cas si Q) est
algébriquement clos). Alors o se prolonge a E.

Démonstration : dans le cas ot I est fini. 11 suffit de raisonner par
récurrence. Il suffit donc de traiter le cas ot I est un singleton. C’est facile

Q.e.d.

Définition 5 On dit qu’une extension algébrique E/F est normale si tout
polynome irréductible P € F[X]| qui a une racine dans E est scindé sur E.

Ezxemples : les extensions de degré 2 sont toujours normales.

Contre-exemples : Q(+/2)/Q et Q(v/2)/Q ne sont pas normales.

Proposition 3.11 Soit E/F une extension algébrique. Sont équivalentes :
(i) Uextension E/F est normale ;

(i) pour toute extension 2 de F, et pour tous F—morphismes 0,7 : E —
O, 0(F)=1(E).;

(iii) pour toute extension Q de E, et pour tout F—morphisme o : E — €,
o(E)=E.;

Démonstration : (i) = (i¢) : soit x € E. Soit P le polynéme minimal
unitaire de x sur F. On peut prolonger o,7 a E[X]|. Comme P € F[X],
P? = P7. Or X — x est un facteur irréductible de P dans E[X]. Donc
X—o(x)|PT =3y E, o(z) =71(y). Donc o(z) € 7(E). D'ouo(E) < 7(E).
De méme, 7(E) < o(E).

it = 11t : facile;

i1i = i : soit P € F[X] un polynome irréductible sur F' avec une racine
x € E. Soit Q un corps algébriquement clos qui contient E. Soit 2’ € € une
autre racine de P. Alors le F—morphisme F(x) — €, x — 2’ se prolonge en
un morphisme o : £ — . On a donc o(F) = E et 2/ € E. Donc toutes les
racines de P sont dans F.

Q.e.d.

Proposition 3.12 Si E/F est un corps de décomposition, E/F est normale.
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Démonstration : Supposons que P € F[X] est irréductible avec une
racine x dans E. Soit Q@ > E un corps algébriquement clos (si E/F est
engendré par un nombre fini d’éléments x1, ..., x,, il suffit de prendre une
extension ol tous les polynémes minimaux des x; et le polynéme P sont
scindés). Soit 2’ une racine de P. Le F—morphisme F(z) — Q, z — 2/ se
prolonge en un morphisme £ — Q d’image E! Donc 2’ € E et toutes les
racines de P sont dans F.

Q.e.d.
Ezemple : Q(3/2,7)/Q, contre-ezemple : Q(/2)/Q.

Théoréme 3.13 Soit E/F une extension finie. Alors 'extension E/F est
galoisienne si et seulement si elle est normale et séparable.

Démonstration : =: déja fait.

<: Soit E/F une extension finie normale est séparable. Soit e, ..., e,
une base de F/F. Soit P le produit des polynémes minimaux distincts des
e; sur F. Alors E est un corps de décomposition de P qui est un polynéme
séparable. Donc E/F' est galoisienne. Q.e.d.

Remarques :

i) SiM/Let L/K sont normales, M /K nel'est pas forcément. Par exemple :
K =Q,L=Q(V2), M=Q(V2).

ii) Si M/L et L/K sont séparables, alors M /K est aussi séparable (nous
le démontrerons plus tard).

3.8 Composée de corps

section non faite en cours
Soit L/K une extension. Soient K < E,E’ < L. On note EE’ le sous-
corps de L engendré par E et E’.

Proposition 3.14 Soient L/K une extension galoisienne de groupe G, K <
E,E'<L, H:=Gal(L/E), H := Gal(L/E’). On a :
i) Gal(L/EE') = HNH', Gal(L/ENE') = (H, H').

ii) SiE'/K est galoisienne, alors EE'/E aussi et Gal(FE'/E) ~ Gal(E'/EN
E), s s|g .

iii) Si E/K et E'/K sont galoisiennes, alors EE'|K aussi et Gal(EE'/K)
est isomorphe & un sous-groupe de Gal(E/K) x Gal(E'/K) via s —
(s|lg,s|pr). Si de plus, ENE = K, Gal(EE'/K) ~ Gal(E/K) x
Gal(E'/K).
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Ezercice : Soient L := k(X1, X2, X3,X4), K := L% = k(s1, 52,53, 54),
E:=k(x4) = LS, E' := L¥1 ou Ky = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

OnaH =63 H = Ky, [E: K] = |G4/Gs| =4, [E': K| = |64/K4| = 6,
FE =L =L pnE = LAY — K Comme H n'est pas distingué
dans &4, F/K n’est pas galoisienne. En revanche E’/K est galoisienne de
groupe de Galois >~ &4/Ky ~ &3. Vérifier que E' = K(f8) ou f = ¢, o
ol o 1= xyr3rin].

4 Corps finis

Ezemples : ¥, := Z/pZ, Z[i]/(7), Z]\V2]/(3), { ©a,b €
757 } Fo[X]/(X3 + X + 1).

4.1 Sous-groupes finis de K*

Soit G un groupe fini. On note w(G) 'ezposant de G : c’est le ppcm des
ordres des éléments de G.
Ezemple : w(G3) =6

Lemme 4.1 Soient a,b € G tels que ab = ba. Si a,b sont d’ordres finis m,n
premiers antre eux, alors ab est d’ordre mn.

Corollaire 4.1.1 Dans un groupe abélien fini, l’ensemble des ordres des élé-
ments est stable par ppcm.

Démonstration : Soit x d’ordre m = pj*...p%" et soit y d’ordre n = plil b

oll les p; sont des nombres premiers deux & deux non associés et ou les
aj bj
. H J Py , a H.j‘p‘j ,
a;, b; € N. Alors pour tout 4, x ~ 7#i est d’ordre p;* et y # ° est d’ordre
b, . . ) N
p;*. Donc il existe z; d’ordre p;* pour tout 7, ol ¢; := max{a;, b;}. Ona z;....z,

d’ordre [, pi* = ppem(m, n). Q.e.d.

Proposition 4.2 Soit G un sous-groupe fini de K™, alors G est cyclique.

Démonstration : Soit N le ppcm des ordres des éléments de G. Alors il
existe un élément g € G d’ordre N. Or XV = 1 a au plus N solutions dans K.
Comme (g) <G <{reK*: 2N =1},ona(g) =G={rec K* : 2V =1}
et G cyclique. Q.e.d.

Exemple : les IFqX sont cycliques; les sous-groupes finis de C* sont cy-
cliques : ce sont les fiy.

Contre-exemple : Qg := {£1,+i,+j, +k} < H* n’est pas cyclique.

Exercice : déterminer les sous-groupes d’indice fini de C*, de R*.
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4.2 Structure

Un anneau A est de caractéristique n si nZ = ker(Z — A, n+— nla). Si
A est intégre, la caractéristique est un nombre premier.

Proposition 4.3 Si A est un anneau de caractéristique p, un nombre pre-
mier, alors Fry : A — A, © — 29 est un morphisme d’anneauz si q est une
puissance de p.

Soit K un corps fini. Sa caractéristique est un nombre premier p et son
cardinal ¢ une puissance de p. De plus si ¢ = p", alors (K, +) ~ (Z/p)" et
(K*,x)~7/(q—1)Z.

Théoréme 4.4 Soit p un nombre premier. Si n > 1, il existe, & isomor-
phisme prés, un unique corps de cardinal g = p™ c’est le corps de décompo-
sition de X1 — X sur IF,,.

Théoréme 4.5 Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p. Si Fqy < K <
Fyn, alors K est de cardinal ¢™ ot m|n. Réciproquement, si m|n, il existe
un unique sous-corps K de IFgn de cardinal ¢ : c’est ’ensemble des racines
de X9" — X dans IF,.

Théoréme 4.6 Soit K un corps fini. Pour tout n, il existe une extension
L/K de degré n. Cette extension est galoisienne, cyclique et unique a iso-
morphisme pres.

Démonstration : K ~F, et L ~ Fn. Q.e.d.

Remarque :si k est un corps, alors il existe une extension algébrique k de k
telle que k est algébriquement clos. Ce corps k est unique & k—isomorphisme
pres. On dit que c’est une cloture algébrique de k. Pour IFp, on a : Fpn =
{zeF, : 2’ =z} et Fp = UpFpn.

Dans la suite, on fixe pour tout p une cloture algébrique de I, : notée
Fpet Fpn:={z €F, : o =z}.

4.3 Polynoémes sur les corps finis

4.3.1 Nombre de polynémes irréductibles de degré donné

Théoréme 4.7 (de I’élément primitif) Soient p un nombre premier et q
une puissance de p. Pour tout n > 1, il existe 0 € Fgn tel que Fgn = Fy[0]
et il existe un polynome irréductible de degré n sur IF.

Démonstration : En effet, il suffit de choisir pour 6 un générateur du
groupe cyclique .. Q.e.d.
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Lemme 4.8 Soit P € F,[X] irréductible de degré m. Alors P divise X7 —X
sur By si et seulement si m|n.

Démonstration : Sim|n, alors ¢™ —1]¢" —1 donc X¢"~1 —1]X9"~1 -1
et X9 — X\an — X. Réciproquement, si P|X?" — X alors si z € Fyn est
une racine de P, on a :

F, <Fylz] <Fgn

donc m = deg P = [Fylz] : Fy| divise n = [Fy» : Fy]. Réciproquement,
mn = ¢™ —1l¢" -1 = X" 1 - |X" 1 -1 = X" - X|X?" - X. Or,
si on pose K := F,[X]/(P) et z := X mod P, on a ‘ F,[X]/(P) ‘: qt =

2" =r=21" —x=0= P|X?" - X. Q.e.d.

COURS DU MARDI 3 MARS 2015

Corollaire 4.8.1 On a :

1)
X" - Xx =[[[Px)

din P

ot P décrit les polynomes irréductibles unitaires sur Iy de degré d.

i) q" = Ygndva(q) ; ot vy(q) est le nombre de polyndmes irréductibles
sur IF; unitaires de degré n.

d d
iii) vn(q) = M ot p est la fonction de Mobius.

Rappel : si ((s) := Y5 n % pour s > 1, alors {(s)~! = 3,5 p(n)n™*
(on peut prendre cette formule comme définition de p). Plus concrétement,
on a :

4 a 0 si I'un des a; > 2,
p(pt'-pr7) =
(—1)"  sinon.
Ezxzemple : dans [F3, on a :

XX =XX+1D)X+2)(X*+ X +2)(X?+2X +2)(X*+1)

_ 32-3 _
et 15(3) = 5= = 3.
FExercice :
Donner un sens au produit infini []p(1 — ¢4 ”)~! ou P décrit I'ensemble
des polynomes irréductibles unitaires sur I, et montrer que :

H(l _ 7fdegP)—l — (1 _ qT)—l )
r
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L’égalité précédente s’écrit :

[Ta-t)y@=@a-qr)".

n>1
. . n n/2 .
Ezercice : Vérifier : v,(q) = & 4+ O (QT) En déduire

n
{P € F,[X] : P irréductible unitaire deg P < n} ’w TL% .

4.3.2 Ordre d’un polynéme, polynéme primitif
Théoréme 4.9 Soit P € F,[X] irréductible de degré m. Alors P est scindé a

racines simples sur IFgm. St a est l'une d’elles, les autres sont a, ..., a?" . En
particulier, si P # X, toutes les racines de P ont le méme ordre multiplicatif

dans IFqu .

Démonstration : Soit a une racine de P. Le corps FF[a] est une exten-
sion galoisienne de I, de groupe engendré par x — z9. Le groupe de Galois
agit transitivement sur les racines de P. Q.e.d.

Soit P € IFy[X] un polynome irréductible premier a X. L’ordre de P est
le plus petit entier e > 0 tel que P|X€ — 1.
Remarque : on a aussi que e est ordre de X dans (IF,[X]/(P))* c’est

aussi ordre commun des racines de P dans T, .
P

Proposition 4.10 Si P est irréductible sur IFy de degré m, l’ordre e de P
divise ¢ — 1. De plus, si e > 1, m est lordre de q dans (Z/eZ)*.

Démonstration : Soit a une racine de P dans une extension de IF,.
Alors Fy[a] = Fym. Donc l'ordre de a, qui est e, divise ¢™—1. Si¢" = 1 mod e,
alors a?"~! = 1 donc a?" = a. Donc a € Fyn. D'ot, F,la] < Fn. Par consé-
quent, m = [Fy[a] : Fy]|n = [Fg» : Fy]. Donc m est bien le plus petit entier
tel que ¢ = 1 mode. Q.e.d.

Théoréme 4.11 Soient e,m > 1. Le nombre de polynémes irréductibles sur
IF, et unitaires de degré m, d’ordre e est :

Nym.e = (€)/m si m est l'ordre de q dans (Z/eZ)*,0 sinon.
Démonstration : Soit ¢, := H X — 2 € Fy[X]. En effet, on le
:L‘E]qu

z d’ordre e

démontre par récurrence en utilisant la formule :

[[24(Xx)=Xx"-1
din
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si n|¢™ —1. Si P irréductible divise @, alors P est d’ordre e donc deg P = m
l'ordre de ¢ dans (Z/eZ)*. Donc mNym . = ¢(e) = le nombre d’éléments
d’ordre e dans le groupe cyclique F;m. Q.e.d.

Exemple : 211 —1=23.89. On a :
XB 1 = (X+D)(A+X+ X+ X4 X0 X O X (14 X+ X5+ X O X T+ X0 X 1
dans Fo[X]. Il existe a € IF;H d’ordre 23 tel que :

1+ X2+ X+ X0+ X0+ X104 XM = 11 (X —ab);
1€{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}

I+ X+ X+ X0+ X7+ X%+ X = II (X —d') .
1€{5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22}

Pour e = 23, ¢ = 2, 2 est d’ordre 11 mod 23; les polynémes d’ordre 23
sur F'y sont de degrés 11, il y en a ¢(23)/11 = 2.

Ezemple : si g =2,m =4, alors No4. =1sie=25,2sie=15.

Ona: ®5 = 1+X+ X2+ X3+ X* irréductible et @15 = (1+ X +X*)(1+
X3 4+ X%,

On dit qu'un polynéme P € F,[X]| de degré m est primitif s’il est le
polynéme minimal d’un générateur de qum.

Théoréme 4.12 Un polyndome unitaire irréductible de degré m est primitif
st et seulement s’il est premier a X et d’ordre ¢"™ — 1.

Ezemple : les polynémes primitifs unitaires de degré 4 sur o sont :
T+ X +X%et 14+ X3+ X4

4.4 Algorithme de Berlekamp

Théoréme 4.13 Soit P € F[X]| un polynome de degré d sur Fy. On sup-
pose que P est séparable. Alors P est irréductible sur IF, si et seulement

si ’endomorphisme Fry —1d du IFy—espace vectoriel Fy[X]/(P) est de rang
d—1.

Remarque : le rang est toujours < d — 1.

Démonstration : Sile rang est < d — 1, il existe un polyndéme @ =
a1 X + ... +ag-1X% " non nul dans le noyau. Alors, le pged de P et Q —a est
non constant pour un certain a € Fy car P|Q? — Q = [[,ep, (@ — a). Donc
P est divisible par un polynéme non constant de degré < d = deg P donc
est réductible.

22



Réciproquement, si P n’est pas irréductible, P = P;...P, pour des po-
lyndémes irréductibles deux & deux premiers entre eux P; et un r» > 1. Mais
alors :

F[X]/(P) =~ ®ilF4[X]/(P)

Les sous-espaces E; := IF[X]/(F;) sont stables par Fr, —Id donc le rang
est :

Zrang(Frq —1d|g,) :ZdegPi— l=d—-r<d-1.
Q.e.d.

Exemple : q =2, P = X+ X*+1, Dans la base 1, X, X2, X3, X% mod P,
la matrice de Fro — Id est :

00011
01011
01101
00011
00110

Le rang est 3 < 5. Donc P est réductible. Dans le noyau, on trouve : @ :=
X2+ X34+ X* Donc P = pged(P,Q)pgcd(P,Q + 1) = (1 4+ X + X?)(1 +
X+ X3).

5 Cloture algébrique

Pas fait en cours Soit K un corps. Une cloture algébrique de K est une
extension akgébrique de corps K /K telle que K est algébriquement clos.

Théoréme 5.1 Soit K un corps. Il existe une cloture algébrique de K.
De plus si K1, Ko sont deux clotures algébriques de K, alors il existe un
K—isomorphisme K; ~ K.

Démonstration : Existence : Soit I I'ensemble des polynomes unitaires
de K[X] de degré > 1. Pour tout f € I, on introduit des variables T,
1<i<degf.

On pose A := K[Ty; : f € I,1 < i < degf] c'est un anneau de
polynoémes en une infinité de variables.

Soit J I'idéal de A engendré par les coefficients des polynémes :

deg f
F(X) = T (X = Ty5)

=1
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lorsque f décrit I.
OnaJ ; A. En effet, sinon, il existe f1, ..., fy € I et certains coefficients

c1, ..., cN respectivement des polyndémes :
deg f;
FX) = [T (X =Ty,0)
i=1

1 <j < N et des éléments aq,...,ay € A tels que aic; + ... + ayey = 1.
Soit L une extension de K ou fi,..., fiy sont scindés :

deg f;

X)) =TI X =rp.)

i=1

pour certains 7y, ; € L.
Soit ¢ : A — L le morphisme de K —algébres tel que :

o(Tyi) = i HI=h

0 sinon.

On étend ¢ en un morphisme ¢ : A[X| — L[X].

On a:Vj, ¢(f(X) — [L(X = Tp,0) = £(X) ~ [V (X —rp ) =0¢
L[X]. En particulier ¥V j, ¢(c;) = 0.

Donc ¢(1) = >2; ¢(a;)¢(c;) = 0 absurde!

Soit I <m < A un idéal maximal. On pose K := A/m. C’est un corps.
De plus K Nm = 0 donc on peut identifier K avec son image dans A/m.

L’extension K /K est algébrique. En effet, K est engendré par les t fi =
Ty; mod m. Or par définition :

deg f
JX) = T (X =7y € I1X] < m[X]

ie. f(X) =[98/ (X —t;,) € K[X]. En particulier, f(t;;) = 0 et les ty,
sont algébriques sur K.

Le corps K est algébriquement clos. En effet, soit P € K[X] un polynome
irréductible unitaire. Soit o une racine de P dans une extension 2 de K. On
a K <K < K(a). L’élément « est algébrique sur K. Soit @ son polynome
minimal sur K. Comme P est irréductible unitaire, P est le polyndéme mi-
nimal de o sur K. Donc P|Q dans K[X]. Or Q est scindé sur K. Donc les
facteurs irréductibles de P sont de degré 1 et deg P = 1. Q.e.d.

Ezemples : C est une cloture algébrique de R, Q une cléture algébrique
de Q et Up=oC((tY/™)) une cloture algébrique de C((t)).
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5.1 Retour sur la notion de séparabilité

Soit E/F une extension finie. On fixe un corps algébriquement clos 2 et
un morphisme o : F — Q. On note [E : F]; le nombre de prolongement de
o a E, cest le degré séparable de E/F. Remarque : ce nombre ne dépend
pas du corps algébriquement clos choisi ni du morphisme o. En effet, soit
o' : F — Q est un autre morphisme vers un corps algébriquement clos.
Soient z1,...,z, € F tels que E = F(x1,...,x,). Soient Py, ..., P, les poly-
nomes minimaux des z; sur F. Soit L (resp.L’) le corps de décomposition
des polynomes P € o(F)[X] dans Q (resp.P? € o’(F)[X] dans ). 1l est
clair que tout prolongement de o & F envoie F dans L (resp.de o’ ... dans
L'). 1l existe un prolongement 7 : L ~ L' de 0’ oo™ : 0(F) — ¢'(F). On a
alors une bijection :

{6:E—Q: 5’|F:U}i>{(;/ZE—>Q . ol|p =o'}

3t TOoX

Proposition 5.2 [E: F; est fini < [E : F].

Démonstration : On a E = F(x1,...,x,) pour certains x; € F. Soit
o F— Q. Soit Py le polynéme minimal de z1 sur F'. Alors il y a une bijection
entre les prolongements de o & F'(z1) et le nombre de racines distinctes du
polynome Py dans Q. Donc [F(z1) : Fls < [F(z1) : F] = deg P;. Soit &
I’ensemble des prolongements de 0 & E. On a & = U, P, ol o; décrit les
prolongements de o & F'(z1). On adonc [E: Fls =>,[E : F(x1)]s < Y;[E:
F(x1)] = [F(z1): F|s[E : F(x1)] < [F(x1) : F][E: F(x1)] = [E: F]. Q.e.d.

Proposition 5.3 Si E = k(a), alors [E : k|s = [E : k| < a séparable sur k
< E/k séparable.

Démonstration : [E : k] = le nombre de racines du polyndéme minimal
de a sur k. De plus, si a est séparable, E est contenu dans un corps de dé-
composition du polynéme minimal de a sur k qui est séparable et donc F
est dans une extension galoisienne ... Q.e.d.

COURS DU MARDI 10 MARS 2015
Proposition 5.4 Si K < L <M, alors [M : K|s = [M : L;[L : K]s.

Démonstration : Soit {2 un corps algébriquement clos et soit o : K —
2 un morphisme de corps. Notons Zk 1, I’ensemble des prolongements de
ocal.
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On a: Pxme = '—'TE@K,L,U«@L,M,T- Donc [M : K]s = ZTGWK,L,U[M :
L]y = [M: LL[L : K. Q.e.d.

Proposition 5.5 Soit E/F une extension finie. L’extension E/F est sépa-
rable < [E : Fly = [E : F.

Démonstration : Soient x1,...,x, € E tels que E = F(x1,...,x,). Si
r=1:c'est déja fait. Sir > 1:5si [E: F] = [E : F|s, alors pour tout z € E,
ona:[E:F|=[E:F];=[F(zx): F] =[F(x): F]s; donc = est séparable
sur F. Réciproquement, si E/F est séparable, on a : F/F(x1) séparable et
F(z1)/F séparable donc :

[E:F)=[E:F(x1)][F(xy): F]=[E : F(z1)]s[F(z1) : Fls = [F: Fls .
Q.e.d.

Corollaire 5.5.1 St K < L < M, alors M/K séparable < M/L et L/K
séparables. Si E = K(x1,...,x,) et si les x; sont séparables sur K, alors
E/K est séparable.

6 Base normale

6.1 Eléments primitifs

Soit E/K une extension.
On dit que = € E est un élément primitif de E/K si E = K(x).

Théoréme 6.1 Sixz,y € E sont algébriques sur K, siy est séparable sur K,
alors il existe z € E tel que E = K(z). En particulier, si x1,...,z, € E sont
algébriques séparables, alors K(x1,...,xy)/K admet un élément primitif.

Démonstration : Si K est fini, alors K(z,y) aussi donc K(x,y)* est
cyclique et il suffit de prendre pour z un générateur du groupe K (z,y)* !

Si K est infini : notons P, P, les polyndmes minimaux de x et y sur K.
Notons y; les racines distinctes de P, et x; celles de P, (dans une exten-
sion). Soit 0 # t € K tel que les z; + ty; soient deux & deux distincts (il
suffit que t € K \ {ﬁ 24,7, 5,5',y; # yy}. Posons z := x + ty. Alors
P,(z —tY) € K(2)[Y] a une seule racine en commun avec P,(Y’) : y. Donc
le pged de Pp(z —tY) et Py est Y —y. Or, Py, P,(z —tY) € K(2)[Y] donc
Y—-yeKE)Y]=yeK(z)=ryec K(z)= K(z) = K(z,y). Q.ed.

FEzercice : si E/K est finie, alors F/K admet un élément primitif si et
seulement s’il existe un nombre fini de corps K < L < E.

Contre-exemple : si K = F,(XP,YP), E := F,(X,Y), alors les corps
K(X +1tY), t € K sont deux a deux distincts.
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Théoréme 6.2 (d’Alembert-Gauss) Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration : Le corps des réels nadmet pas d’extension de degré
impair > 1. Si K > C est une extension de degré n, alors il existe a € K
tel que K = R(a) car K/R est séparable (caractéristique nulle). Quitte a
remplacer K par un corps de décomposition sur R du polynéme minimal de
a, on peut supposer que K /IR est galoisienne. Soit G son groupe de Galois,
soit P un 2—groupe de Sylow de G. Alors K est une extension d’ordre
impair de R donc K = R et P = G. Mais alors, |G| = 2% pour un certain
a > 1. Sia > 1, il existe un sous-groupe H < Gal(K/C d’ordre 22, Mais
alors K est une extension de degré 2 de C absurdo !

Y_Z

20.—1 K/

A

C
2

R

Q.e.d.

Ezemple : soit k un corps. Soient L := k(z1,...,x,), K = k(s1, ..., $n).
Alors a := z123...2" est un élément primitif de L sur K et z,, est un élément

primitif pour L1 /K.

6.2 Théoréme de la base normale

Soit /K une extension galoisienne de groupe G. Une base e, ..., e, de
E sur K est normale si pour tout 4, il existe o € G tel que e; = o(ey).

Ezemple : le polyndome P := X4 4 X +1 est primitif sur IF5 et toute racine
a de P dans [Fig est un élément primitif de IF16/IF5. La base a, a?, a?, a* n’est
pas normale (car a® = Fr3(a) = a* + a® + a).

Cependant :

Théoréme 6.3 (de la base normale pour un corps fini) Soient ¢ une

puissance d’un nombre premier, d > 1, ¢ = ¢%. Il existe § € Fy tel que
0,Fr,0, ...,Frg_lﬁ est une base de Fy sur IFy.

Lemme 6.4 Le polynome minimal du Fq—endomorphisme Frq sur I a est
le polynome T4 — 1.
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Démonstration : Il est clair que Frle = Id sur Fa. Si P(Fry) = 0 avec
0#P =ag+..+anyT" € F,[X], alors le polynéme aoX + ... + anX4"
s’annule sur IFfll donc a au moins ¢? racines donc son degré ¢V > ¢% et N > d.

Q.e.d.
Démonstration : Soit 7¢ — 1 = PJ*...P’s la factorisation de 7% — 1 en
irréductibles distincts dans IF[T']. Comme Fy—espaces vectoriels, on a :

Fy = &; ker(P*(Fry)) .

Comme T% — 1 est le polynéme minimal de I’endomorphisme Frq, pour

tout 4, P/* est le polynéme minimal de Fr, sur ker(P;*(Fr,)). Pour tout

i, soit x; € ker(P/*(Fry)) < Fy tel que P/* ' (Fr,)(z;) # 0. Alors I'idéal
{P € F,[X] : P(Fr,)(x;) = 0} contient P/* mais non P/"~'. Donc il est
engendré par P!

On pose alors 0 := 21+ ... + 5. On a :

d—1 d—1
Z )\kFrf;(H) =0=Vi, Z )\kFr’;(wi)
k=0 k=0

d—1 d—1
=S Vi, PIY NTF =T — 1)) AT
k=0 k=0

=>Vk, A\;=0.
Q.e.d.

Remarque : si 0, ...,92d_1 est une base de Fya sur Fo, alors (agf + ... +
ad_192d_1)2 = ad_16 + CL092 + ...+ ad_2¢92d_1.

Théoréme 6.5 (de la base normale pour les corps infinis) Soit /K
une extension galoisienne. Il existe une base normale de E/K.

Démonstration : Soit ey, ..., e, une base de E/K. Soit Gal(E/K) =:
{01, ...;0} avec o1 = Id. On pose D(T, ..., Tp,) = dét((Xf_, Two; tojler))ij) €
E[Ty,...,T,]. Comme la matrice (o;(ex))ix € GLn(E), il existe ¢1,...,¢cp € E
tels que Y cpoi(e) = 1si i = 1, 0 si ¢ # 1. Mais alors D(cy,...,cn) =
détdiag(1,...,1) = 1 = D # 0. Donc comme K est infini, on peut trouver
b1, ...,bn € K tels que D(by,...,b,) # 0. Or :

D(by, ..., bp) = dét((o;  oj(x))i )

siz =) breg. Q.e.d.
Ezemples :

a) {1+4,1—1} est une base normale pour C/R.
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b) lensemble des conjugués de 1+ V2 + /3 + /6 est une base normale de
Q(v/2,/3)/Q mais non celui des conjugués de v/2 + /3.

c¢) Sip est un nombre premier, si z := e2m/P alors {z,...,2P71} est une base
normale mais non {1, z, ..., 272},

d) Soient E = k(x1,....,7,), K = k(s1,...,8,), * = x123....27. Alors,
{o(x) : 0 € &,} est une base normale de E/K.

Remarque : le théoréme signifie que le k[G]— module E est libre de rang 1
(on G := Gal(E/K)).

Remarque : soit E/K une extension galoisienne de groupe de Galois G.
D’aprés le théoréme de la base normale, E ~ K[G] comme G—module sur
K.

Ezercice : Montrer que 1+ €1vV2 + eaV/3 + 63\/6, €, = x1, 16963 = 1 est
une base normale pour Q(v/2,v/3)/Q.

Ezercice : Trouver une base normale de Q(V/2,5)/Q.

COURS DU MERCREDI 17 MARS 2015

7 Extensions cyclotomiques

7.1 Racines primitives n—iémes

Soit K un corps. Pour tout n > 1, on note u,(K) le sous-groupe de K*
formé des racines de 7" — 1.

Remarque : si L contient un corps de décomposition de T" — 1 sur K et
si car(K) ne divise pas n, u,(L) est cyclique d’ordre n. Les générateurs de
pn(L) sont les racines primitives n—iémes de 1.

Une extension cyclotomique est une extension de la forme K((,)/K ou
K est un corps de caractéristique premiére a n et (;, une racine primitive
n—iéme de 1 (dans un corps de décomposition de 7" — 1 sur K).

Théoréme 7.1 Soit une extension cyclotomique K((,)/K ou K est un corps
de caractéristique premiére an et §, une racine primitive n—iéme de 1. Alors
K((y)/ K est galoisienne de groupe de galois isomorphe & un sous-groupe de

(Z/n7Z)* .

Démonstration : L’extension K((,)/K est galoisienne car c’est le
corps de décomposition sur K du polynoéme séparable X™ — 1.

Si o € Gal(K(¢n)/K), 0(¢,) = (' pour un m, € (Z/nZ)*. Le mor-
phisme ¢ — m, est injectif. Q.e.d.

Corollaire 7.1.1 Une extension cyclotomique est toujours abélienne.
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7.2 Polyndémes cyclotomiques sur Q)

Théoréme 7.2 Soit (;, € C* un élément d’ordre n. L’extension Q(¢,)/Q
est galoisienne de groupe de Galois ~ (Z/nZ)*.

|

Démonstration : Il suffit de montrer que (, est de degré p(n) = |(Z/nZ)
sur Q). cf. la proposition suivante ... Q.e.d.

On note @, (X) = [lrez/mzm)x (X — e2kT/m) st le n—iéme polynome
cyclotomique .

Proposition 7.3 (i) @, € Z[X] est unitaire irréductible sur Q, c’est le
polynoéme minimal de , sur Q pour tout (, d’ordre n.

(i) deg @, = p(n).
(iii) T" —1=I]g, Pa(X).
(i) ®p(X) = Lg (X — 1)/,

Démonstration : Si on suppose que ®4(X) est unitaire a coefficients
entiers, pour d < n, alors le quotient de la division euclidienne de X™ —1 par
[T an Pa(X) est un polynome a coefficients entiers (unitaire). Or ce quotient

d<n

est précisément ®,,(X). Pour montrer l'irréductibilité de ®,,, on considére
P le polynéme minimal de (, une racine primitive n—iéme de 1, sur Q. On
montre que si p est un nombre premier tel que p fn, P((P) = 0.

Pn
Cela suffit car toute racine de ®,, s’écrit (P1~Pm = (P1 pour certains
nombres premiers p; qui ne divisent pas n En effet, soit A le discriminant de

X" —1.0na:

A= I @-¢2== ][ -¢)
1<i<j<n 1§ii;g]gn

=+ [[ ¢ IT 0-¢™

1<i<n 1<j<n
J#i

=+ I a-¢)"

1<k<n—1
car (1t-4n = ¢n(n+D/2 = 41 (vu que (¢"("+1/2)2 = 1). Donc :

X*—-1
X -1

A ==£( ()" =41+ ...+ X" H(1)" = +n" .

Notons z1, ..., z; les racines de P. Comme P|X"™ — 1 dans Q, P € Z[X].
Donc P(XP?) = P(X)? mod pZ[X]. Si P(CP) # 0, P € {z1,..., 2} et P(¢?) =
"_1(¢P — z;) divise A dans Z[¢]. Or P(¢?) = P(¢)? = 0 mod pZ[¢]. Donc
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p|n™ dans Z[(] donc dans Z car QNZ[(] = Z. C’est absurde car p fn. Q.e.d.

Ezemple : si p premier, ®, =1+ ... + xp-1

Ezercice : déterminer ®,,(X) si 1 <n <8.

Ezemple : ®105(X) = X+ X474 X406 - X43 _ x42 _ox4l x40 X394
X36+X35+X34+X33+X32+X31 _X28 _X26 _X24_X22 _X20 —|—X17+
X104 X XMy x4 X122 - X9 X8 —2X7 - X6 - X+ X2+ X +1.

Ezercice : Q(Cn)@(gm) = Q(Cppcm(m,n)) ) Q(CH)QQ(CWL) = Q(gpgcd(m,n)) )
Q&) = Q¢m) & {n,m} C {k,2k} pour un k impair. Si K = Q(V/3),
K(G) = K(G) 5 QG) NR = Q(cos(2m/n)).
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7.3 Théoréme de Kronecker-Weber

Théoréme 7.4 Soit K/Q une extension abélienne. Alors, K < Q((,) pour
une certaine racine primitive n—ieéme (.

Ezemple : Q(i) = Q(C1), Q(V2) < Q(G)-

Démonstration : Dans le cas ou K/Q est quadratique : on introduit
les sommes de Gauss :

si x : (Z/NZ)* — C* est un caractére, on pose pour tout a € Z,
x(a) := x(amod N) si (a, N) =1, 0 sinon.

Pour tout a € Z, soit G4(x) := Zi\;l X(x)C{F ou (n = e2im/N |
Proposition 7.5 Si x est primitif (i.e. si M > 1 est un diviseur strict de
N, x n'est pas trivial sur ker((Z/N7)* — (Z/MZ)*)), alors on a :

(1) Va€Z, Gulx)=X(a)G1(x);
(i) Gi(x) = x(-1)G(X) ;
(i) |Gi(x)|* = N.

Démonstration : Si(a,N)=1,o0n a:

Gax)= Y. x@¢F= > xlya "k

z€(Z/NZ)* yE(Z/NZ)*
=xa™) D> xW
ye(Z/NZ)*
=x(a)G1(x) -

Si(a,N)=d > 1, alors : a = da’ avec @’ € (Z/NZ)* et :

Gox)= Y x(x)¢l

z€(Z/NZ)*
=x@™ Y x)ew
yE(Z/NZ)*
=@ Y S x(wih)ch
i=1 heH,

ou Hy := ker < (Z/NZ)* — (Z/(N/d)Z)* > et y1,...,y, est un systéeme de
représentants de (Z/N7)* /Hy.

Donc Ga(x) = x(a' ") S0y x (i)Y > x(h) = 0 si on suppose x|z,
heH,
=0
non trivial. Or, x(a) =0si (a,N) =d > 1. Q.e.d.

32



Corollaire 7.5.1 Sip est un nombre premier impair, alors G1(xp) = £ (%) D,

ol Xp i Q> (%) est le symbole de Legendre.

On en déduit que Q(yp) € Qiry/(5)) € QL G) € Q) - Qed.

Ezercice : vérifier que 2sin(2m/7) + 2sin(37/7) — 2sin(7/7) = V7.

8 Norme et trace

Soit E/K une extension finie. Si a € E, on note :
Ng/k(a) = détgma, Trg/g(a) == Trg(ma)

Ezemple : Ngr(z) = 2%, Trgyr(z) = 2Rz
Remargue : la norme est a valeurs dans K* et la trace dans K.

Proposition 8.1 Soient E/K wune extension finie et a € E de polynome
manimal sur K :
T 4+ a7 .. +a, .

(i) Si E = K(a), alors Ng/g(a) = (=1)"ay, et Trg/k(a) = —ay.

(i) Si|E: K(a)] =7, alors Ng/g(a) = (=1)"a;, et Trg g (a) = —ray.
(i) Transitivité : si K < L < E, Ng/g = Npjg o Ngjp et Trg/x =

TrL/K OTI'E/L.
(iv) Si E/K est galoisienne de groupe de Galois G = {01, ...,0m}, alors :

Ng/k(a) = o1(a)...on(a), Trg/k(a) = o1(a) + ... + om(a)

Exercice : en utilisant la trace et la norme, montrer que /3 ¢ Q({’/Q) et que
1+ /2 n'est pas un carré dans Q(+/2).
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Démonstration : Soit x, p/kx le polynéme caractéristique de my :

E— E.OnaXap/x = Xax@)x) FEL

Pour la transitivité, on se raméne au cas ott E = L(x). Soit X" +a3 X" 1+
... + a, € L[X] le polynéme minimal de x sur L. Soit ey, ..., e;, une base de
L/K. On a une base de E/K : e;27, 1 <i<m,0<j<r— 1. Dans cette
base la matrice de la multiplication par x est donnée par :

ou les A; € M, (K) sont les matrices des m,, dans la base e;.
Onaalors : Ny e (2) = (—1)™détA, = (—1)™ Ny e (ar) = (1™ Ny (—1)" N1 (2)) =
Np/k(Ng/o(2)). Q.e.d.

9 Extensions cycliques

Une extension cyclique est une extension galoisienne de groupe de Galois
cyclique.

Exemples : les extensions des corps finis, Q((,)/ R, si p premier (ou () :=
e2m/P C(tY/™) /C(t) est galoisienne cyclique de groupe de Galois Z/nZ.

Contre-exemple : Q((s)/Q.

9.1 Théoréme 90 de Hilbert

Théoréme 9.1 Soit E/K une extension cyclique. Soit o un générateur de
Gal(E/K). Sib € E, alors sont équivalentes :

i) Ng/k()=1;

i) b=ao(a)™! pour un certain a € E*.

Démonstration : Soit ¢ tel que a := be+ba(b)o(c)+...+ 111 o' (b)a™ ! (c) #
Ooun:=[F:K].Onab=a/oa. Q.e.d.

Théoréme 9.2 (Kummer) Soit E/K une extension finie. On suppose que
la caractéristique de K est premiere a n et que K contient une racine pri-
mitive n — iéme de ['unité.
(i) Si E/K est cyclique de degré n, alors il existe a« € E tel que E = K(«)
eta" € K.
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(i1) S’il existe o € E tel que E = K(a) et o™ € K, alors E/K est galoi-
sienne cyclique et il existe d tel que dn, E/K est de degré d, ale K
et T — a® est le polynome minimal de o sur K.

Démonstration

(i) ona N(¢7!) =(¢™=1.Donc il existe a € E tel que oca/a = (. Alors
le polynéme minimal de a sur K P, est de degré < n et a au moins n
racines distinctes :

o000 =Ca,...,o" ta=C""ta .

Donc P, = (T — @)...(T — (" ta) = T™ — a™. En particulier, a® € K
et B =K(a).

(ii) Il est clair que E/K est le corps de décomposition du polynéme sépa-
rable X" — o™ sur K. Donc E/K est galoisienne. On a un morphisme
injectif de groupes : G := Gal(E/K) — 7Z/n7 s+ ky ot sa/a = CFs.
Donc Gal(E/K) est cyclique. Soit d := |Gal(E/K)|. Soit s un géné-
rateur de G. On a s(a) = (*sa ot s¢ = Id = k, = 0mod n/d. Mais
alors s(a?) = a? et o € K. Donc d = [K(a) : K] = T% — a? est le
polynome minimal de o sur K.

Q.e.d.

Ezercice : soit p un nombre premier. Vérifier que I'extension Q(¢n, 1/p)/Q(¢n)
est galoisienne cyclique de groupe de Galois ~ Z/nZ si n est impair (on note
Co = €¥™/™). Si n =8, déterminer [Q(V/2, () @ Q(C)].

Ezercice : si E/K est galoisienne cyclique de degré p = car(K), alors il
existe « € E, a € K tels que F = K(a) et o? —a —a = 0.

COURS DU MARDI 7 AVRIL 2015

10 Reésolubilité par radicaux

Une extension L/K est résoluble s'il existe £ > L > K telle que E/K
est galoisienne de groupe de Galois résoluble.

On rappelle qu’'un groupe fini G est résoluble s’il existe une suite de
sous-groupes :

G=Gy>..>G,=1

tels que G411 < G; et G;/G;41 est cyclique d’ordre un nombre premier p qui
divise |G|.

Remarque : cela revient a dire que 2"(G) = 0sin >> 0.

Ezemple : le groupe &4 est résoluble mais non le groupe Ss.

Ezercice : si H <G, G est résoluble < H et G/H résolubles.
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Soit K un corps de caractéristique nulle. On dit qu’une extension L/K
est résoluble par radicauz s’il existe une tour d’extensions K = Ky < .... <
K,, = E > L telle que :

Vi>1,3da; € Kjy1,n; >0, Kj11 = Kj(aj) et Oz?j € Kj, [Kj(ozj) : Kj] =n;.

Si car(K) =0, si f € K[X], on dit que f est résoluble par radicaux s'il
existe une tour d’extensions K = Ky < .... < K, telle que :

Vi >1, 304]' S Kj+1, n;g > 0, Kj+1 = Kj(&j) et Od?j S Kj, [Kj(aj) : Kj] =n;

et f est scindé dans K.
Exemple : le polynome X7 — 1 est résoluble par radicaux sur @ car ...

Théoréme 10.1 Soit K de caractéristique nulle. Une extension finie L/ K
est résoluble par radicaux si et seulement si elle est résoluble.

Lemme 10.2 On suppose car(K) = 0. Soit L/K une extension galoisienne
de groupe de Galois G. Soit K' > K. Soit E un corps qui contient L, K'.
Alors LK'/K' est galoisienne de groupe de Galois isomorphe a un sous-
groupe de G.

Démonstration : On peut supposer que E/K est galoisienne. Montrons
que Gal(E/LK') < Gal(E/K'). Soient s € Gal(E/LK"), t € Gal(E/K'). On
atst ' (z)=xzsiz € K'.Sixz € L, t~!(z) € L car L/K est galoisienne donc
tst~Y(z) = tt7!(x) = x. Donc tst~! € Gal(E/LK’). De plus, le morphisme
de groupes Gal(LK'/K') — Gal(L/K), s — s|r, est injectif. Q.e.d.

Démonstration
résoluble = résoluble par radicaux :

Supposons L/K galoisienne de groupe de Galois G résoluble. Nous allons
montrer par récurrence sur n = |G| = [L : K] que L/K est résoluble par
radicaux. Sin =1, il n’y a rien a faire. Sin > 1 ...

Il existe des sous-groupes G = Gg > G1 > ... > Gy = e tels que
Vi, Giy1 < G; et Gi/Giz1 est cyclique d’ordre premier p;. Posons n' :=
[1,, distinets Pi < m. Soit ¢ une racine primitive n’ieme de I'unité dans une
extension de K. On a [K(¢) : K] < ¢(n') < n’ < n. Donc par hypothése de
récurrence il existe une suite d’extensions par radicaux :

K=Ky<..<Ky>K().

Soit K’ := K. Posons L; := L% . On a L;iy1/L; galoisienne de groupe
de Galois cyclique G;/G;11. Pour tout i, L;y1K'/L;K' est galoisienne de
groupe de Galois trivial ou isomorphe a G;/G; 41 d’aprés le lemme ci-dessus.
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Dans ce dernier cas, d’aprés le théoréme de Kumer, L; 1K' = L; K'(«;) pour
un certain a; € L1 K’ tel que :

[Li_HK//LiK,] =p; et Oéfi S LzK/ .
On a donc une tour d’extensions radicales :
K=Ky<K  <..<Ky<Kn41 <..<Knymy>LK'>L

ou KNJrj = L]'K/.
Donc L/K est résoluble par radicaux.
Réciproquement, démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 10.3 Soient K < L < M. On suppose car(K) = 0. L’extension
M/K est résoluble si et seulement si M/L et L/K le sont.

Attention! si K < L < M et si L/K et M/L sont galoisiennes, M /K
n’est pas forcément galoisienne : par ex. : Q(v/2) > Q(v2) > Q.

Démonstration

Supposons L/K et M/L résolubles. Soit E > M > L > K avec E/K
galoisienne. Soit L’ le sous-corps de F engendré par les o(L) ou o décrit
Gal(E/K). Alors E > L' > L > K et L'/K est galoisienne de groupe de
Galois Gal(L'/K) résoluble. De méme, soit M’ le sous-corps de E engendré
par les o(M) ou o décrit Gal(E/L). Alors, E > M' > M > L tel que
M'/L est galoisienne de groupe de Galois Gal(M’/L) résoluble. Soit M”
le sous-corps de E engendré par les o(M') ou o décrit Gal(E/K). Alors
M” > M,L' > K et M”/K est galoisienne. Or, Gal(M” /L) est résoluble
car isomorphe a un sous-groupe de :

II Gal(e(M)/Ly< J] Gallo(M')/o(L)) .

seGal(E/K) o€Gal(E/K) — _qa(mr/L)

Comme Gal(M”/K)/Gal(M” /L") ~ Gal(L'/ K) est aussi résoluble, Gal(M” / K)
est résoluble.

Parex. : si M = Q(v/2),L = Q(v2),K = Q, M” = Q(v/2,7). Q.e.d.
On suppose que 'on a une tour d’extensions :
K=Ky<..<Kny>L

ou Vi, Kit1 = K;(a;) pour un o € K, tel que K1 @ K] = n; et

a;" € K;. Posons n := [];n; et ( une racine primitive n—ié¢me de 'unité

dans une extension de K. On a les inclusions :

K =Ko < K(() < Ki(¢) < ... < Kn(Q) -
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Pour tout 4, 'extension K;1(¢)/K;(C) est résoluble car galoisienne cyclique
(cf. le théoréme de Kummer). L’extension K({)/K aussi est résoluble car
galoisienne de groupe de Galois abélien (isomorphe & un sous-groupe de
Gal(Q(¢)/Q) ~ (Z/n'7)*). Donc par le lemme précédent, on en déduit par
récurrence que Ky (¢)/K est résoluble.

Q.e.d.

Rappelons le :

Théoréme 10.4 Soit K de caractéristique nulle. Une extension L/K est
résoluble si et seulement si elle est résoluble par radicauzx.

Si P € K[X] est un polynoéme séparable, on dit que P est résoluble par
radicaux si le corps de décomposition de P sur K est résoluble par radicaux
(sur K) i.e. toutes les racines de P sont dans une extension résoluble par
radicaux sur K.

Exemple : X7 — 1 est résoluble par radicaux sur @ car e

ot w:=—%+1 <\3/7+2;i\/§ + \3/7_2%’"/‘5’>.

Théoréme 10.5 (Galois) Soit P € Q[X] un polynome irréductible de de-
gré p premier. Alors sont équivalentes :

2%im /T _ z+Va2—4
- 2

(i) P est résoluble par radicauz ;

(i) pour toutes racines x1 # xo de P, Q(x1,x2) est le corps de décompo-
sition sur Q de P ;

(iii) il existe x1,xo racines de P telles que Q(x1,x2) est le corps de décom-
position sur @ de P.

Démonstration : it = ii : facile; it = ¢ : le groupe de Galois G de
Q(z1,72)/Q est d’ordre < p(p — 1) car 0 € G est déterminé par o(z1) et
o(x2). Donc G contient un seul p—groupe par exemple : H := ((12....p)).
Donc H<aG et G < Ng,(H). Or Ng,(H)/H est cyclique comme nous allons
le voir. Q.e.d.

Théoréme 10.6 Soit p un nombre premier. Soit Aff, le groupe des bijec-
tions affines By, — Fp, 2 = az +b, ot a € F, b € F,. On peut identifier
Aff,, avec un sous-groupe de &, en associant a v — ax + b la permutation :
i+ [ai + V], représentant de ai + b dans {1,...,p}. Alors Aff, est le nor-
malisateur de ((12...p)) et Aff,/((12...p)) ~ )5 est cyclique (donc Aff, est
résoluble).

Tout sous-groupe transitif et résoluble de &, est conjugué a un sous-
groupe de Aff,.

Démonstration
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Dans 6,, il y a (p — 2)! sous-groupes d’ordre p donc le normalisateur
du sous-groupe engendré par le p—cycle (12...p) est d’ordre p(p — 1). Or
Aff,, est d’ordre p(p — 1) et est contenu dans le normalisateur de ((12...p)).
Donc Aff, = N, (((12...p))). De plus Aff, est résoluble car Aff,/((12...p)) ~
(F,)".

Soit H C &, un sous-groupe transitif. Si H' < H, alors les H'—orbites
dans {1,...,p} sont H—stables et de méme cardinal car H'hx = hH'z. Il y
en a donc p ou 1. Donc H' = 1 ou H’ est encore transitif. On en déduit que
si 1 # H', H' contient autant de p—Sylow que H (car H' est distingué et
les p—Sylow sont conjugués). Donc si H est résoluble transitif, H contient
un seul p—sous-groupe de Sylow. Donc est contenu dans le normalisateur du
groupe engendré par un p—cycle qui est conjugué a Aff,,. Q.e.d.

Corollaire 10.6.1 Si H est un sous-groupe transitif et résoluble de &, alors
si h € H a deux points fizes dans {1,...,p}, h =1.

Démonstration : Il suffit de vérifier que si h € Aff,, a deux points fixes,
alors h = 1. Q.e.d.

Fin de la démonstration du théoréme de Galois : i = ii : soit L
un corps de décomposition de P sur @Q, soient x1,xs deux racines de P, si
o € Gal(L/Q(x1,22)), o est dans un sous-groupe résoluble transitif de &,
avec au moins deux points fixes donc o = 1. Donc L = Q(x1,x2) g.e.d.

Corollaire 10.6.2 Si P € Q[X] est un polynéme résoluble par radicauz
wrréductible de degré p premier, alors P a une seule ou toutes ses racines
réelles.

Démonstration : S’il y a au moins 2 racines réelles x1,xz9, alors
Q(x1,...,xp) = Q(z1,72) < R et tous les x; sont réels! Q.e.d.

Exemple : le polyndéme X® —4X + 2 n’est pas résoluble par radicaux sur
Q.

COURS DU MARDI 21 AVRIL 2015

11 Calcul du groupe de Galois

11.1 Discriminant

Soit P € K[X] un polynéome de degré n et de coefficient dominant a,, €
K> sur un corps K de caractéristique # 2. On note x1, ..., T, les racines de
P dans un corps de décomposition. Alors :

1<i<j<n
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est le discriminant de P. On a Ap € K.
Remargque : si P est unitaire, alors on a A, = (—1)"=D/2T[" | P/(x;).

Exercice 1 i P est unitaire de degré n, alors Ap = (—1)*"=1/2pn H;‘;ll P(n;)
ou les nj sont les racines de P'.

Exercice 2 Si P = aX? +bX + ¢ avec a # 0, Ap = b*> — 4ac. Si P =
a3 X3+ as X%+ a1 X +ag est de degré 3, alors : Ap = a%a% f4a0a§’ f4a§’a3 +
18apaiazas — 27a3a3.

Exercice 3 Si P est de degré n, alors Ap est un polynéme a coefficients
entiers, homogéne de degré 2n — 2 en les coefficients de P.

Théoréme 11.1 Si P est séparable, si G est le groupe de Galois de P sur
K, vu comme sous-groupe de G, alors

G<UA, & A (KX)?.

Démonstration : Soit L le corps de décomposition de P sur K. Posons
6 :=Tlicicjen(®i —x;) € L. Alors A € (K*)? e K &b € LE. Or si
o €G,0(d)=€(0)d. Doncd € K & Vo€, elo)=1. Q.e.d.

Ezercice : déterminer le discriminant de P := X°+20X +16 et en déduire

que le groupe de Galois de P est contenu dans As (indication : vérifier que
A, = 216.59),

11.2 Reéduction modulo un nombre premier

Soit P € KT, un polynéme séparable unitaire de degré n.
Soit L un corps de décomposition sur K du polyndéme P. Soient ay, ..., an
les racines de P dans L. On pose :

0 :=wuyay + ... + upan, € Llug, .., uy)

VseG,, 0 = Ug(1)A1 + -ov T+ Ug(n)An -

Remarque : les 6%, s € G,, sont deux & deux distincts.

On note F(T,u) := [[4ee, (T — 0°) € Llui, ..., un, T]. Alors F(T,u) €
K[T,u]. En effet, Vs € &y, 0° = u1a,-1(1) + ... + uns-1(,). Donc F(T,u) €
Z[T,u,01,...,0,] O0 071, ..., 0, sont les fonctions symétriques élémentaires en
les a; :

Vk, op= Z Qi -y,

1<i1<..<ig<n
= =+ le coefficient de degré n — k de P(T) = (T — a1)...(T — ay) .
En particulier, F(T,u) € K[T,u].
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Remarque : si P(T) € A[T] oi A est un anneau intégre de corps des
fractions K, alors F'(T,u) € A[T, u].
Soit
F(T,u) = Fy(T,u)...F.(T,u)

la décomposition de F' en produits d’irréductibles dans K[uy, ..., un, T).
On pose :
g:={se€6, : F{=F}

Théoréme 11.2 Supposons que Fy est le facteur irréductible qui annule 6.
On peut identifier G := Galp := Gal(L/K) a un sous-groupe de &,, via :

o(ai) = aq ()

pour tout i et tout o € G.
Avec cette identification, on a g = G.

Démonstration : Soit s € G. On a F;(6°) = (F1(6))* = 0. Or 6° =
ULGg=1(1) F - F UnGg-1(y) = 5~ (0) = s71(#) (ot on considere I'action de
G sur L[u][T] induite par Paction de G sur L). Donc F(s71(0)) = 0 =
sHF$(0)) = 0 = F$(0) = 0. Donc F} (qui est I'un des F}) et Fy ont une
racine commune donc sont égaux !

Réciproquement soit s € g. Comme Fj(f) = 0, F} s’annule en tous les
o(0), o € G. Donc Fy est divisible dans L{u][T] par [[,cq(T — o(0)) €
Ku)[T]. Or Fy est irréductible donc Fy = [],cq(T — o(f)). En particulier
les racines de Fy sont les o(8) = 6% ', o € G, ot on voit 0! dans &,,. Mais
F} = F, = F; s'Tannule en 6° = 6° = 9o pourunoc € G=s=0c1'eGqG.

Q.e.d.

Corollaire 11.2.1 Soient A un anneau factoriel, p < A un idéal premier,
K :=Frac(A), K := Frac(A/p). Soit P € A[T] unitaire, séparable sur K de
degré n tel que P est aussi séparable sur K. Alors le groupe G := Galp/g

est conjugué dans Sy, a un sous-groupe de Galp/x .

Démonstration : Soient aq,...,a, les racines de P dans un corps de
décomposition L de K. Soient by, ..., b, les racines de P dans un corps de
décomposition L de K. Soient 8 := wiai + ...+ upan et 0 := urby +... +unby,.

Soient F(u, T) := [I,ce, (T—0°) et F(u,T) := [1,cq, (T—0°) € A/p[u,TY.
Ce sont des polynomes séparables : en effet, les racines b; sont 2 & 2 distinctes
donc les racines de F aussi ; de méme pour F. De plus, F est la réduction de F’
mod p. En effet, soit S(u, Y, T) := [Iseq, (T — (us() Y1+ .. +Ug() Yn)). Alors
S(U,Y, T) = HseGn(T — (u1YS—1(1) + ...+ UnYS—l(n))) S Z[u, Dy eeny Zn,T]
ou les 3; sont les fonctions symétriques élémentaires en les Y;. Si P =
T —o1T" ... 4+(=1)"0,, F est le polynome obtenu & partir de S(u, Y, T) €
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Zlu, 1, ..., X, T] en remplacant X; par o;. De méme pour F' avec o; mod p
a la place de o;.

Soit F' = Fj...F, la décomposition de F' en produits d’irréductibles de
K[u,T]. On suppose que Fi(f) = 0 ou 6 := uja; + ... + upa,. Quand on
identifie G & un sous-groupe de &, via 'action sur les racines a;, on a
G={s€6, : Ff =F} Onpose 0 := uiby + ... + upb,. Quitte a re-
numéroter les b;, on peut supposer que Fi(f) = 0. Comme F est séparables,
les F; sont deux a deux premiers entre eux. Soit H le facteur irréductible
de F dans Klu,T] qui annule §. On a H|F;. Donc si s € &, représente un
élément de G, on a H® = H qui divise F;” = F7. Or F§ = F; pour un certain
1 <4 <7 et comme les E sont deux & deux premiers entre eux, F; et Fy
ont un facteur commun (H) donc sont égaux et i = 1 i.e. Ff = F) & s € G.

Q.e.d.

Application : Soit P € Z[T] un polynéme séparable. Soit p un nombre
premier. On suppose que P mod p est séparable sur F,. Soit P = ¢1...¢,
la décomposition en facteurs irréductibles dans IF),[T]. Alors le groupe de
Galois de P sur Q) contient un o = c;...c, ot les ¢; sont des cycles & supports
disjoints de longeurs respectives les deg ¢;.

En effet, soit G le groupe de Galois de P sur I[F,. C’est un groupe cyclique ;
soit ¢ un générateur. Pour tout ¢, 'action de ¢ sur ’ensemble des racines de
¢; est transitive. Donc ¢ est un produit de s cycles a supports disjoints de
longeurs respectives les deg ¢;.

Ezemple : P :=T5 — T — 1 est irréductible modulo 5 et P = (T? + T +
1)(T3 + T2 4 1) mod 2 donc son groupe de Galois G, vl comme sous-groupe
de G5 contient un 5—cycle et un produit d’un 3—cycle et d’une transposition
a supports disjoints : ¢r. Donc (e7)? = 7 € G et G contient un 5—cylce et
une transposition. Cela suffit pour dire que G = G5.

Exercice : Montrer que le groupe de Galois sur © de X° + 20X + 16 est
~ s (indication : réduire modulo 3 et modulo 7).

12 Théorie de la ramification

12.1 Eléments entiers sur un anneau

Soient A < B deux anneaux. On dit que b € B est entier sur A s’il existe
ai,...,an € A tels que :

't ab" 4 +a,=0.

Si tous les éléments de B sont entiers sur A, on dit que Best entier sur

A.
Exemple : /2 est entier sur Z mais non 1 / V2.

Proposition 12.1 Soit b € B. Sont équivalentes :

42



(i) b est entier sur A;
(i) A[b] est un A—module de type fini;
(i1i) il existe un A[b]—module fidéle qui est un A—module de type fini.

Démonstration : iii = i : soit M un A[b]—module fidéle qui est
un A—module de type fini. Soient ey, ..., e, des générateurs. Il existe des
coefficients a; ; € A tels que :

\V/j, bej = Zamej .
i
On en déduit par récurrence sur n que Vj b"e; = 3 ,(M™); je; ot M :=
(a;,3). Mais alors, xar(b)ej = > xam(M); je; = 0 pour tout j. Donc xar(b)M =

0= xam(b) =0 car M est fidéle. Or, xas(X) est unitaire & coefficients dans
A. Q.e.d.

Corollaire 12.1.1 L’ensemble des éléments b € B entiers sur A est un
sous-anneau de B.

Démonstration : Si by, by sont entiers sur A, alors A[b;] est un A—module
de type fini tout comme A[bs]. Donc A[by, ba] est un A—module de type fini.
Si z = by £ by ou bybg, alors A[x] C Alby, ba] qui est un A[x]—module fidéle.
Donc z est entier sur A

Q.e.d.

COURS DU MARDI 28 AVRIL 2015

Exercice 4 Soient A < B < C trois anneaux. Alors C entier sur B et B
entier sur A = C entier sur A.

Ezercice : si x € C, alors x est entier sur Z si et seulement si son polynéme
minimal unitaire est & coefficients entiers.

12.2 Anneaux de Dedekind

Soit K/@Q une extension finie. On note O 'anneau des éléments de K
entiers sur Z.
145

Baemples : Ogyyg) = ZIV2], Ogyys) = ZIH57] Oqy=s) = ZIV-5].

Proposition 12.2 i) L’anneau Ok est intégre;

it) l'anneau Ok est nethérien i.e. toute suite croissante d’idéauz I < ... <
I, < ... a un élément mazximal i.e. tout idéal I de Ok peut étre engendré
par un nombre fini d’éléments;
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iti) lanneau Ok est intégralement clos i.e. six € K = Frac(Og), est entier
sur O, alors ¢ € Ok ;

iv) tout idéal premier non nul de Ok est maximal.

Démonstration : ii : soit ey, ..., e, une base de K/Q. On peut choisir
les e; € Og. Considérons : K — Q", x = (Trg,g(we1),...Trg/g(zen)).
C’est K —linéaire et ¢a envoie O dans Z". C’est injectif car TrK/Q(wei) =0
pour tout i = Tr(zK) =0 = z = 0 ou Tr = 0 absurde! Donc Ok est un
Z—module de type fini. Si I < O est un idéal, ¢’est aussi un Z—module de
type fini.

iv : soit P un idéal premier non nul. Og /P est entier sur Z/(P N Z).
Soit « € P non nul. 2" 4+ a12™ ' + ... 4+ a, = 0 pour certains entiers a; avec
an # 0. Alors 0 # a, € PNZ. Donc PNZ = (p) pour un certain nombre
premier p. Donc O /P est un corps et P est maximal. Q.e.d.

Définition 6 Un anneau intégre A qui est intégralement clos, neethérien et
dont tous les idéauxr premiers mon nuls sont mazimaux est un anneau de
Dedekind.

Exemple : les corps, Z, OQ(\/:,)), les anneaux de la forme C[X,Y]/(f) ou
f € C[X,Y] est irréductible et (f,0x f,0y f) = 1.

Théoréme 12.3 (Factorisation unique en produit d’idéaux premiers)
Tout idéal non nul a de O s’écrit :

a = Pl...PT

pour certains P; idéaux premiers non nuls de Ok uniques a permutation pres
des termes.

Ezemple : dans Og(,/=5), 6 = 2.3 = (1 + vV/=5)(1 — v/=5) donc O n’est
pas factoriel, mais on a bien : (6) = P2PyPs avec P; = (2,1 4+ v/=5), Py =
(372+ \% _5)a Py = (372 Y _5)

Lemme 12.4 Soit a < Ok un idéal non nul. Il existe Py, ..., P, des idéaux
premiers non nuls tels que a > Py...P;.

Démonstration : Par ’absurde : soit I un idéal maximal parmi ceux
qui n’ont pas la propriété voulue. Alors I n’est pas premier. Soient z,y
tels que xy € I mais x,y ¢ I. Par maximalité, I + (x) > P;...P. et
I+ (y) > Q1....Qs pour certains idéaux premiers non nuls P;, );. Mais alors
I>({I+(x)(I+(y) > Pr...PQi....Qs d’ou la contradiction ! Q.e.d.
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Lemme 12.5 Soit P < Ok un idéal premier non nul. On pose :
Pli={reK:zP<0Og}.

Alors Ok % P! etsia< O est un idéal non nul, a ; aP~ 1.

Remarque : P~ > Og.

Démonstration : On montre d’abord que P~! # Og. Soit a € P
non nul. Soient Py, ...., P, des idéaux premiers non nuls avec r minimal tels
que Pj....P, < (a) < P. Comme P est premier, 'un des P; par ex. P; est
P. Comme 7 est minimal, il existe b € Ps....P, tel que b ¢ (a). Mais alors
a b g Ok. Or bP =bP, < (a) = a P < O = a b e P7L.

Supposons par 'absurde qu’il existe a < Ok un idéal non nul tel que
aP~! = a. Soient x1,...,x, des générateurs de a comme Z—modules. Si
y€ P! ona:

yoi = 3 ey
J

pour certains a;; € Og. Soit A = (a;;) € #n(Ok). On a xa(y)z;, =
> xa(A)ijz; = 0 pour tout i. Donc x4(y) = 0 et y est entier sur O . Donc
y € Og. donc P~! < O absurde!

Q.e.d.

Démonstration du théoréme de factorisation :

Existence : par I’absurde : soit a < O un idéal maximal pour la propriété
de nétre pas factorisable en produits d’idéaux premiers. Il existe P un idéal
maximal (premier non nul) tel que a < P. On a :

a<aPl<PP 1<k .

Comme PP~! # P, on a PP~! = Og. Or aP~! # a. Par maximalité,
aP~! = Py....P, pour certains idéaux premiers non nuls P;. Mais alors :

a=PP.. P .

Contradiction !

Unicité : Sia = Pp...P. = @Q1....QQs pour certains idéaux premiers non
nuls P;, Q;. Alors P contient I'un des @); par exemple Q1. Par maximalité,
P = Q1 En multipliant par Pl_l, on trouve : Ps...P. = Qs....Q05s. On conclut
par récurrence. Q.e.d.

COURS DU MARDI 5 MAI 2015

Exercice 5 Soit A un anneau de Dedekind.
a) Tout idéal I de A est inversible : [I7' = Aoul ' ={xc K : I < A}.
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b) Un anneau de Dedekind avec un nombre fini d’idéauz mazimauz est prin-
cipal (par exemple un anneau de Dedekind local).

c) Sil est un idéal non nul, alors A/I est principal.

d) Tout idéal peut étre engendré par deux éléments.

Soit A un anneau de Dedekind (par ex. : A = Z), soit K (par ex; :
K = @) le corps des fractions de A. Soit L/K une extension finie séparable,
soit B := A" la fermeture intégrale de A dans L i.e. B est 'anneau des
éléments de L entiers sur A (par ex. : B = Or). Alors B est un anneau de
Dedekind (exo)

Soit p un idéal premier non nul de A. Il existe Pp,..., P, des idéaux
premiers non nuls de B deux a deux distincts tels que Bp = P{*....P;? pour
certains entiers e; > 1, g > 1. Tout cela est uniquement déterminé.

Définition 7 Les entiers e; sont les indices de ramification de p dans L. Si
tous les e; sont 1, on dit que p est non ramifié dans L, si l'un des e; > 1, on
dit que p est ramifié dans L.

Ezemple :si A=7, K =Q, L = Q(i), B = 7]i], alors on a :

el flg
p=2 2

p=1mod4 |11 |2

p=—1lmod4|1]2]|1

car 27[i] = (1 + i)?, si p est premier de la forme 1mod 4, pZ[i] = P P»
pour certains idéaux premiers distincts Py, Py de Z[i], si p est premier de la
forme —1 mod 4, pZ[i] reste premier. Donc 2 est le seul nombre premier qui
se ramifie dans Q(7).

12.3 Egalité fondamentale

Théoréme 12.6 Si L/K est galoisienne, alors e; = .... = e4. Autrement
dit Bp = (P1....Py)¢ pour un certain e > 1.

Démonstration : Soit G := Gal(L/K). Le groupe G préserve B. De
plus, G permute les P; car ce sont les idéaux premiers non nuls de B qui
contiennent p. Posons P := P;. Soit & := {o(P) : o € G}. Supposons par
I’absurde qu’il existe un i tel que P; & &. D’aprés le théoréme des restes
chinois, B/P;....P, ~ I1; B/P;. Donc il existe v € P tel que o = 0 mod P;
et a = 1 mod o P pour tout o € G.
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Soit a := [[,eqoa = Np/k(a). Onaa € ANP, =p < P{'...Py". Donc
a € P et il existe un des facteurs oo, o € G, tel que cax € P. Mais alors
a € 071P ce qui contredit « = 1mod o 'P (Vo € G).

On dit que les P; sont les idéaux conjugués de P.

Donc Bp = o(P{...Py%) = o(P1)....a(Py)%. Soit i, soit o tel que
o(Py) = P;. On trouve : e; = e;. Q.e.d.

Considérons le corps résiduel B/P;. C’est une extension finie du corps
fini A/p. Soit f; := [B/P;: A/p].

Théoréme 12.7 Si L/K est galoisienne, tous les corps résiduels B/P; ont
le méme degré f = fi = ... = fg.

Démonstration : Si o(P1) = P;, alors ¢ induit un isomorphisme
B/P, ~ B/P,. Q.e.d.

Théoréme 12.8 (égalité fondamentale) Soitn = |G|. Alors Bp = (P...P,)°
etn=-cefg.

Démonstration : Dans le cas ot A =7 :

Soit p le nombre premier > 0 tel que p = (p).

Or/(p) ~ [[;0n/Pf. Or Of est un Z—module libre de rang n. Donc
Or/(p) ~ (Z/pZ)"™ est de cardinal p™. Pour tout j, PZ-j/PZ»jJrl est un O / P;—espace
vectoriel de dimension 1 : en effet, soit = € P/\ P/*! alors () = [lizi B P
pour certains idéaux premiers non nuls deux & deux distincts et certains en-
tiers ri. Comme (z) < Pij, r; > j (sir; < j, on multiplie par P, et on
trouve une contradiction). Comme = ¢ Pin, r; = j. Donc 317(9L/PijJrl =
P! /P/T car si P # P, P/P/T = 01/P/™. On en déduit que O,/P; —
Pij/lDZ-jJr1 ;t +— tx est surjectif. De plus, si t € O, tax € lDZ-jJr1 =tekh
(en effet, si t ¢ P;, t est inversible dans Op/P; donc il existe s € Of
tel que st = 1 mod P; mais alors d'une part, stx € PZ-jJr1 et d’autre part,
str = xmod Pl-jJrl = € Pin absurde!) donc on a un isomorphisme
Or/P; =~ P! /P/*.

Comme Op/Pf > P;/Pf > ... > Pf_l/Pf >0 et pour tout j =0ae—1,

Pl /PP PE ~ P[P ~ 01/,

ona |OL/Pf| = ;;[1) |0/P;| = p*/. Donc p" = p/9.

Cas général : Soient S := A \ p, A’ := S 1A:={a/s : a € A, s € S},
B':=S"1B:={b/s : b€ B,s € S}. Alors A’ est principal, Frac(A') = K
et B' = A" est un A'—module libre de rang n = [L : K| (exo0). On peut
raisonner comme pour Z : B/Bp ~ B'/B'p, A'/pA’ ~ A/p, B'/B'p est
un A’/A’p—espace vectoriel de rang n. De plus, dans anneau de Dedekind
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B’ on a la décomposition B'p = [[7_;(B'P;)¢ ou les idéaux B'P; sont pre-
miers, non nuls, deux & deux distincts. Donc n =Y, e;[B'/B'P; : A'/A'p] =
dieifi=efyg. Q.e.d.

12.4 Discriminant

Définition 8 Soient A < B deuzr anneaur commutatifs tels que B est un
A—module libre de rang n. Si x1,...,7n € B, on note Dp (w1, ..., Tpn) =
dét(Trp/a(zizj))1<ij<n- On note Isa lidéal principal de A engendré par
D(z1,...,xyn) 00 x1, ..., 2, est une A—base de B.

Si L/ K est une extension finie séparable. On note Ay /i l'idéal de Ofc en-
gendré par les DL/K(xl, ey Tp) 00 (21, ..., Ty) est une K—base de L contenue
dans Op,.

Exercice 6 Si A < B sont deux anneauxr commutatifs tels que B est un
A—module libre, si x1,...,z, et &}, ...,xl, sont deuzr bases du A—module B,
alors :

DB/A(QJ'I, ) = (détP)2DB/A(x1,...,xn)

ot P est la matrice de passage de la base des x; dans la base des .

Proposition 12.9 Si L/K est une extension séparable et si o1, ...,0, sont
les n K—plongements de L dans £ une extension algébriqguement close de L,
alors pour toute base x1,...,x, de L/K, on a :

Dpy (@1, ey n) = dét(o(27))7; # 0 .

Démonstration : Soit ) la matrice (0(x;))1<i j<n. Pour tous i, j, on
a Trp g (wizg) = Sy ox(wizy) = Xhoy ox(zi)on(z)) = (QQ)i;.  Q.e.d.

Remarque : en particulier, si L/K est une extension finie séparable, la
K—forme quadratique L — K, z+ Trp (22) est non dégénérée.

Ezemple : si L = K[x] est une extension finie séparable de degré n,
alors D (1,..,2" 1) = (—1)"(”_1)/2NL/K(F’(:L')) = Disc(F) ou F est le
polynéme minimal de = sur K.

Définition 9 (discriminant absolu) Soit K/Q une extension finie de de-
gré n. On note Dy = D(x1, ..., %) 0t 1, ..., Ty est une Z—base de Ok.

FExercice : c’est indépendant de la Z—base choisie.
Ezemple :si K = Q(v/d) o d est un entier # 1 sans facteur carré, alors :

d Ok Dg g
lmod4 |Z®ZHY| d
2mod4 | Z®ZVd | 4d
~1lmod4 | Z&ZVd | 4d
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En particulier, si K/Q est une extension quadratique ou 2 est le seul

nombre premier ramifié, alors K = Q(i) ou Q(v/—2) ou Q(v/2).

Théoréme 12.10 (Hermite-Minkowski) Si K/Q est une extension finie
de degré > 1, alors |Dg q| > 1.

Démonstration : cf. Pierre Samuel, Théorie algébrique des nombres,

§4.3, th. 1 Q.e.d.

12.5 Discriminant et ramification

Lemme 12.11 Soient A un anneau et By, ..., B, des anneauz contenant A
qui sont des A—modules libres de rang fini. On note B := [[L, B;. Alors

D4 = li=1 IB;)A-

Lemme 12.12 Soient A < B deuz anneauz tels que B est un A—module
libre ayant une base x1,...xy,. Soit a un idéal de A. Si on note T; := x; mod a,
alors on a :

D(z1,...,%Ty) = D(z1,...,xn) mod a .

Lemme 12.13 Soient K un corps fini ou un corps de caractéristique nulle
et L une K—algébre de dimension finie. L’algébre L/K est réduite si et
seulement si Dy, # 0.

Démonstration : Supposons L non réduite. Il existe 0 # z; € L
nilpotent. On compléte en x1, ..., x,, une base de L/ K. Pour tout j, la multi-
plication par x1z; est un endomorphisme nilpotent de L donc de trace nulle :
la matrice (Tr(x;z;));; a donc une premiere ligne nulle et son déterminant
est 0. Réciproquement, supposons L réduite. Alors I'idéal (0) contient un
produit fini d’idéaux premiers (éventuellement nuls!) : (0) = P{'...Py? ot
les P; sont des idéaux premiers deux a deux distincts. Soit x € Py N...N P,
Ona g€ T+ g P/, Py? = g€ T+F¢% = (0 = 2 = 0 car L est réduite. Donc
0= P N..NP; Les L/P; sont des K —algébres de dimension finie intégres
donc sont des corps et les P; sont maximaux. On a donc L = L/0 ~ [[;, L/ P;.
Donc @L/K = Hz @Li/K 75 0 (Oﬂ Li = L/Pl)

Q.e.d.

Théoréme 12.14 Soit K/Q une extension finie. Le nombre premier p € Z
se ramifie dans O si et seulement si p\DK/Q.

Démonstration : On a p qui se ramifie si et seulement si 'algébre
Ok /pOk est non réduite i.e. Yy, /p, = (Dg g modp) =0 i.e. p|Dg/q-
Q.e.d.
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Corollaire 12.14.1 Si K/Q est une extension finie ot aucun nombre pre-
mier ne se ramifie alors K = Q.

Plus généralement, on a :

Théoréme 12.15 Soit A un anneau de Dedekind, soit K le corps des frac-
tions de A. Soit L/K une extension finie séparable, soit B := A" la ferme-
ture intégrale de A dans L. Alors un idéal premier p de A est ramifié dans
L si et seulement si Pg/a < p (ot PB4 est lidéal de A engendré par les
Dk (21, Tn), (T1,...,7n) base de L comme K—ev contenue dans B).

Exercice 7 Soient trois corps K < K' < K” tels que [K” : K| est finie. On
a la formule de transitivité suivante :
K":K'
gva/K = NK//K(@K”/K/)‘@[[(I/K ]
ot pour tout idéal o’ de Of, on note N+ (a') lVidéal de Ofc engendré
par les Ngrji(a'), o’ € .

Exercice 8 Soient p un nombre premier et ( une racine primitive p—iéme
de Uunité. On a :Dgycyyq = £pP~2, Uanneau des entiers de Q(C) est Z[(]
et p est le seul nombre premier p ramifié dans O := 7[C]. L’idéal (1 — () est
premier dans O, c’est le seul idéal premier au-dessus de p et on a pO = (1 —
QP! et Z[()/(1-C) = Z/pZ. On a donc e(Q(C)/RQ) = p—1, f(QQ)/Q) =1
et g(Q(¢)/RQ) = 1.

12.6 Groupes de décomposition et d’inertie

Soit L /K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G. Soit P
un idéal premier de Or. On note Zp :={s € G : s(P) = P}.

Proposition 12.16 [G : Zp] = g le nombre d’idéaux premiers de O, au-
dessus de p:= PN Ogket |Zp| =ef.

Définition 10 (groupe d’inertie) Soient kr := Op/P et kg := Og/p.
On note Ip le noyau du morphisme : Zp — Gal(kr /ki).

Proposition 12.17 Le morphisme : Zp — Gal(kr/kri) est surjectif. En
particulier, [Zp : Ip] = f et |Ip| = e.

Démonstration

On suppose d’abord que G = Zp. Soit = € Of, tel que kr = kx[Z] ou
T := xmod P. Soit s € Gal(kg /kr). Soit f le polynéme minimal de x sur
K. Notons x1, ..., T, m < n ses racines. Notons f := (X —Z7)....(X —&,) €
kk[X]. On a f(z) = 0 = f(s(Z)) = 0. Donc il existe i tel que s(Z) = 7;.
Soit o € G tel que o(z) = z;. On a bien 7 = s.
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Cas général : Soit K/ := LZP . Soit P := PNOks. Ona P'Op = PeL/K)
et pOgr = P'... pour un certain ¢ > 1. Comme O < Oxs < Op, pOp =
PeL/K) avec e(L/K) = e'e(L/K') > e(L/K').

On a aussi :

kx <Ogi/P' <OL/P
donc [k, : ki) = f(L/K) =[0L/P : Og//P'||Ok/ /P : kx] > f(L/K").

Or si on considére 'extension galoisienne L/K’, comme Gal(L/K') = Zp,
ona g(L/K')=1.D’ou:

[L:K']=e(L/K")f(L/K') = |Zp| = [L: K]/9(L/K) = e(L/K)f(L/K) .

Comme e(L/K'") <e(L/K)et f(L/K') < f(L/K), on aforcément e(L/K') =
e(L/K) et f(L/K') = f(L/K). En particulier Og+/P" = FFp,. Donc on peut
raisonner avec L/K’ a la place de L/K et dans ce cas, Gal(L/K') = Zp.

Q.e.d.

En déduire :

Exercice 9 Soit K/F une extension galoisienne de corps de nombres. Soit
P un idéal premier de O, soit I := Ip et K1 := K. Alors f(K/Kr)=1 et
g(K/Ky) =1;sip:= PNOp, alors p est non ramifié dans K1 et K; contient
toutes les extensions F < K' < K ou p est non ramifié. En particulier, si
F < F ,F" <K, sip un idéal premier non nul de O est non ramifié dans
F' et dans F”, p est non ramifié dans le compositum F'F" (indication : en
utilisant la premiére partie : soit M/F une extension galoisienne contenant
F,F’, soit I le groupe d’inertie d’un idéal premier au-dessus de p, alors
FFF<M!'=FF <M.

12.7 Théoréme de Kronecker-Weber

Pour tout n > 1, on pose (, := %™/

Nous allons démontrer :

Théoréme 12.18 (de Kronecker-Weber) Soit K/Q une extension ga-
loisienne finie de groupe de Galois abélien. Alors il existe n tel que K <

Q(Cn)-

Puisque tout groupe abélien fini est produit de groupes cycliques, il suffit
de traiter le cas ou G := Gal(K/Q) est cyclique d’ordre une puissance d’un
nombre premier!

En effet, si K/Q est une extension galoisienne de groupe G; x Ga, si
on pose K; := K% alors K1/Q (resp.K2/®Q) est galoisienne de groupe de
Galois ~ G (resp.G1) et K = KKy car Gal(K/K;1K2) = Gal(K/K;) N
Gal(K/Kg) = G1 x1N1x G2 =1.
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Lemme 12.19 Soit K/Q une extension finie abélienne. Soit p un nombre
premier qui ne divise pas [K : Q]. Soit I le groupe d’inertie d’un idéal
premier P au-dessus de p dans K. Alors, I est cyclique d’ordre qui divise
p—1.

Démonstration : Soit D le groupe de décompositionde P au-dessus de
Q. Soit kg := Ok /P le corps résiduel. Soit 7 € P\ P2 Si o € D, on note
o € Gal(kg /IF),) automorphisme induit sur kg . Considérons I’application :

f:D— kg

définie par f(o) := o(m)/7 mod P pour un certain élément 7 € P\ P? fixé.
On vérifie que :

Vo, 7€ D, f(or) = f(o)a(f(7)) .

En particulier, f|; est un morphisme de groupes. Soit o € ker(f|r).
Soit m l'ordre de o. Alors p /m. De plus o(m) = m mod P2. supposons que
o(n) = m + an® mod P**! pour un certain a € O et un k > 2. Comme
Ogr/(PNOgr) ~ Ok /P (exo), on peut supposer que a est fixé par I. On
a:

7 =0"(r) =7+ a(x* 4+ ...+ o™ x)¥) mod P¥1 .

Or, Yk, o(m)* = 7% mod P**!. Donc 7 = 7 4+ ama* mod P*¥*!. Do,
a = 0mod P. On a donc montré que o(m) —m € >y 7° = 0. Donc o(7) = 7.
On en déduit que 0 = Id sur O et donc sur K (eﬁ effet, pour tout = € Ok,
pour tout n > 0, il existe ag,...,a, € Ogr tels que ¢ = ag + a1 + ... +
a,m™ mod P! donc o(x) — x € N, P" = 0).

ainsi f|; est injective. Pour terminer, il suffit de montrer que f(I) <

FY. OR, si 0 € I et 7 € D, comme D est abélien, f(or) = f(r0) =

fFO)T(f(0)) = o) f(1) = f(r)7(f(0)) = f(o) = T(f(0)). Donc f(o) est
fixé par tous les éléments de Gal(kg /IF)p). Q.e.d.

Corollaire 12.19.1 Si K/Q est une extension finie abélienne de degré im-
pair, alors 2 n’est pas ramifié dans K.

Lemme 12.20 Soit K/Q une extension finie cyclique de degré I” ou | est un
nombre premier. 1l existe K'/Q une autre extension finie cyclique de degré
une puissance de l telle que l est le seul nombre premier ramifié dans K'/Q
et telle que :

Kest inclus dans un corps cyclotomique si et seulement si K' [’est aussi.
Démonstration : Supposons que p # [ est un nombre ramifié dans K.

Alors si | # 2, p est impair d’aprés le corollaire précédent. Soit [* la plus
grande puissance de [ divisant p — 1.Soit F' le sous-corps de Q((,) de degré
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1% sur Q.Soit F := FK. Soit K le corps d’inertie de E/Q pour p (pour un
idéal premier P de O au-dessus de p, K := EIP). Alors F = FKj, donc
K est inclus dans un corps cyclotomique si et seulement si K ’est aussi. De
plus, p n’est plus ramifié dans K; et un nombre premier non ramifié dans K
reste non ramifié dans K7 ... en un nombre fini d’étapes on arrive donc & un
K’ comme dans I’énoncé a partir de K. Q.e.d.

Il reste donc & démontrer :

Théoréme 12.21 Soit K/Q une extension finie cyclique de degré " pour
un nombre premierl et unr > 1. On suppose que | est le seul nombre premier
ramifié dans K. Alors K est contenu dans un corps cyclotomique.

Démonstration : On distingue les cas :
sil =2

Supposons que K/Q est une extension cyclique dedegré 2" pour un cer-
tain r > 1 et que 2 est le seul nombre premier ramifié dans K. Comme
K/Q est cyclique, K contient une seule extension quadratique de degré 2
(ot 2 est le seul nombre premir ramifi¢). Donc Q (i) ou Q(iv2) £ K. Par
exemple si i ¢ K, considérons K; := K (i)NIR qui est de degré 2" sur Q). Soit
F := Q(¢yr+2)NIR. On a aussi [F' : Q] = 2". Considérons le corps E := F K.
Alors K est inclus dans un corps cyclotomique < Kj l'est < E Dest. Si
E/Q est cyclique, alors E contient une unique extension de Q) de degré 2"
donc F' = K7 est contenu dans une extension cyclotomique et K aussi! Si
E/Q n’est pas cyclique, alors E contient une extensionde @ de groupe de
Galois ~ 7Z /27 x 7,/27Z. En particulier, E contient au moins deux extensions
quadratiques réelles ot 2 est le seul nombre premier ramifié. Or QQ(v/2) est
la seule extension de la sorte!

Q.e.d.

si I impair
Q.e.d.

Lemme 12.22 Soit p un nombre premier impair. Il existe une unique ex-
tension cyclique K/Q de degré p ou p est le seul nombre premier ramifié (i.e.
dont le discriminant est une puissance de p). Il s’agit de l'unique sous-corps

de Q(Cp2) de degré p sur Q.

Démonstration : Ezistence : exo!
Unicité : soit K’ comme dans 1’énoncé. Soit K 1'unique sous-corps de
Q(¢p2) de degré p sur Q. Soit L = Q(¢) ot ¢ := ¢, # 1 est une racine p—ieme
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de l'unité. IL est clair que KL = Q((,2).D’aprés le théoréme de Kummer
K'L = L(¥/a) pour un a € L. On peut supposer que a € Oy, (en effet,
na € Op pour un certain entier n > 0 et donc nPa € O, convient aussi. Soit
Ai=1-¢€ L. Ona Np,g(A) =pdonc (A) est I'unique idéal premier de Oy,
au-dessus de p. On va montrer que 'on peut choisir « = 1 mod A\ dans Op,.
En effet, soit 7 un générateur de Gal(L/Q) qu’on prolonge a K'L. Soit ¢ un
générateur de Gal(K'L/L) ~ Gal(K'/(K'N L)) = Gal(K'/Q) si on suppose
K' # Q. Comme Gal(K'L/Q) est abélien (exo), o(7(¥/«)) = 7(0(¥a)) =
7(¢Ya) = ¢'r(Y/a) pour un certain | générateur de Z/pZ)*. Donc 7( /)
est un vecteur propre de o associé a la valeur propre ¢!. Or o(¢/a) = (Ya
donc U(W) = ('@/a et /ol est aussi un vecteur propre associé a ¢!. Donc
7(Y/@) = c¢/a pour un ¢ € L. Mais alors : 7(a) = cPal. Donc 7(a)/a € Of.
On a donc L({/7(a)/a) = L(Val~1) < L(Ya). Comme Val~!l & L (car
o(Val1) = (al-let ("1 41 1—-1%# 0modp & | # 1modp.
Comme l'idéal (\) est stable par 7, on voit que 7(«)/a est premier & p.
Quitte a remplacer a par 7(«)/a on peut donc supposer a premier & p.
Quitte & remplacer o par o~ on peut supposer que a = 1mod A (en
effet : [(Op/\)*| = p —1). Puisque Op/(\) ~ Z/pZ, o = 1 + aX mod \?
pour un certain entier a. Or, (* = 1 —aX mod A\? (exo). Donc en remplacant
a par (%a, on obtient un o := (*a = 1 mod A\? dans Or. Supposons que
o = 14aX® mod A**! pour un 2 < e < p.Comme L({/a/) < KK'L et comme
KK'L/Q est abélienne, L({/a’)/Q aussi. Donc comme précédemment, on
peut trouver un ¢ € L tel que 7(¢/) = Pt = ¢? mod A? pour un certain
générateur de (Z/pZ)*. Or, 7(A\) =1 — ¢! = A1 + ... + ¢ = IA mod \2.
Donc 7(a’) = 1+ a(I\)®mod A*"! = ?mod A2 = ¢ = 1mod \. Mais
® = cmod A car Op, /A ~ 7Z/pZ. Donc ¢ = 1mod A = ¢» = 1modp ((1+
tA)P = 1 mod p. Par conséquent :

1+ a(lN® = 7(a/) = o' =1+ alX® mod X*!

dott:a=00ul®=1= p—1le—1 absurde! Ainsi o/ = 1mod A\*"!. On
peut recommencer ... finalement, on trouve o/ = 1 mod A\P.

On va en déduire que K’ = K. Sinon : posons ¢ := %W € KK'L.
C’est une racine du polynéme f(X) = (X — 1/A)P — a/AP. D’aprés ce qui
précéde, f(X) est un polynéme unitaire dans Oz [X]. Donc £ est entier (sur
Z). Le discriminant de lextension K K'L/K L contient 1'idéal engendré par
Nggor(f'(€)) = Nrp(p(§€ — 1/A)P71) = ea”! ou € est une unité. Mais
alors, c’est premier & p. Donc l'idéal premier de O, au-dessus de p est non
ramifié! Mais alors le groupe d’inertie I d’un idéal premier de Ok au-
dessus de p est d'ordre < [KK'L : Q] = p(p? — p). Soit T := (KK'L)" le
corps des invariants. Le nombre premier p n’est pas ramifié dans T et aucun
autre nombre premier ne peut 1’étre car aucun autre n’est ramifié ni dans K,
ni dans K’ ni dans L. Donc T' = @Q absurde! Q.e.d.
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Soit K /@Q une extension cyclique de degré I” ot [ est premier et [ est le seul
premier ramifié¢ dans K. Soit F' le sous-corps de Q((r+1) de degré I” sur Q.
Soit E := FK. L’extension E/Q est cyclique < F = K (car Gal(FK/K) ~
Gal(F/(K N F)) est de méme ordre que Gal(FK/F) ~ Gal(K/(K N F)) :
I"/IKNF :Q]; donc si Gal(FK/Q) ce groupe ne contient qu’'un seul sous-
groupe d’'un ordre donné et Gal(FK/K) = Gal(FK/F) d’ou en prenant
les invariants : F' = K). Si E/Q n’est pas cyclique, il existe un quotient de
Gal(E/Q) isomorphe & Z/p7Z x 7,/ pZ (exo0) i.e. un corps Q < D < E tel que
Gal(D/Q) ~ Z/pZ x Z]pZ. Clairement [ est le seul nombre premier ramifié
dans D' si Q < D' < D avec [D' : Q] = p. D’aprés le lemme précédent, il
existe un unique D’ tel que : Q < D’ < D et [D’ : Q] = p. Donc il existe
un unique sous-groupe d’ordre p dans Gal(D/Q) ~ Z/pZ x Z/pZ absurdo !

Q.e.d.

FIN DU couRrs 2015

12.8 Application : le polynéme X" — X — 1

Soit P := X" — X —1 € Q[X]. C’est un polynome irréductible sur Q (cf.
TD) avec des racines z1, ..., z,. On note K C C le corps de décomposition
de P sur Q.

Théoréme 12.23 On a Galg(P) = &,

Lemme 12.24 Soit p un nombre premier et Ip le groupe d’inertie d’un idéal
P < Ok au-dessus de P. Alors Ip est soit trivial soit engendré par une
transposition.

Démonstration : On note P la réduction de P mod p.
Dans F,[X], on a :

XP -P=(n—-1)X+n .

Comme p ne divise pas en méme temps n et n — 1, on en déduit que le
pged de P et P est de degré < 1. Donc P est soit séparable soit avec une
seule racine double et n — 2 racines simples dans Og /P.

Soit e # s € Ip. Il existe i # j tel que s(z;) = x;. Alors s(T;) =7; =T;
car s € Ip. Donc 7; = T; est I'unique racine double de P. De plus si T # 73,
s(Tx) = Tg. Donc s = (ij). Q.e.d.

Lemme 12.25 Le groupe G := Galg(P) est engendré par les groupes d’iner-
tie Ip, P < O idéal premier.
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Démonstration : Soit H le sous-groupe de G engendré par les Ip ol
P décrit les idéaux maximaux de Q. C’est un sous-groupe distingué de G.
En effet, si p est un nombre premier, 'ensemble des idéaux maximaux de
Ok au-dessus de p est stable par I'action de G. Si 0 € G, I;(p) = olpo=!.

Soit k := K. Nous allons montrer que k = Q. Si k # Q, d’aprés le
théoréme d’Hermite-Minkowski, il existe un nombre premier p qui se ramifie
dans Og. Soit P’ un idéal maximal de Oy tel que P’ N'7Z = pZ. Soit P un
idéal maximal de Ok tel que PN Oy = P'. Soit 0 € Ip < Gal(k/Q). Soit
o1 € G tel que 01| = 0. On peut supposer que o1(P) = P en effet, il existe
t € Gal(K : k) tel que toy(P) = P (cf. la démonstration du théoréme [12.6]
en 'adaptant & K/k au lieu de K/Q) et on peut ramplacer o1 par to;. On
peut aussi supposer que o1 € Ip en effet, il existe ¢t € Gal(K/k) tel que
t:0g/P — Ok/P coincide avec 771 : O /P — Ok /P et on peut remplacer
o1 par t~1oy. Mais alors 01 € H et 0 = o4 est trivial. Donc |Ip/| =1 et p
n’est pas ramifié! Q.e.d.

Lemme 12.26 Soit G C &,, un sous-groupe transitif engendré par des trans-
positions. Alors G = &,,.

Démonstration : Soit T l’ensemble des transpositions de G. Soient
1 < a # b < n. On va montrer que (ab) € G. On choisit s € G tel que
s(a) = b. On écrit s = t;...t, avec t; € T. On choisit s € G tel que s(a) =b
et p est minimal.

On a b dans le support de t1. Sinon t;...t,(a) = t;(b) = b ce qui contredit
la minimalité de p. On a aussi :

s = tith .ty qtiin.ty

ou t, = tjtktj_l. On en déduit que b est dans le support de t; pour tout j
et donc de t,. De méme, on montre que a est dans le support de ¢,. Donc
tp = (ab) € G car t, est une transposition. Q.e.d.
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Sections non traitées en cours :

13 Cohomologie galoisienne

13.1 G—modules

Soit G un groupe fini. Un G—module est un groupe abélien A sur lequel
G opére et tel que :
(i) la=a;
(i) s(a+0b)=sa+sb;
(iii) (st)a = s(ta);
pour tous a,b € A, s,t € G.
Si A, B sont des G—modules, on dit qu’une application f : A — B est
un G—morphisme si Vg € G, Va € A, f(ga) = gf(a).
Remarque : i 0 - A — B — C — 0 est une suite exacte, alors la suite
0 — A% — B% — CC est exacte.

13.2 Groupes de cohomologie
13.2.1 En degré 1

On note ZY(G,A) :={f:G— A : Vs,t€G, f(st) = f(s
Sia€ A onnote: f,: G — A, g+ ga—aet BY(G,A) =
On pose ensuite : H'(G, A) := Z1(G, A)/BY(G, A).
Exercice : soient G un groupe cyclique et A un G—module. Soit s un

générateur de G. On pose :

) +sf(1)}
{fa :aGA}

IG|—1
Ng:A— A, ,a— Z sta .
=0
Montrer que H'(G, A) o~ kerNg/(s — 1)(A) (indication : si Ngx = 1,
considérer le 1—cocycle : z; : s' — (14 ... + s 1) (x).)

Théoréme 13.1 (90 de Hilbert) Soit L/K une extension galoisienne. On
a:

HYG(L/K),L*) =1
ot G(L/K) = Gal(L/K).
Démonstration : Soit f € ZY(G(L/K),L*). D’aprés le théoréme d’in-

dépendance des caractéres, il existe un z € L tel que y := 3 c f(g)%x # 0.
Alors f = f,-1. Q.e.d.
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Corollaire 13.1.1 On retrouve le théoreme 90 de Hilbert si L/K est cy-
clique.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoréme et I’exercice ci-dessus.
Q.e.d.

Soit f : A — B un morphisme de G—modules. Si ¢ € Z!(G, A), alors
foce ZYG,B). De méme, si b € BY(G, A), alors bo ¢ € BY(G, B). On
en déduit un morphisme : H(f)) — H'Y(G,B) : cmod BY(G,A) + fo
cmod BY(G, B).

Proposition 13.2 $i 0 — A 5 B 2, ¢ = 0 est une suite exacte alors il
existe un morphisme 6 : C¢ — HY(G, A) telle que la suite 0 — A¢ % BG 2,
1¢,; 1(;

cé 4 HY(G, A) ) H(G,B) ) HY(G, A) est ezacte.

Démonstration : On définit § : soit ¢ € CY. 1l existe b € B tel que

c=j(b). Alors, Vs € G, j(sb—b) = sc — ¢ = 0. Donc il existe a € A tel que

sb —b =i(a). On pose f : G — A, s+ sb—b et §(c) := fmod BL(G, A).
Q.e.d.

13.2.2 En tout degré

Sin >0, on pose :
C"(G,A) ={f:G" — A}

c’est un groupe abélien (addition point par point) qu’on appelle le groupe
des n—cocycles. Sin < 0, on pose C"(G, A) := 0.

Définition 11 Soit n > 0. Soit f € C™(G, A). Pour tous g1, ....,gn+1 € G,
on pose :

A" (f)(g1s s 1) =

n

glf(927 -'-7gn+1) + Z(_l)zf(glv s Jiit 1y s g1 T+ (_1)n+1f(gla ;gn) :
i=1

On obtient un morphisme d* : C"(G, A) — C™"(G, A) pour tout n (si
n<0,d" =0)

Proposition 13.3 Pour tout n, d*d"~' = 0.

*. 1.e. 1 est injective, im ¢ = ker j et j est surjective.
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91f(925 -, Gnt1) sii=0;

Démonstration : Posons 8" f(g1, ..., gni1) := f(g1, s GiGit1, - Gnr1) sil<i<n;
f(g15 - 9n) sii=n+1;
On a alors :
n+1 o
dndn_lf(gla "'7g7l+1) = Z(_l)zaldn_lf(gla "'7g’ﬂ+1)
=0
n+1l n
= Y D ()P f(g1, e gusa) -
=0 7=0
Or,si j<i,ona:dd =080~ Donc :
dndn_lf(gl, ---,gn+1) _ Z ( )H‘]alaj + Z Zﬂa’@j
0<i<n+1 0<i<n+1
0<j<n 0<j<n
j<i i<j
Z ( )H-Jajaz 1 + Z z-l—JazaJ
0<i<n+1 0<i<n
0<j<n 0<j<n
1<t 1<j
Z ( )z "+5 —laz ag + Z H—]azaj
0<i/<n 0<i<n
0<j'<n 0<j<n
i<t i<j
=0.
Q.e.d.

Définition 12 (cocycles, cobords et cohomologie) Le groupe Z" (G, A) :=
ker d" est le groupe des n—cocycles et B"(G,A) = im (d" ') celui des
n—cobords. Le groupe H" (G, A) := Z"(G,A)/B"(G, A) est le n—iéme groupe

de cohomologie.

Ezercice : HY(G,A) = A% et on retrouve la définition de H'(G, A)
précédente.

Soit f : A — B un morphisme de G—modules. Le morphisme f induit
des morphismes f" : C"(G,A) - C™(G, B) qui « commutent aux d" » . en
particulier on obtient des morphismes H"(f) : H"(G,A) - H"(G, B).

Proposition 13.4 (suite exacte longue de cohomologie) Soit0 — A A

B % C — 0 une suite ezacte de G—modules. On a une suite ezacte :

( ) (J) H' (i)

0— 1, A) " 56 B) Y BYG, o) S HY G, A) " HY G, B) >
n () n Hn(]) n o n+1
— H"(G,A) =" H"(G;B) — H"(G,C)— H"(G,A) — ...
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14 Théorie de Kummer

L’objectif est de généraliser la bijection suivante :

{ extensions Q < K <@ } 1:1 QX/(QX)z

[K:Q]<2

Q(Vd)

deZ sans facteur carré

> dmod (Q*)2.

Soit K un corps contenant le groupe u,, des racines n—iémes de ['unité.
On suppose que la caractéristique de K est nulle ou premiére & n. Soit
(K*)" < C < K* un sous-groupe tel que C/(K*)" soit fini. Pour tout
c € K*, Textension K (c!/")/K est cyclique d’ordre un diviseur de n (cf. le
théoréme de Kummer . On pose L := K (Cl/ ™) le corps engendré par les
K(c'/™) (dans une certaine extension algébriquement close Q de K fixée).
On a un morphisme injectif de groupes :

Go:=GallL/K)— [[ Gal(K(c'/")/K) .
ceC/(K*)n

En particulier, I'extension L/K est abélienne.
Proposition 14.1 L’application :
() G x Cf(KX)" = pn (s,¢) = (s,¢) = s(c!/™) fe /"
est bimultiplicative et non dégénérée i.e. induit des isomorphismes :
Geo — Hom((C/(K™)", pin)
C/(K*)" — Hom(G¢, itn,) -

Démonstration

Soit G := Gal(L/K). Soit C = (L*)" N K*. La suite exacte courte
1 = pp — L — (L*)™ — 1 induit une suite exacte :

1= i — (L)°NKX = (LX) = C = HY(G, i) = Hom(G, 1) — HY(G,L¥) = 1.

Q.e.d.

Lemme 14.2 Soit L/K une extension abélienne d’exposant un diviseur de
n. Il existe c1,...,¢c; € K> tel que L soit le corps de décomposition du poly-
nome :

(Xn - Cl)(Xn - Cl) .
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Démonstration : On raisonne par récurrence sur le degré [L : K]. Soit

G := Gal(L/K). Si G est cyclique on applique le théoréme de Kummer
Sinon, il existe Hy, Hy < G tels que G = H1Hy ~ Hy x Hy. Alors L = L1Lo
avec L; := L™, On applique I'hypothése de récurrence a L /K et La/K.
Q.e.d.

Corollaire 14.2.1 Soit K un corps contenant le groupe p, des racines n—ieémes
de l'unité. On suppose que la caractéristique de K est nulle ou premiére a n.
On a deux bijections réciproques l'une de autre :

Sous-groupes (K*)" < C < K*
n X
LNk { tels que C/(K*)™ est fini } ¢

v o|s ®

extensions abéliennes finies 1/n
L { d’exposant un diviseur de n} K(C™)

15 Extensions d’Artin-Schreier

15.1 Forme additive du théoréme 90 de Hilbert

Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G.

L¢ =K sin=20;
Théoréme 15.1 H"(G,L) =
0 sin>0.

Démonstration : Montrons que H'(G,L) = 0. Soit a € L tel que
Trp k(a) = 1. Soit f € Z'(G, L). On pose b := > gec f(g)?a € L. Pour tout
ce G, b=b— f(o). Q.e.d.

Corollaire 15.1.1 Si L/K est cyclique et si o est un générateur de Gal(L/K),
alors st x € L, on a :

TrL/K(ar):0<:)3y€L,x:"y—y.

Démonstration : L’application Gal(L/K) — L, 0% + (1+...+0""1)(x)
est un 1—cocycle. Q.e.d.
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15.2 Théorie des extensions d’exposant p en caractéristique
b

Soit K un corps de caractéristique p.

Lemme 15.2 Sic € K, alors le polynome XP—X —c € K[X]| est séparable et
scindé sur K ou séparable et irréductible sur K de groupe de Galois ~ 7,/ pZ.

Démonstration : Si a est une racine de XP — X — ¢, alors les autres
racines sont les a + 1, i € I,

Q.e.d.
Soit K une cloture algébrique de K. Soient ¢, ...,c, € K. Pour tout 4, soit
L; le corps de décomposition sur K (dans K) des polynémes X? — X — ¢;.
Soit L = Ly...L,. On a un morphisme injectif de groupes :

Gal(L/K) — f[ Gal(L;/K)
=1

donc Gal(L/K) est abélien fini d’exposant p.

Posons ¢ : K — K, v + aP — 2. Soit C un sous-groupe de K tel
que ¢(K) < C < K et C/¢p(K) est fini. Notons L := K(¢p~1(C)) l'ex-
tension galoisienne engendré par les racines de XP — X — ¢, ¢ € C et
G = Gal(K (671 (C))/K).

On considére :
Gex C =Ty 0,c0 (0,¢) i=0(¢ 7 (c)) — ¢ !(c)

Proposition 15.3 L’application (-,-) est biadditive et induit des isomor-
phismes de groupes :

Gc — Hom(C/¢(K), IF))
C/¢(K) = Hom(Gc,Fp) .

Corollaire 15.3.1 On a deux bijections réciproques l'une de 'autre :

Sous-groupes p(K) < C < K
s(L)NK { tels que C'/¢(K) est fini ¢
3\ \PN/(I) o
extensions abéliennes finies 1
L { d’exposant un diviseur de p} K(¢™(C))

Démonstration : La suite exacte 0 — F, — L — ¢(L) — 0 induit
une suite exacte :

K4 Kne(L) — HY(Gal(L/K),F,) — 0
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Or, H'(Gal(L/K),F,) = Hom(Gal(L/K),TF,) car Gal(L/K) agit trivia-
lement sur I¥,,. Q.e.d.

Remarque : en particulier, si L/ est galoisienne de degré p, alors il existe
reL \ K, ce K tels que 2P —z = c.

15.3 Théoréme d’Artin-Schreier

Il n’existe pas de sous-corps F' de C tel que [C : F] = 3. En effet, on a
le :

Théoréme 15.4 Soit 2 un corps algébriquement clos. Soit F < £ un sous-
corps tel que 1 < [Q: F] < oo. Alors F est de caractéristique nulle, Q@ = F (i)
pour un i tel que i* = —1. En particulier [Q : F] = 2. De plus, si a € F*,
il y a un unique carré parmi a, —a et toute somme finie non vide de carrés
non nuls est encore un carré non nul dans F*.

Lemme 15.5 Soit F' un corps de caractéristique p. Si a € F \ FP, alors
pour tout m > 1, XP" — a est irréductible dans F[X] pour tout m > 1.

Lemme 15.6 Soit F' un corps ot —1 n’est pas un carré (en particulier, F' est
de caractéristique # 2) et tel que chaque élément de F(y/—1) est un carré.
Alors une somme finie de carrés dans F est un carré dans F et I est de
caractéristique 0.

Démonstration : Si (a + /—1b) = (c + v/—1d)?, alors a® + b? =
(c? +d*)2. Q.e.d.

Démonstration du théoréme : Si K est de caractéristique p et si
[Q: F] = p, alors F = FP d’aprés le lemme donc Q/F est séparable.
Dans tous les cas, Q/F est galoisienne. Si [Q : F| # 2, on peut supposer
que [ : F| = p un nombre premier impair ou 4. Dans le premier cas, si
car(F') # p, d’apreés le théoréme de Kummer, Q = F(«) pour un certain o
tel que o” = a € F. On a alors Ng,p(a) = (=1)P™a. Soit 5 € Q tel que
BP = . on a N(B)P = a absurde! Si car(F) = p, alors Q = F(a) pour un
a € Q tel que o — a =: a € F. Mais alors en considérant un 5 € §2 tel que
P — B = aaP~!, on obtient )\Z_l —Mp—1=aouf=A+..+ )\p,lozp_l pour
certains \; € F' : absurde! car XP — X — a est irréductible sur F'

Si [2: F] = 4, on peut trouver Q > K > F tel que [ : K] = 2. On a
car(F') # 2 comme ci-dessus et en raisonnant avec la norme comme préce-

demment, on voit que i ¢ K. En raisonnant avec F(i) a la place de K, on
trouve i &€ F(i) absurde! Q.e.d.
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