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Cours du mercredi 20/1/15

Introduction

0.1 Équations de degré 2

f(x) = x2 + px+ q = (x− x1)(x− x2)

⇒ x1 + x2 = −p, x1x2 = q, x1 − x2 = ±
√

∆

où ∆ = (x1 − x2)2 = p2 − 4q.
Donc :

x1, x2 =
−p±

√
∆

2
.

Exercice : Vérifier que 2 cos(2π/5) = −1+
√

5
4 et 2 sin(2π/5) =

√
5−
√

5
2 .

0.2 Méthode de Lagrange

0.2.1 Degré 3

Soit P (X) := X3 + pX + q ∈ C[X]. On note r1, r2, r3 ses racines.
On pose a := r1 + jr2 + j2r3. Si on applique tous les s ∈ S3 à a3, on

obtient seulement deux valeurs :

a3 et b3

où b = r1 + j2r2 + jr3.
Donc (X − a3)(X − b3) s’exprime simplement en fonction de p, q.
Explicitement :

(X − a3)(X − b3) = X2 + 27qX − 27p3

Ce polynôme a pour discriminant ∆ = 4.(27)2(
( q

2

)2
+
(p

3

)3
).

Remarque : on a aussi ab = −3p.
On peut exprimer r1, r2, r3 en fonction de a, b :

r1 =
a+ b

3
, r2 =

j2a+ jb

3
, r3 =

ja+ j2b

3
,

Réciproquement, soient a, b des racines cubiques :

a := 3
3

√√√√−q
2

+

√(
q

2

)2

+

(
p

3

)3

b := 3
3

√√√√−q
2
−

√(
q

2

)2

+

(
p

3

)3

2



telles que ab = −3p.
Exercice : vérifier que c’est possible !
Alors si on pose :

r1 =
a+ b

3
, r2 =

j2a+ jb

3
, r3 =

ja+ j2b

3

on a bien (X − r1)(X − r2)(X − r3) = X3 + pX + q.
On a donc bien résolu notre équation avec des radicaux.
Exemples :

i) l’unique racine réelle de X3 −X − 1 est :

3

√
1

2
+

1

2

√
23

27
+

3

√
1

2
− 1

2

√
23

27
.

ii) X3−3X+1 a 3 racines réelles mais aucune n’est résoluble par radicaux
réels : c’est le casus irreducibilis. Une des racines est :

2 cos

(
2π

9

)
= 3
√
j + 3

√
j2 .

où on pose 3
√
reit := r

1
3 e

it
3 si r > 0 et −π < t < π.

Exercice : Montrer que 2 cos(2π/7) = −1
3 + 1

3

(
3
√

7+21i
√

3
2 +

3
√

7−21i
√

3
2

)
(indication : 1 + 2 cos(2π/7) + 2 cos(4π/7) + 2 cos(6π/7) = 0 et (2 cos 3t) =
(2 cos t)3 − 3(2 cos t)).

0.2.2 Degré 4

Il y a aussi des formules avec des radicaux mais qui prennent beaucoup
de places ...

Soient p, q, r ∈ C.
On note r1, r2, r3, r4 les racines du polynôme P := X4 + pX2 + qX + r

i.e. :
P (X) = (X − r1)(X − r2)(X − r3)(X − r4) .

On pose t1 := (r1 + r2)(r3 + r4), t2 := (r1 + r3)(r2 + r4), t3 := (r1 +
r4)(r2 + r3). On a alors :

R(X) := (X − t1)(X − t2)(X − t3) = X3 − 2pX2 + (p2 − 4r)X + q2 .

Remarque : (t1−t2)2(t2−t3)2(t1−t3)2 = (r1−r2)2(r2−r3)2(r3−r4)2(r1−
r3)2(r2− r4)2(r1− r4)2 = 16p4r− 4p3q2− 128p2r2 + 144pq2r− 27q4 + 256r3.

Comme r1 + r2 + r3 + r4 = 0, on a aussi :

(r1 + r2)2 = −t1, (r1 + r3)2 = −t2, (r1 + r4)2 = −t3 .
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On peut donc retrouver r1, r2, r3, r4 à partir de t1, t2, t3.
On choisit des racines carrées des −ti de sorte que :

r1 + r2 =
√
−t1, r1 + r3 =

√
−t2, r1 + r4 =

√
−t3 .

Remarque : on a forcément
√
−t1
√
−t2
√
−t3 = −q.

On a alors :

r1 =

√
−t1 +

√
−t2 +

√
−t3

2

r2 =

√
−t1 −

√
−t2 −

√
−t3

2

r3 =
−
√
−t1 +

√
−t2 −

√
−t3

2

r4 =
−
√
−t1 −

√
−t2 +

√
−t3

2
.

Réciproquement, si on note t1, t2, t3 les racines du polynôme :

R(X) := X3 − 2pX2 + (p2 − 4r)X + q2

si on choisit trois racines carrées
√
−t1,

√
−t2,

√
−t3 telles que

√
−t1
√
−t2
√
−t3 =

−q, et si on pose :

r1 :=

√
−t1 +

√
−t2 +

√
−t3

2

r2 :=

√
−t1 −

√
−t2 −

√
−t3

2

r3 :=
−
√
−t1 +

√
−t2 −

√
−t3

2

r4 :=
−
√
−t1 −

√
−t2 +

√
−t3

2
,

alors :

X4 + pX2 + qX + r = (X − r1)(X − r2)(X − r4)(X − r4) .

On a donc résolu notre équation par des radicaux.

0.3 Autres méthodes

0.3.1 Cardan

Pour résoudre x3 + px + q = 0, on peut utiliser la méthode de Cardan
qui est facile à retenir (ou à retrouver) :

On cherche une racine sous la forme x = u+ v :

(u+ v)3 + p(u+ v) + q = 0⇔ u3 + v3 + (u+ v)(3uv + p) + q = 0 .
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Ça se simplifie si on impose 3uv = −p :

u3 + v3 + q = 0 .

Donc si u, v vérifient  u3 + v3 = −q

uv = −p/3

alors u+ v, ju+ j2v, j2u+ jv sont racines. Plus précisément :

X3 + pX + q = (X − (u+ v))(X − (ju+ j2v))(X − (j2u+ jv))

où u3, v3 sont des racines de T 2 + qT − p3/27 telles que uv = −p/3.

0.3.2 Euler

Pour résoudre x4 + px2 + qx+ r Euler procède ainsi :
On cherche une racine sous la forme x =

√
u+
√
v +
√
v.

Or,

x =
√
u+
√
v +
√
v ⇒ x2 − u− v − w = 2(

√
u
√
v +
√
u
√
w +
√
v
√
w)

⇒ x4−2(u+v+w)x2+(u+v+w)2 = 4(uv+uw+vw)+8(
√
u+
√
v+
√
v)
√
u
√
v
√
w

Donc :

x4+px2+qx+r = (p+2(u+v+w))x2+(q+8
√
u
√
v
√
w)x+r−(u+v+w)2+4(uv+uw+vw).

Par conséquent :

x4 + px2 + qx+ r = 0⇐=


u+ v + w = −p/2
√
u
√
v
√
w = −q/8

−(u+ v + w)2 + 4(uv + uw + vw) = −r

⇐=


u+ v + w = −p/2
√
u
√
v
√
w = −q/8

(uv + uw + vw) = (p/2)2−r
4

Il suffit donc de trouver (∗) u, v, w trois racines du polynôme T 3 + p
2T

2 +

( (p/2)2−r
4 )T−

( q
8

)2 et trois racines carrées√u, √v, √w telles que
√
u
√
v
√
w =

−q/8.
On a ainsi résolu l’équation x4 + px2 + qx + r = 0 car on peut vérifier

que si u, v, w et
√
u,
√
v,
√
w vérifient (∗), alors :

x4 + px2 + qx+ r =

(x−(
√
u+
√
v+
√
w))(x−(

√
u−
√
v−
√
w))(x−(−

√
u+
√
v−
√
w))(x−(−

√
u−
√
v+
√
w)).
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0.4 Degré ≥ 5

On a : x5 − 2 = (x − x1)(x − x2)(x − x3)(x − x4)(x − x5) où xk =

5
√

2(cos(2kπ/5) + i sin(2kπ/5)) = 5
√

2

(
1+
√

5
4 +

√
−1
2

√
5−
√

5
2

)k
. Donc x5− 2 =

0 est une équation « résoluble par radicaux ».
En revanche nous verrons plus tard que l’équation x5 − x − 1 = 0 n’est

pas résoluble par radicaux.

0.5 Caractéristique

Soit K un corps.

Définition 1 Soit p ≥ 0 tel que pZ = ker(ϕ : Z → K, n 7→ n1K). Le
nombre p est la caractéristique du corps K.

Proposition 0.1 La caractéristique de K est 0 ou un nombre premier > 0.

Remarque : si p = 0, Q est le plus petit sous-corps de K. Si p > 0, c’est
Fp := Z/pZ.

0.6 Polynômes symétriques

SoitK un corps. Si s ∈ Sn, si P ∈ K[X1, ..., Xn], on note P s(X1, ..., Xn) :=
P (Xs(1), ..., Xs(n)). (C’est une action à droite). On note K[X1, ..., Xn]Sn les
polynômes invariants ou polynômes symétriques.

On note σk(X1, ..., Xn) :=
∑

1≤i1<...<ik≤nXi1 ...Xik les polynômes symé-
triques élémentaires . On peut aussi les définir aussi par l’égalité :

(T −X1)....(T −Xn) = Tn − σ1T
n−1 + ...+ (−1)n

dans K[X1, ..., Xn][T ].

Proposition 0.2 K[X1, ..., Xn]Sn = K[σ1, ..., σn]

Démonstration : Par récurrence sur le degré donné par l’ordre lexico-
graphique X1 > ... > Xn. Q.e.d.

Remarque : c’est vrai si on remplace K par Z !
Exercice : Si K est de caractéristique 6= 2, alors K[X1, ..., Xn]An =

K[σ1, ..., σn] + δK[σ1, ..., σn] où δ :=
∏

1≤i<j≤n(Xi − Xj) (indication : soit
P tel que ∀ σ, P σ = ε(σ)P , alors P est divisible par δ (en effet, le monôme
dominant de P est de la forme Xα avec α1 > .... > αn qui est divisible par
Xn−1

1 ....Xn−1, monôme dominant de δ)).
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Proposition 0.3 (relations coefficients-racines) Soit P (X) := Xn +
a1X

n−1 + ... + an ∈ K[X]. On suppose que P a n racines x1, ..., xn dans
une extension de K i.e. :

P = (X − x1)...(X − xn) .

Alors ak = (−1)kσk(x1, ..., xn).

conséquence : si par exemple P (X) = Xn + a1X
n−1 + ...+ an ∈ Z[X]

si on note r1, ..., rn ∈ C ses racines, alors tout polynôme f ∈ Z[X1, ..., Xn]
symétrique vérifie f(r1, ..., rn) ∈ Z.

Exercice : Xn −X − 1 est irréductible sur Q pour tout n ≥ 2.
Exercice :

a) soit P (X) := X3 + pX + q = (X − r1)(X − r2)(X − r3). Montrer que
(r1 − r2)2(r2 − r3)2(r1 − r3)2 = −4p3 − 27q2 ;

b) soit P (X) := X3 + a1X
2 + a2X + a3 = (X − r1)(X − r2)(X − r3), alors

r1 − r2)2(r2 − r3)2(r1 − r3)2 = a2
1a

2
2 − 4a3

2 − 4a3
1a3 − 27a2

3 + 18a1a2a3

c) soit P (X) := X4 + pX2 + qX + r = (X − r1)(X − r2)(X − r3)(X − r4).
Montrer que (r1− r2)2(r2− r3)2(r3− r4)2(r1− r3)2(r2− r4)2(r1− r4)2 =
16p4r − 4p3q2 − 128p2r2 + 144pq2r − 27q4 + 256r3.

1 Extensions, algébricité

1.1 Polynômes irréductibles

Proposition 1.1 Soit K un corps. Soit P ∈ K[X]. Alors P est irréductible
⇔ K[X]/(P ) est un corps.

Remarque : K[X]/(P ) est un K−espace vectoriel de dimension d =
degP .

1.2 Extensions, degré

Soient K ≤ L deux corps. On dit que L est une extension de K et on le
note parfois L/K.

Dans ce cas L est aussi un K−espace vectoriel. On note [L : K] :=
dimK L : c’est le degré de L sur K.

Proposition 1.2 (multiplicativité des degrés) Soient K1 ≤ ... ≤ Kn

des corps. Alors [Kn : K1] = [Kn : Kn−1]...[K2 : K1].

Démonstration : Supposons n = 3. Soit (xi)i une base de K2 comme
K1−espace vectoriel. Soit (yj)j une base de K3 comme K2−espace vectoriel.
Alors (xiyj)i,j est une base de K3 comme K1−espace vectoriel. Q.e.d.
Exemple : [Q( 3

√
2, j) : Q] = 6.
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1.3 Éléments algébriques

Proposition 1.3 Soit K ≤ E une extension de corps. Soit x ∈ E. Sont
équivalentes :
(i) il existe 0 6= P ∈ K[X] tel que P (x) = 0 ;
(ii) dimK K[x] est finie ;
(iii) K[x] = K(x).

On dit que x est algébrique sur K s’il existe un polynôme P ∈ K[X] non nul
tel que P (x) = 0.

Dans ce cas, K[x] = K(x), K[x] est un K−espace vectoriel de dimension
finie.

De plus, l’idéal {P ∈ K[X] : P (x) = 0} est un idéal premier non nul
engendré par un unique polynôme unitaire Px : le polynôme minimal de x
sur K.

Remarque, Px est irréductible sur K et si P est un polynôme irréductible
sur K qui annule x, P = cPx pour un c ∈ K×.

On a : [K[x] : K] = degPx : c’est le degré de x sur K.

Proposition 1.4 L’ensemble {x ∈ E : x est algébrique sur K} est un sous-
corps de E.

Proposition 1.5 Si K ≤ E est une extension finie ( i.e. [E : K] est fini),
alors E est algébrique sur K i.e. tous les éléments de E sont algébriques sur
K.

Remarque : Q est une extension algébrique infinie de Q.

Cours du mardi 27 janvier 2015

Rappels sur les morphismes de corps

Soient K,L deux corps. Une application φ : K → L est un morphisme
de corps si ∀ x, y ∈ K, φ(x+ y) = φ(x) + φ(y), φ(xy) = φ(x)φ(y), φ(1) = 1.

Exercice : tout morphisme de corps est injectif !
Exercice : Aut(Q) = {Id}, Aut(R) = {Id}, Aut(Q( 3

√
2)) = {Id}, Aut(Q(

√
2)) ={

Id, σ :
√

2 7→ −
√

2
}
., Aut(Q( 4

√
2) = {Id, τ : 4

√
2 7→ − 4

√
2}.

1.4 Corps de rupture

Soit P ∈ K[X] un polynôme irréductible. Dans le corps K[X]/(P ), l’élé-
ment X := X mod P est une racine de P car P (X) = P (X) = 0 mod P .

Théorème 1.6 Soit L une extension de K et α ∈ L une racine de P telle
que K[α] = L. Alors K[X]/(P ) → k[α], Q(X) mod P 7→ Q(α) est un iso-
morphisme de corps.
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Une extension L de K comme dans le théorème est un corps de rupture de
P sur K.

En particulier 1, α, ..., αdegP−1 est une K−base de α.
Exemple : Q( 3

√
2),Q(j 3

√
2),Q(j2 3

√
2) sont des corps de rupture de X3−2

sur Q.

Corollaire 1.6.1 Si P ∈ K[X] est irréductible, il existe toujours un corps
de rupture de P sur K, unique à isomorphisme près.

Réalisation du corps de rupture
Si P (X) = Xn + a1X

n−1 + ... + an ∈ K[X] est irréductible, alors
K[X]/(P ) ' K[A] où A est la matrice :

0 0 −an
1

0

0

0 0 1 −a1


∈Mn(K)

Par exemple : C '
{  a −b

b a

 : a, b ∈ R
}

et F25 '
{  a 2b

b a

 :

a, b ∈ F5

}

1.5 Corps de décomposition

Soit 0 6= P ∈ K[X]. On suppose que E ≥ K est un corps où P est
scindé : P = c(X − x1)...(X − xn), c ∈ K×. On dit que K(x1, ..., xn) est le
corps de décomposition de P dans E.

Proposition 1.7 Un cops de décomposition existe toujours.

Démonstration : Par récurrence sur degP en utilisant l’existence de corps
de rupture. Q.e.d.

Nous allons voir qu’il y a unicité à isomorphisme près.

Théorème 1.8 (prolongement d’isomorphisme) Soit σ : K → K ′ un
isomorphisme de corps. Soit P ∈ K[X] un polynôme irréductible. Alors
P σ ∈ K ′[X] est irréductible. Si α, α′ sont des racines de P et P σ dans des
extensions de K,K ′, alors σ se prolonge en un isomorphisme K(α) ' K ′(α′)
qui envoie α sur α′.
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Théorème 1.9 (unicité du corps de décomposition) Soit σ : K → K ′

un isomorphisme de corps. Soit P ∈ K[X]. Soit E ≥ K un corps où P est
scindé :P = c(X − x1)...(X − xn). Soit E′ ≥ K ′ un corps où P σ est scindé :
P σ = c′(X −x′1)....(X −x′n). Soient B := K(x1, ..., xn), B′ := K ′(x′1, ..., x

′
n).

Alors σ se prolonge en un isomorphisme B ' B′.

Corollaire 1.9.1 Soient L,L′ deux corps de décomposition de P sur K.
Alors il existe un K−isomorphisme L ' L′.

Exemples : soient q une puissance d’un nombre premier p ; le corps Fq
est un corps de décomposition de Xq − X sur Fp et on a donc l’unicité à
isomorphisme près des corps finis de cardinaux donnés.

Définition 2 On dit qu’un corps K est algébriquement clos si tout polynôme
non constant est scindé sur K.

Théorème 1.10 Soit K un corps. Il existe une extension algébrique K de
K qui est un corps algébriquement clos. C’est une clôture algébrique de K.
L’extension K est unique à K−isomorphisme près.

Démonstration :
Existence : soit P l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires de

K[X]. Pour tout p ∈P, on choisit une variable Xp. Soit A := K[Xp : p ∈
P]. Soit I l’idéal de A engendré par les polynômes p(Xp), p ∈ P. Alors I
est propre donc contenu dans un idéal maximal M . Le corps A/M est une
extension algébrique deK et tout polynôme p irréductible surK a une racine
(Xp modM) dans A/M . Cela suffit pour dire que A/M est algébriquement
clos (comme nous le verrons plus tard) ...

Unicité : on utilise le lemme de Zorn ... Q.e.d.

Exemples : C (resp.Q (resp.∪n≥1C((t1/n)) )) est une clôture algébrique
de R (resp.de Q (resp.de C((t)))).

2 Théorème d’indépendance des caractères d’Artin

Si G est un groupe et K un corps, un caractère de G dans K est un
morphisme de groupes G → K×. L’ensemble des caractères est une partie
du K−espace vectoriel des fonctions G→ K.

Exemple : G = Z/nZ, K = C, les caractères de G dans C sont les k 7→ ζk

où ζ = exp(2iπ/n).

2.1 Indépendance

Théorème 2.1 (Artin) Soient σ1, ..., σn n caractères distincts de G dans
K. Alors les σi sont K−linéairement indépendants.

10



Corollaire 2.1.1 Soient E,E′ deux corps. Si σ1, ..., σn sont n morphismes
distincts de corps E → E′. Alors les σi sont E′−linéairement indépendants.

Exercice : si G abélien, on pose G∨ le groupe des caractères de G dans
C. Montrer que G∨ ' G (non canonique).

Exercice : si G fini, |Hom(G,K×)| ≤ |G|.

2.2 Corps des invariants

Théorème 2.2 Soient σ1, ..., σm m morphismes distincts E → E′. Alors si
F := E{σ1,...,σm} := {x ∈ E : σ1(x) = ... = σn(x)}, [E : F ] ≥ m.

Démonstration : Si e1, ..., en est une famille génératrice de E comme
F−espace vectoriel, alors les lignes de la matrice (σi(ej)) 1≤i≤m

1≤j≤n
∈Mm,n(E′)

sont indépendantes. Donc m ≤ n. Q.e.d.

Corollaire 2.2.1 Si G est un sous-groupe fini de Aut(E), alors [E : EG] ≥
|G|.

Remarque : comme G contient l’identité, EG = {x ∈ E : ∀g ∈ G, g(x) =
x}.

Exemple : E = C, G = {1, σ} où σ est la conjugaison complexe, [C :
R] = 2.

3 Correspondance de Galois

3.1 Extensions galoisiennes

Définition 3 Soit E un corps. Soit G ≤ Aut(E) fini. On dit que E/EG est
une extension galoisienne de groupe de Galois G.

Exemples : C/R, Fqn/Fq, Q(ζ)/Q, Q(
√

2)/Q, C(X)/C(X3) ; contre-
exemple : Q( 3

√
2)/Q, Fp(X)/Fp(X

p), Q( 4
√

2)/Q.
Exemple : Q( 3

√
2, j)/Q.

Théorème 3.1 Soit E un corps. Soit G ≤ Aut(E) un groupe fini. Alors
[E : EG] = |G|.

Démonstration : On utilise la forme F−linéaire Tr : E → F , x 7→
σ1(x)+ ...+σn(x) où F = EG, G = {σ1, ..., σn}. Soient g1, ..., gn les éléments
de G. Si e1, ..., en+1 sont des éléments de E, alors les colonnes de la matrices
(gi(ej)) 1≤i≤n

1≤j≤n+1
∈Mn,n+1 sont liées. Donc ∀ i,

∑
j xjgi(ej) = 0 pour certains

xj ∈ E. D’où :
∀ i,

∑
j

g−1
i (xj)ej = 0

11



et
∑
i

∑
j g
−1
i (xj)ej = 0⇒

∑
j Tr(xj)ej = 0. C’est encore vrai si on remplace

xj par xxj , x ∈ E. Donc on peut choisir les xj tels que x1 ∈ E et Tr(x1) 6= 0
par exemple. Mais alors, les ej sont liés sur EG. Q.e.d.

Cours du mardi 3 février 2015

Exemples :

a) k(x1, ..., xn)Sn = k(s1, ..., sn) (où k est un corps et où les si sont les po-
lynômes symétriques élémentaires) car k(x1, ..., xn) ≥ k(x1, ..., xn)Sn ≥
k(s1, ..., sn) et [k(x1, ..., xn) : k(x1, ..., xn)Sn ] = |Sn| = n! ≥ [k(x1, ..., xn) :
k(s1, ..., sn)],

b) Q( 3
√

2, j)/Q est galoisienne de groupe de Galois G := 〈s, t〉 ' S3 où s est
leQ(j)−automorphisme qui envoie 3

√
2 sur j 3

√
2 et t leQ( 3

√
2)−automorphisme

qui envoie j sur j2 ;

c) soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré par les chan-
gements de variables t 7→ t−1 et t 7→ 1− t. On vérifie que G est d’ordre
6, isomorphe à S3.
Soit K le sous-corps des fractions rationnelles f ∈ C(t) invariantes par
les changements de variables

t 7→ 1− t et t 7→ t−1 .

Montrer que K = C
(

(t2−t+1)3

t2(t−1)2

)
.

En déduire que l’extension :

C

(
(t2 − t+ 1)3

t2(t− 1)2

)
⊂ C(t)

est galoisienne de groupe de Galois S3.

Exercice : on pose y1 := x1 + jx2 + j2x3, y2 := x1 + j2x2 + jx3. Montrer
que C(x1, x2, x3)A3 = C(y2

1/y2, y
2
2/y1, σ1).

On peut retrouver les polynômes symétriques à partir des fractions ra-
tionnelles symétriques ...

Exercice On pose L := k(s1, ..., sn) et Li := L(xi+1, ..., xn), 0 ≤ i ≤ n
(Ln = L).

a) [Li−1 : Li] = i et 1, ..., xi−1
i est une base de Li−1/Li.

b) {xa11 ...x
an
n : ∀ i, ai ≤ i− 1} est une base de k(x1, ...., xn)/L.

c) tout g ∈ k[x1, ..., xn] est une combinaison k[s1, ..., sn]−linéaire de mo-
nômes xa11 ...x

an
n : ∀ i, ai ≤ i− 1.

d) On retrouve que k[x1, ..., xn]Sn = k[s1, ..., sn].

12



Corollaire 3.1.1 (Maximalité du groupe de Galois) Soit E/F galoisienne
de groupe G. Alors si E′ ≥ E et si σ : E → E′ est un F−morphisme de
corps, σ ∈ G. En particulier, G = AutF (E), groupe des automorphismes
F−linéaires de E.

Notation : si F = EG, G =: Gal(E/F ).

3.2 Injectivité

Corollaire 3.1.2 (Injectivité) Si E/F est galoisienne de groupe G si H1, H2 ≤
G, alors EH1 = EH2 ⇔ H1 = H2.

3.3 Surjectivité

Théorème 3.2 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois G.
Si F ≤ B ≤ E, alors il existe H ≤ G tel que EH = B.

Démonstration : Soit H := AutB(E). On a : B ≤ EH . Soit s1, ..., sr
un système de représentants de G/H. On a B{s1,...,sr} = F donc [B : F ] ≥ r
et [E : B] ≤ [E : F ]/r = |H| = [E : EH ] d’où B = EH . Q.e.d.

Exercice : donner la liste des sous-corps de Q( 3
√

2, j).
(réponse : Q( 3

√
2, j) ≥ Q( 3

√
2),Q(j 3

√
2),Q(j2 3

√
2),Q(j) ≥ Q).

3.4 Théorème fondamental

Théorème 3.3 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G.
i) On a 2 bijections réciproques :

{H ≤ G} 1:1←→ {F ≤ B ≤ E}

H 7→ EH

Gal(E/B)← B .

ii) L’extension E/B est galoisienne et [E : B] = |Gal(E/B)| ;
iii) [B : F ] = |G/Gal(E/B)| ;
iv) l’extension B/F est galoisienne si et seulement si Gal(E/B)/G. Dans

ce cas, Gal(B/F ) ' G/Gal(E/B).

Démonstration : Si Gal(E/B) / G, si σ ∈ G, alors σ(B) = B : en
effet, Gal(E/σ(B)) = σGal(E/B)σ−1 = Gal(E/B)⇒ σ(B) = B. Notons G′

l’image du morphisme σ 7→ σ|B . On a : BG′ = F . Réciproquement si B/F
est galoisienne, alors pour tout σ ∈ G, σ|B ∈ Gal(B/F ) (cf. le corollaire
3.1.1). On a alors Gal(E/B) = ker(G → Gal(B/F ) , σ 7→ σ|B ) qui est un
noyau donc distingué. Q.e.d.
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Proposition 3.4 Soit E/K une extension galoisienne. On suppose que K ≤
B ≤ B′ ≤ E. On note U := Gal(E/B), U ′ := GalE/B′. Alors B′/B est
galoisienne ⇔ U ′ / U . Et dans ce cas, Gal(B′/B) ' U/U ′.

Exercice : démontrer cette proposition.

3.5 Caractérisation des extensions galoisiennes

Théorème 3.5 Soit E/K une extension finie. On a toujours : |AutK(E)| ≤
[E : K]. L’extension E/K est galoisienne ⇔ |AutK(E)| = [E : K]. Dans ce
cas, Gal(E/K) = Aut(E/K).

Contre-exemples :

a) si E = Q( 4
√

2), alors |Aut(E/Q)| = 2 < 4 = [E : Q].

b) si p est premier et E = Fp(T ) etK = Fp(T
p) ; alors [Fp(T ) : Fp(T

p)] = p
mais AutFp(T p)(Fp(T )) = {Id}.

3.6 Séparabilité

Soit P ∈ K[X]. Alors : P est premier avec P ′ si et seulement s’il n’existe
pas d’extension où P a une racine multiple (i.e. d’ordre > 1). Dans ce cas,
on dit que P est un polynôme séparable

Définition 4 (séparable) Si E/K est une extension. On dit que α ∈ E
est algébrique séparable si P (α) = 0 pour un polynôme séparable P ∈ K[X]
⇔ le polynôme minimal de α est séparable.

Une extension est séparable si tous ses éléments le sont.

Proposition 3.6 Si P ∈ K[X] est irréductible, alors P est séparable si
P ′ 6= 0. En particulier, en caractéristique nulle ou sur un corps fini, tout
polynôme irréductible est séparable.

Contre-exemple : Xp − t est irréductible non séparable sur Fp(t).

Théorème 3.7 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. Soit x ∈
E. Soient x1, ..., xr, r ≤ n les images distinctes de x par les σ ∈ G. Le
polynôme (X − x1)....(X − xr) est le polynôme minimal de x sur F . En
particulier, E/F est séparable.

Théorème 3.8 Une extension finie E/K est galoisienne ⇔ E est le corps
de décomposition sur K d’un polynôme P ∈ K[X] séparable. Dans ce cas,
on dit que Gal(E/K) est le groupe de Galois de P sur K, noté GalK(P ). De
plus GalK(P ) s’identifie à un sous-groupe de Sr où r = degP .
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Démonstration :⇒: Soit e1, ..., en une base deE/K. Soient P1, ..., Pn ∈
K[X] les polynômes minimaux correspondants. Alors les Pi sont scindés sur
E et leurs racines engendrent E car les ei sont parmi elles. Donc E est
le corps du décomposition du polynôme séparable

∏′ Pi ∈ K[X] où on ne
choisit qu’une seule fois chaque facteur irréductible.
⇐: Soit P un polynôme séparable. Soit E un corps de décomposition de

P sur K. On raisonne par récurrence sur le nombre de racines qui ne sont
pas dans K. Soit x1 une racine qui n’est pas dans K. Alors par hypothèse
de récurrence, E/K(x1) est galoisienne de groupe H ≤ AutK(E). On sait
que G := AutK ∈ E est fini. Soit x ∈ EG. On a x ∈ K(x1). On a x =
a0+...+ad−1x

d−1
1 pour certains ai ∈ K où d := [K(x1) : K]. Notons x2, ..., xd

les autres racines du polynôme minimal de x1 sur K. Les isomorphismes :
K(x1) ' K(xi), x1 7→ xi se prolongent en des éléments si ∈ G. Comme
si(x) = x, on a :

∀ i, a0 − x+ a1xi + ...+ ad−1x
d−1
i = 0

Donc le polynôme a0− x+ ...+ ad−1X
d−1 a au moins d racines donc est nul

donc a0 = x ∈ K. Q.e.d.

Cours du mardi 24 février 2015

Exercice : vérifier que GalK(P ) agit transitivement sur les racines si et
seulement si P est irréductible sur K.

Corollaire 3.8.1 Soit a un élément algébrique séparable sur K. Alors l’ex-
tension K(a)/K est séparable.

Démonstration : Soit P le polynôme minimal de a surK. Soit L/K un
corps de décomposition de P sur K contenant a. Alors L/K est galoisienne
donc séparable. Comme K(a) ≤ L, K(a)/K est aussi séparable. Q.e.d.

Exemple : on retrouve ainsi que toute extension finie d’un corps fini est
séparable.

3.7 Normalité

Théorème 3.9 Soit E/K une extension algébrique. Si σ : E → E est un
K−endomorphisme de corps, alors σ est un automorphisme.

Démonstration : Il suffit de démontrer la surjectivité. Soit x ∈ E. Soit
P ∈ K[X] le polynôme minimal de x sur K. On peut prolonger σ à E[X].
Alors P σ = P . Soit P =

∏
i Pi la factorisation de P en produits d’irréduc-

tibles unitaires dans E[X]. On a P σ =
∏
i P

σ
i . Par unicité de la factorisation

en irréductible, P σ = P ⇒ ∃ i, P σi = X −x. Soit x′ ∈ E tel que X −x′ = Pi.
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On a σ(x′) = x. Q.e.d.

Exercice : donner un contre-exemple si E/F n’est pas algébrique.

Théorème 3.10 (de prolongement) Soit E/K une extension algébrique.
On suppose que E = K(xi : i ∈ I) pour une certaines familles xi, i ∈ I
d’éléments de E. Pour tout i, soit Pi le polynôme minimal de xi sur K. On
suppose qu’il existe un morphisme de corps σ : K → Ω où Ω est un corps
où tous les polynômes P σi sont scindés (par exemple c’est le cas si Ω est
algébriquement clos). Alors σ se prolonge à E.

Démonstration : dans le cas où I est fini. Il suffit de raisonner par
récurrence. Il suffit donc de traiter le cas où I est un singleton. C’est facile
... Q.e.d.

Définition 5 On dit qu’une extension algébrique E/F est normale si tout
polynôme irréductible P ∈ F [X] qui a une racine dans E est scindé sur E.

Exemples : les extensions de degré 2 sont toujours normales.
Contre-exemples : Q( 3

√
2)/Q et Q( 4

√
2)/Q ne sont pas normales.

Proposition 3.11 Soit E/F une extension algébrique. Sont équivalentes :

(i) l’extension E/F est normale ;

(ii) pour toute extension Ω de F , et pour tous F−morphismes σ, τ : E →
Ω, σ(E) = τ(E). ;

(iii) pour toute extension Ω de E, et pour tout F−morphisme σ : E → Ω,
σ(E) = E. ;

Démonstration : (i)⇒ (ii) : soit x ∈ E. Soit P le polynôme minimal
unitaire de x sur F . On peut prolonger σ, τ à E[X]. Comme P ∈ F [X],
P σ = P τ . Or X − x est un facteur irréductible de P dans E[X]. Donc
X−σ(x)|P τ ⇒ ∃y ∈ E, σ(x) = τ(y). Donc σ(x) ∈ τ(E). D’où σ(E) ≤ τ(E).
De même, τ(E) ≤ σ(E).

ii⇒ iii : facile ;
iii ⇒ i : soit P ∈ F [X] un polynôme irréductible sur F avec une racine

x ∈ E. Soit Ω un corps algébriquement clos qui contient E. Soit x′ ∈ Ω une
autre racine de P . Alors le F−morphisme F (x)→ Ω, x 7→ x′ se prolonge en
un morphisme σ : E → Ω. On a donc σ(E) = E et x′ ∈ E. Donc toutes les
racines de P sont dans E.

Q.e.d.

Proposition 3.12 Si E/F est un corps de décomposition, E/F est normale.
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Démonstration : Supposons que P ∈ F [X] est irréductible avec une
racine x dans E. Soit Ω ≥ E un corps algébriquement clos (si E/F est
engendré par un nombre fini d’éléments x1, ..., xn, il suffit de prendre une
extension où tous les polynômes minimaux des xi et le polynôme P sont
scindés). Soit x′ une racine de P . Le F−morphisme F (x) → Ω, x 7→ x′ se
prolonge en un morphisme E → Ω d’image E ! Donc x′ ∈ E et toutes les
racines de P sont dans E.

Q.e.d.

Exemple : Q( 3
√

2, j)/Q, contre-exemple : Q( 3
√

2)/Q.

Théorème 3.13 Soit E/F une extension finie. Alors l’extension E/F est
galoisienne si et seulement si elle est normale et séparable.

Démonstration : ⇒: déjà fait.
⇐: Soit E/F une extension finie normale est séparable. Soit e1, ..., en

une base de E/F . Soit P le produit des polynômes minimaux distincts des
ei sur F . Alors E est un corps de décomposition de P qui est un polynôme
séparable. Donc E/F est galoisienne. Q.e.d.

Remarques :

i) SiM/L et L/K sont normales,M/K ne l’est pas forcément. Par exemple :
K = Q, L = Q(

√
2), M = Q( 4

√
2).

ii) Si M/L et L/K sont séparables, alors M/K est aussi séparable (nous
le démontrerons plus tard).

3.8 Composée de corps

section non faite en cours
Soit L/K une extension. Soient K ≤ E,E′ ≤ L. On note EE′ le sous-

corps de L engendré par E et E′.

Proposition 3.14 Soient L/K une extension galoisienne de groupe G, K ≤
E,E′ ≤ L, H := Gal(L/E), H ′ := Gal(L/E′). On a :

i) Gal(L/EE′) = H ∩H ′, Gal(L/E ∩ E′) = 〈H,H ′〉.
ii) Si E′/K est galoisienne, alors EE′/E aussi et Gal(EE′/E) ' Gal(E′/E∩

E′), s 7→ s|E′ .
iii) Si E/K et E′/K sont galoisiennes, alors EE′/K aussi et Gal(EE′/K)

est isomorphe à un sous-groupe de Gal(E/K) × Gal(E′/K) via s 7→
(s|E , s|E′ ). Si de plus, E ∩ E′ = K, Gal(EE′/K) ' Gal(E/K) ×
Gal(E′/K).
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Exercice : Soient L := k(X1, X2, X3, X4), K := LS4 = k(s1, s2, s3, s4),
E := k(x4) = LS3 , E′ := LK4 où K4 = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

On aH = S3,H ′ = K4, [E : K] = |S4/S3| = 4, [E′ : K] = |S4/K4| = 6,
EE′ = L = LH∩H

′ , E ∩ E′ = L〈H,H
′〉 = K. Comme H n’est pas distingué

dans S4, E/K n’est pas galoisienne. En revanche E′/K est galoisienne de
groupe de Galois ' S4/K4 ' S3. Vérifier que E′ = K(β) où β =

∑
σ∈K4

σα
où α := x1x

2
2x

3
3x

4
4.

4 Corps finis

Exemples : Fp := Z/pZ, Z[i]/(7), Z[
√

2]/(3),
{  a 2b

b a

 : a, b ∈

Z/5Z

}
, F2[X]/(X3 +X + 1).

4.1 Sous-groupes finis de K×

Soit G un groupe fini. On note ω(G) l’exposant de G : c’est le ppcm des
ordres des éléments de G.

Exemple : ω(S3) = 6

Lemme 4.1 Soient a, b ∈ G tels que ab = ba. Si a, b sont d’ordres finis m,n
premiers antre eux, alors ab est d’ordre mn.

Corollaire 4.1.1 Dans un groupe abélien fini, l’ensemble des ordres des élé-
ments est stable par ppcm.

Démonstration : Soit x d’ordrem = pa11 ...p
ar
r et soit y d’ordre n = pb11 ...p

br
r

où les pi sont des nombres premiers deux à deux non associés et où les

ai, bi ∈ N. Alors pour tout i, x
∏

j
j 6=i

p
aj
j

est d’ordre paii et y
∏

j
j 6=i

p
bj
j
est d’ordre

pbii . Donc il existe zi d’ordre pcii pour tout i, où ci := max{ai, bi}. On a z1....zr
d’ordre

∏
i p
ci
i = ppcm(m,n). Q.e.d.

Proposition 4.2 Soit G un sous-groupe fini de K×, alors G est cyclique.

Démonstration : Soit N le ppcm des ordres des éléments de G. Alors il
existe un élément g ∈ G d’ordreN . OrXN = 1 a au plusN solutions dansK.
Comme 〈g〉 ≤ G ≤ {x ∈ K× : xN = 1}, on a 〈g〉 = G = {x ∈ K× : xN = 1}
et G cyclique. Q.e.d.

Exemple : les F×q sont cycliques ; les sous-groupes finis de C× sont cy-
cliques : ce sont les µn.

Contre-exemple : Q8 := {±1,±i,±j,±k} ≤ H× n’est pas cyclique.
Exercice : déterminer les sous-groupes d’indice fini de C×, de R×.
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4.2 Structure

Un anneau A est de caractéristique n si nZ = ker(Z→ A, n 7→ n1A). Si
A est intègre, la caractéristique est un nombre premier.

Proposition 4.3 Si A est un anneau de caractéristique p, un nombre pre-
mier, alors Frq : A → A, x 7→ xq est un morphisme d’anneaux si q est une
puissance de p.

Soit K un corps fini. Sa caractéristique est un nombre premier p et son
cardinal q une puissance de p. De plus si q = pn, alors (K,+) ' (Z/p)n et
(K×,×) ' Z/(q − 1)Z.

Théorème 4.4 Soit p un nombre premier. Si n ≥ 1, il existe, à isomor-
phisme près, un unique corps de cardinal q = pn c’est le corps de décompo-
sition de Xq −X sur Fp.

Théorème 4.5 Soit q une puissance d’un nombre premier p. Si Fq ≤ K ≤
Fqn, alors K est de cardinal qm où m|n. Réciproquement, si m|n, il existe
un unique sous-corps K de Fqn de cardinal qm : c’est l’ensemble des racines
de Xqm −X dans Fq.

Théorème 4.6 Soit K un corps fini. Pour tout n, il existe une extension
L/K de degré n. Cette extension est galoisienne, cyclique et unique à iso-
morphisme près.

Démonstration : K ' Fq et L ' Fqn . Q.e.d.

Remarque : si k est un corps, alors il existe une extension algébrique k de k
telle que k est algébriquement clos. Ce corps k est unique à k−isomorphisme
près. On dit que c’est une clôture algébrique de k. Pour Fp, on a : Fpn =
{x ∈ Fp : xp

n
= x} et Fp = ∪nFpn .

Dans la suite, on fixe pour tout p une clôture algébrique de Fp : notée
Fp et Fpn := {x ∈ Fp : xp

n
= x}.

4.3 Polynômes sur les corps finis

4.3.1 Nombre de polynômes irréductibles de degré donné

Théorème 4.7 (de l’élément primitif) Soient p un nombre premier et q
une puissance de p. Pour tout n ≥ 1, il existe θ ∈ Fqn tel que Fqn = Fq[θ]
et il existe un polynôme irréductible de degré n sur Fq.

Démonstration : En effet, il suffit de choisir pour θ un générateur du
groupe cyclique F×qn . Q.e.d.
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Lemme 4.8 Soit P ∈ Fq[X] irréductible de degré m. Alors P divise Xqn−X
sur Fq si et seulement si m|n.

Démonstration : Si m|n, alors qm−1|qn−1 donc Xqm−1−1|Xqn−1−1
et Xqm −X|Xqn −X. Réciproquement, si P |Xqn −X alors si x ∈ Fqn est
une racine de P , on a :

Fq ≤ Fq[x] ≤ Fqn

donc m = degP = [Fq[x] : Fq] divise n = [Fqn : Fq]. Réciproquement,
m|n ⇒ qm − 1|qn − 1 ⇒ Xqm−1 − 1|Xqn−1 − 1 ⇒ Xqm −X|Xqn −X. Or,

si on pose K := Fq[X]/(P ) et x := X mod P , on a
∣∣∣∣ Fq[X]/(P )

∣∣∣∣= qm ⇒

xq
m

= x⇒ xq
m − x = 0⇒ P |Xqm −X. Q.e.d.

Cours du mardi 3 mars 2015

Corollaire 4.8.1 On a :
i)

Xqn −X =
∏
d|n

∏
P

P (X)

où P décrit les polynômes irréductibles unitaires sur Fq de degré d.

ii) qn =
∑
d|n dνd(q) ; où νn(q) est le nombre de polynômes irréductibles

sur Fq unitaires de degré n.

iii) νn(q) =

∑
d|n µ(n/d)qd

n où µ est la fonction de Möbius.

Rappel : si ζ(s) :=
∑
n≥1 n

−s pour s > 1, alors ζ(s)−1 =
∑
n≥1 µ(n)n−s

(on peut prendre cette formule comme définition de µ). Plus concrètement,
on a :

µ(pa11 ...p
ar
r ) =

 0 si l’un des ai ≥ 2,

(−1)r sinon.

Exemple : dans F3, on a :

X9 −X = X(X + 1)(X + 2)(X2 +X + 2)(X2 + 2X + 2)(X2 + 1)

et ν2(3) = 32−3
2 = 3.

Exercice :
Donner un sens au produit infini

∏
P (1− tdegP )−1 où P décrit l’ensemble

des polynômes irréductibles unitaires sur Fq et montrer que :∏
P

(1− tdegP )−1 = (1− qT )−1 .
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L’égalité précédente s’écrit :∏
n≥1

(1− tn)−νn(q) = (1− qT )−1 .

Exercice : Vérifier : νn(q) = qn

n +O
(
qn/2

n

)
. En déduire∣∣∣∣ {P ∈ Fq[X] : P irréductible unitaire degP ≤ n}

∣∣∣∣∼ q

q − 1

qn

n
.

4.3.2 Ordre d’un polynôme, polynôme primitif

Théorème 4.9 Soit P ∈ Fq[X] irréductible de degrém. Alors P est scindé à
racines simples sur Fqm . Si a est l’une d’elles, les autres sont a, ..., aqm−1. En
particulier, si P 6= X, toutes les racines de P ont le même ordre multiplicatif
dans F×qm .

Démonstration : Soit a une racine de P . Le corps Fq[a] est une exten-
sion galoisienne de Fq de groupe engendré par x 7→ xq. Le groupe de Galois
agit transitivement sur les racines de P . Q.e.d.

Soit P ∈ Fq[X] un polynôme irréductible premier à X. L’ordre de P est
le plus petit entier e > 0 tel que P |Xe − 1.

Remarque : on a aussi que e est l’ordre de X dans (Fq[X]/(P ))× c’est
aussi l’ordre commun des racines de P dans Fp

×.

Proposition 4.10 Si P est irréductible sur Fq de degré m, l’ordre e de P
divise qm − 1. De plus, si e > 1, m est l’ordre de q dans (Z/eZ)×.

Démonstration : Soit a une racine de P dans une extension de Fq.
AlorsFq[a] = Fqm . Donc l’ordre de a, qui est e, divise qm−1. Si qn = 1 mod e,
alors aqn−1 = 1 donc aqn = a. Donc a ∈ Fqn . D’où, Fq[a] ≤ Fqn . Par consé-
quent, m = [Fq[a] : Fq]|n = [Fqn : Fq]. Donc m est bien le plus petit entier
tel que qm = 1 mod e. Q.e.d.

Théorème 4.11 Soient e,m > 1. Le nombre de polynômes irréductibles sur
Fq et unitaires de degré m, d’ordre e est :

Nq,m,e = ϕ(e)/m si m est l’ordre de q dans (Z/eZ)×, 0 sinon.

Démonstration : Soit Φe :=
∏

x∈Fqm
x d′ordre e

X − x ∈ Fq[X]. En effet, on le

démontre par récurrence en utilisant la formule :∏
d|n

Φd(X) = Xn − 1
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si n|qm−1. Si P irréductible divise Φe, alors P est d’ordre e donc degP = m
l’ordre de q dans (Z/eZ)×. Donc mNq,m,e = ϕ(e) = le nombre d’éléments
d’ordre e dans le groupe cyclique F×qm . Q.e.d.

Exemple : 211 − 1 = 23.89. On a :

X23−1 = (X+1)(1+X2+X4+X5+X6++X10+X11)(1+X+X5+X6+X7+X9+X11)

dans F2[X]. Il existe a ∈ F×211 d’ordre 23 tel que :

1 +X2 +X4 +X5 +X6 +X10 +X11 =
∏

i∈{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
(X − ai) ;

1 +X +X5 +X6 +X7 +X9 +X11 =
∏

i∈{5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22}
(X − ai) .

Pour e = 23, q = 2, 2 est d’ordre 11 mod 23 ; les polynômes d’ordre 23
sur F2 sont de degrés 11, il y en a ϕ(23)/11 = 2.

Exemple : si q = 2,m = 4, alors N2,4,e = 1 si e = 5, 2 si e = 15.
On a : Φ5 = 1+X+X2 +X3 +X4 irréductible et Φ15 = (1+X+X4)(1+

X3 +X4).

On dit qu’un polynôme P ∈ Fq[X] de degré m est primitif s’il est le
polynôme minimal d’un générateur de F×qm .

Théorème 4.12 Un polynôme unitaire irréductible de degré m est primitif
si et seulement s’il est premier à X et d’ordre qm − 1.

Exemple : les polynômes primitifs unitaires de degré 4 sur F2 sont :
1 +X +X4 et 1 +X3 +X4.

4.4 Algorithme de Berlekamp

Théorème 4.13 Soit P ∈ Fq[X] un polynôme de degré d sur Fq. On sup-
pose que P est séparable. Alors P est irréductible sur Fq si et seulement
si l’endomorphisme Frq − Id du Fq−espace vectoriel Fq[X]/(P ) est de rang
d− 1.

Remarque : le rang est toujours ≤ d− 1.
Démonstration : Si le rang est < d − 1, il existe un polynôme Q =

a1X+ ...+ad−1X
d−1 non nul dans le noyau. Alors, le pgcd de P et Q−a est

non constant pour un certain a ∈ Fq car P |Qq −Q =
∏
a∈Fq(Q − a). Donc

P est divisible par un polynôme non constant de degré < d = degP donc
est réductible.
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Réciproquement, si P n’est pas irréductible, P = P1...Pr pour des po-
lynômes irréductibles deux à deux premiers entre eux Pi et un r > 1. Mais
alors :

Fq[X]/(P ) ' ⊕iFq[X]/(Pi)

Les sous-espaces Ei := Fq[X]/(Pi) sont stables par Frq − Id donc le rang
est : ∑

i

rang(Frq − Id|Ei ) =
∑
i

degPi − 1 = d− r < d− 1 .

Q.e.d.

Exemple : q = 2, P = X5 +X4 +1, Dans la base 1, X,X2, X3, X4 mod P ,
la matrice de Fr2 − Id est : 

0 0 0 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 1 1 0


Le rang est 3 < 5. Donc P est réductible. Dans le noyau, on trouve : Q :=
X2 + X3 + X4. Donc P = pgcd(P,Q)pgcd(P,Q + 1) = (1 + X + X2)(1 +
X +X3).

5 Clôture algébrique

Pas fait en cours Soit K un corps. Une clôture algébrique de K est une
extension akgébrique de corps K/K telle que K est algébriquement clos.

Théorème 5.1 Soit K un corps. Il existe une clôture algébrique de K.
De plus si K1,K2 sont deux clôtures algébriques de K, alors il existe un
K−isomorphisme K1 ' K2.

Démonstration : Existence : Soit I l’ensemble des polynômes unitaires
de K[X] de degré ≥ 1. Pour tout f ∈ I, on introduit des variables Tf,i,
1 ≤ i ≤ deg f .

On pose A := K[Tf,i : f ∈ I, 1 ≤ i ≤ deg f ] c’est un anneau de
polynômes en une infinité de variables.

Soit J l’idéal de A engendré par les coefficients des polynômes :

f(X)−
deg f∏
i=1

(X − Tf,i)
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lorsque f décrit I.
On a J ⊂

6=
A. En effet, sinon, il existe f1, ..., fN ∈ I et certains coefficients

c1, ..., cN respectivement des polynômes :

fj(X)−
deg fj∏
i=1

(X − Tfj ,i)

1 ≤ j ≤ N et des éléments a1, ..., aN ∈ A tels que a1c1 + ...+ aNcN = 1.
Soit L une extension de K où f1, ..., fN sont scindés :

fj(X) =

deg fj∏
i=1

(X − rfj ,i)

pour certains rfj ,i ∈ L.
Soit φ : A→ L le morphisme de K−algèbres tel que :

φ(Tf,i) =

 rfj ,i si f = fj

0 sinon.

On étend φ en un morphisme φ : A[X]→ L[X].
On a : ∀ j, φ(fj(X)−

∏
i(X − Tfj ,i)) = fj(X)−

∏deg fj
i=1 (X − rfj ,i) = 0 ∈

L[X]. En particulier ∀ j, φ(cj) = 0.
Donc φ(1) =

∑
j φ(aj)φ(cj) = 0 absurde !

Soit I ≤ m < A un idéal maximal. On pose K := A/m. C’est un corps.
De plus K ∩m = 0 donc on peut identifier K avec son image dans A/m.

L’extension K/K est algébrique. En effet, K est engendré par les tf,i :=
Tf,i mod m. Or par définition :

f(X)−
deg f∏
i=1

(X − Tf,i) ∈ I[X] ≤ m[X]

i.e. f(X) =
∏deg f
i=1 (X − tf,i) ∈ K[X]. En particulier, f(tf,i) = 0 et les tf,i

sont algébriques sur K.
Le corpsK est algébriquement clos. En effet, soit P ∈ K[X] un polynôme

irréductible unitaire. Soit α une racine de P dans une extension Ω de K. On
a K ≤ K ≤ K(α). L’élément α est algébrique sur K. Soit Q son polynôme
minimal sur K. Comme P est irréductible unitaire, P est le polynôme mi-
nimal de α sur K. Donc P |Q dans K[X]. Or Q est scindé sur K. Donc les
facteurs irréductibles de P sont de degré 1 et degP = 1. Q.e.d.

Exemples : C est une clôture algébrique de R, Q une clôture algébrique
de Q et ∪n>0C((t1/n)) une clôture algébrique de C((t)).
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5.1 Retour sur la notion de séparabilité

Soit E/F une extension finie. On fixe un corps algébriquement clos Ω et
un morphisme σ : F → Ω. On note [E : F ]s le nombre de prolongement de
σ à E, c’est le degré séparable de E/F . Remarque : ce nombre ne dépend
pas du corps algébriquement clos choisi ni du morphisme σ. En effet, soit
σ′ : F → Ω′ est un autre morphisme vers un corps algébriquement clos.
Soient x1, ..., xn ∈ E tels que E = F (x1, ..., xn). Soient P1, ..., Pn les poly-
nômes minimaux des xi sur F . Soit L (resp.L′) le corps de décomposition
des polynômes P σi ∈ σ(F )[X] dans Ω (resp.P σ′i ∈ σ′(F )[X] dans Ω′). Il est
clair que tout prolongement de σ à E envoie E dans L (resp.de σ′ ... dans
L′). Il existe un prolongement τ : L ' L′ de σ′ ◦ σ−1 : σ(F ) → σ′(F ). On a
alors une bijection :

{σ̃ : E → Ω : σ̃|F = σ} 1:1 // {σ̃′ : E → Ω : σ̃′|F = σ′}

Σ � // τ ◦ Σ

Proposition 5.2 [E : F ]s est fini ≤ [E : F ].

Démonstration : On a E = F (x1, ..., xr) pour certains xi ∈ E. Soit
σ : F → Ω. Soit P1 le polynôme minimal de x1 sur F . Alors il y a une bijection
entre les prolongements de σ à F (x1) et le nombre de racines distinctes du
polynôme P σ1 dans Ω. Donc [F (x1) : F ]s ≤ [F (x1) : F ] = degP1. Soit P
l’ensemble des prolongements de σ à E. On a P = ∪σiPσi où σi décrit les
prolongements de σ à F (x1). On a donc [E : F ]s =

∑
i[E : F (x1)]s ≤

∑
i[E :

F (x1)] = [F (x1) : F ]s[E : F (x1)] ≤ [F (x1) : F ][E : F (x1)] = [E : F ]. Q.e.d.

Proposition 5.3 Si E = k(a), alors [E : k]s = [E : k] ⇔ a séparable sur k
⇔ E/k séparable.

Démonstration : [E : k]s = le nombre de racines du polynôme minimal
de a sur k. De plus, si a est séparable, E est contenu dans un corps de dé-
composition du polynôme minimal de a sur k qui est séparable et donc E
est dans une extension galoisienne ... Q.e.d.

Cours du mardi 10 mars 2015

Proposition 5.4 Si K ≤ L ≤M , alors [M : K]s = [M : L]s[L : K]s.

Démonstration : Soit Ω un corps algébriquement clos et soit σ : K →
Ω un morphisme de corps. Notons PK,L,σ l’ensemble des prolongements de
σ à L.
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On a : PK,M,σ = tτ∈PK,L,σ
PL,M,τ . Donc [M : K]s =

∑
τ∈PK,L,σ

[M :
L]s = [M : L]s[L : K]s. Q.e.d.

Proposition 5.5 Soit E/F une extension finie. L’extension E/F est sépa-
rable ⇔ [E : F ]s = [E : F ].

Démonstration : Soient x1, ..., xr ∈ E tels que E = F (x1, ..., xr). Si
r = 1 : c’est déjà fait. Si r > 1 : si [E : F ] = [E : F ]s, alors pour tout x ∈ E,
on a : [E : F ] = [E : F ]s ⇒ [F (x) : F ] = [F (x) : F ]s donc x est séparable
sur F . Réciproquement, si E/F est séparable, on a : E/F (x1) séparable et
F (x1)/F séparable donc :

[E : F ] = [E : F (x1)][F (x1) : F ] = [E : F (x1)]s[F (x1) : F ]s = [E : F ]s .

Q.e.d.

Corollaire 5.5.1 Si K ≤ L ≤ M , alors M/K séparable ⇔ M/L et L/K
séparables. Si E = K(x1, ..., xn) et si les xi sont séparables sur K, alors
E/K est séparable.

6 Base normale

6.1 Éléments primitifs

Soit E/K une extension.
On dit que x ∈ E est un élément primitif de E/K si E = K(x).

Théorème 6.1 Si x, y ∈ E sont algébriques sur K, si y est séparable sur K,
alors il existe z ∈ E tel que E = K(z). En particulier, si x1, ..., xn ∈ E sont
algébriques séparables, alors K(x1, ..., xn)/K admet un élément primitif.

Démonstration : Si K est fini, alors K(x, y) aussi donc K(x, y)× est
cyclique et il suffit de prendre pour z un générateur du groupe K(x, y)× !

Si K est infini : notons Px, Py les polynômes minimaux de x et y sur K.
Notons yj les racines distinctes de Py et xi celles de Px (dans une exten-
sion). Soit 0 6= t ∈ K tel que les xi + tyj soient deux à deux distincts (il
suffit que t ∈ K \ {xi′−xiyj−yj′

: i, i′, j, j′, yj 6= yj′}. Posons z := x + ty. Alors
Px(z − tY ) ∈ K(z)[Y ] a une seule racine en commun avec Py(Y ) : y. Donc
le pgcd de Px(z − tY ) et Py est Y − y. Or, Py, Px(z − tY ) ∈ K(z)[Y ] donc
Y − y ∈ K(z)[Y ]⇒ y ∈ K(z)⇒ x, y ∈ K(z)⇒ K(z) = K(x, y). Q.e.d.

Exercice : si E/K est finie, alors E/K admet un élément primitif si et
seulement s’il existe un nombre fini de corps K ≤ L ≤ E.

Contre-exemple : si K := Fp(X
p, Y p), E := Fp(X,Y ), alors les corps

K(X + tY ), t ∈ K sont deux à deux distincts.
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Théorème 6.2 (d’Alembert-Gauss) Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration : Le corps des réels n’admet pas d’extension de degré
impair > 1. Si K ≥ C est une extension de degré n, alors il existe a ∈ K
tel que K = R(a) car K/R est séparable (caractéristique nulle). Quitte à
remplacer K par un corps de décomposition sur R du polynôme minimal de
a, on peut supposer que K/R est galoisienne. Soit G son groupe de Galois,
soit P un 2−groupe de Sylow de G. Alors KP est une extension d’ordre
impair de R donc KP = R et P = G. Mais alors, |G| = 2a pour un certain
a ≥ 1. Si a > 1, il existe un sous-groupe H ≤ Gal(K/C d’ordre 2a−2. Mais
alors KH est une extension de degré 2 de C absurdo !

K

2a−1

2a−2

K ′

2

C

2

R

Q.e.d.

Exemple : soit k un corps. Soient L := k(x1, ..., xn), K := k(s1, ..., sn).
Alors a := x1x

2
2...x

n
n est un élément primitif de L sur K et xn est un élément

primitif pour LSn−1/K.

6.2 Théorème de la base normale

Soit E/K une extension galoisienne de groupe G. Une base e1, ..., en de
E sur K est normale si pour tout i, il existe σ ∈ G tel que ei = σ(e1).

Exemple : le polynôme P := X4+X+1 est primitif sur F2 et toute racine
a de P dans F16 est un élément primitif de F16/F2. La base a, a2, a3, a4 n’est
pas normale (car a8 = Fr3

2(a) = a4 + a2 + a).
Cependant :

Théorème 6.3 (de la base normale pour un corps fini) Soient q une
puissance d’un nombre premier, d ≥ 1, q′ := qd. Il existe θ ∈ Fq′ tel que
θ,Frqθ, ...,Frd−1

q θ est une base de Fq′ sur Fq.

Lemme 6.4 Le polynôme minimal du Fq−endomorphisme Frq sur Fqd est
le polynôme T d − 1.
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Démonstration : Il est clair que Frdq = Id sur Fqd . Si P (Frq) = 0 avec
0 6= P = a0 + ... + aNT

N ∈ Fq[X], alors le polynôme a0X + ... + aNX
qN

s’annule sur Fdq donc a au moins qd racines donc son degré qN ≥ qd et N ≥ d.
Q.e.d.

Démonstration : Soit T d − 1 = P r11 ...P rss la factorisation de T d − 1 en
irréductibles distincts dans Fq[T ]. Comme Fq−espaces vectoriels, on a :

Fq′ = ⊕i ker(P rii (Frq)) .

Comme T d − 1 est le polynôme minimal de l’endomorphisme Frq, pour
tout i, P rii est le polynôme minimal de Frq sur ker(P rii (Frq)). Pour tout
i, soit xi ∈ ker(P rii (Frq)) ≤ Fq′ tel que P ri−1

i (Frq)(xi) 6= 0. Alors l’idéal
{P ∈ Fq[X] : P (Frq)(xi) = 0} contient P rii mais non P ri−1

i . Donc il est
engendré par P rii !

On pose alors θ := x1 + ...+ xs. On a :

d−1∑
k=0

λkFrkq (θ) = 0⇒ ∀ i,
d−1∑
k=0

λkFrkq (xi)

⇒ ∀ i, P rii |
d−1∑
k=0

λkT
k ⇒ T d − 1|

d−1∑
k=0

λkT
k

⇒ ∀ k, λk = 0 .

Q.e.d.

Remarque : si θ, ..., θ2d−1 est une base de F2d sur F2, alors (a0θ + ... +

ad−1θ
2d−1

)2 = ad−1θ + a0θ
2 + ...+ ad−2θ

2d−1 .

Théorème 6.5 (de la base normale pour les corps infinis) Soit E/K
une extension galoisienne. Il existe une base normale de E/K.

Démonstration : Soit e1, ..., en une base de E/K. Soit Gal(E/K) =:
{σ1, ..., σn} avec σ1 = Id. On poseD(T1, ..., Tn) := dét((

∑n
k=1 Tkσ

−1
i σj(ek))i,j) ∈

E[T1, ..., Tn]. Comme la matrice (σi(ek))i,k ∈ GLn(E), il existe c1, ..., cn ∈ E
tels que

∑
k ckσi(ek) = 1 si i = 1, 0 si i 6= 1. Mais alors D(c1, ..., cn) =

détdiag(1, ..., 1) = 1 ⇒ D 6= 0. Donc comme K est infini, on peut trouver
b1, ..., bn ∈ K tels que D(b1, ..., bn) 6= 0. Or :

D(b1, ..., bn) = dét((σ−1
i σj(x))i,j)

si x :=
∑
k bkek. Q.e.d.

Exemples :

a) {1 + i, 1− i} est une base normale pour C/R.
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b) l’ensemble des conjugués de 1 +
√

2 +
√

3 +
√

6 est une base normale de
Q(
√

2,
√

3)/Q mais non celui des conjugués de
√

2 +
√

3.

c) Si p est un nombre premier, si z := e2iπ/p, alors {z, ..., zp−1} est une base
normale mais non {1, z, ..., zp−2}.

d) Soient E = k(x1, ..., xn), K := k(s1, ..., sn), x := x1x
2
2....x

n
n. Alors,

{σ(x) : σ ∈ Sn} est une base normale de E/K.

Remarque : le théorème signifie que le k[G]− module E est libre de rang 1
(où G := Gal(E/K)).

Remarque : soit E/K une extension galoisienne de groupe de Galois G.
D’après le théorème de la base normale, E ' K[G] comme G−module sur
K.

Exercice : Montrer que 1 + ε1
√

2 + ε2
√

3 + ε3
√

6, εi = ±1, ε1ε2ε3 = 1 est
une base normale pour Q(

√
2,
√

3)/Q.
Exercice : Trouver une base normale de Q( 3

√
2, j)/Q.

cours du mercredi 17 mars 2015

7 Extensions cyclotomiques

7.1 Racines primitives n−ièmes

Soit K un corps. Pour tout n ≥ 1, on note µn(K) le sous-groupe de K×

formé des racines de Tn − 1.
Remarque : si L contient un corps de décomposition de Tn − 1 sur K et

si car(K) ne divise pas n, µn(L) est cyclique d’ordre n. Les générateurs de
µn(L) sont les racines primitives n−ièmes de 1.

Une extension cyclotomique est une extension de la forme K(ζn)/K où
K est un corps de caractéristique première à n et ζn une racine primitive
n−ième de 1 (dans un corps de décomposition de Tn − 1 sur K).

Théorème 7.1 Soit une extension cyclotomiqueK(ζn)/K oùK est un corps
de caractéristique première à n et ζn une racine primitive n−ième de 1. Alors
K(ζn)/K est galoisienne de groupe de galois isomorphe à un sous-groupe de
(Z/nZ)×.

Démonstration : L’extension K(ζn)/K est galoisienne car c’est le
corps de décomposition sur K du polynôme séparable Xn − 1.

Si σ ∈ Gal(K(ζn)/K), σ(ζn) = ζmσn pour un mσ ∈ (Z/nZ)×. Le mor-
phisme σ 7→ mσ est injectif. Q.e.d.

Corollaire 7.1.1 Une extension cyclotomique est toujours abélienne.
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7.2 Polynômes cyclotomiques sur Q

Théorème 7.2 Soit ζn ∈ C× un élément d’ordre n. L’extension Q(ζn)/Q
est galoisienne de groupe de Galois ' (Z/nZ)×.

Démonstration : Il suffit de montrer que ζn est de degré ϕ(n) = |(Z/nZ)×|
sur Q. cf. la proposition suivante ... Q.e.d.

On note Φn(X) :=
∏
k∈(Z/nZ)×(X − e2ikπ/n). C’est le n−ième polynôme

cyclotomique .

Proposition 7.3 (i) Φn ∈ Z[X] est unitaire irréductible sur Q, c’est le
polynôme minimal de ζn sur Q pour tout ζn d’ordre n.

(ii) deg Φn = ϕ(n).

(iii) Tn − 1 =
∏
d|n Φd(X).

(iv) Φn(X) =
∏
d|n(Xd − 1)µ(n/d).

Démonstration : Si on suppose que Φd(X) est unitaire à coefficients
entiers, pour d < n, alors le quotient de la division euclidienne de Xn−1 par∏

d|n
d<n

Φd(X) est un polynôme à coefficients entiers (unitaire). Or ce quotient

est précisément Φn(X). Pour montrer l’irréductibilité de Φn, on considère
P le polynôme minimal de ζ, une racine primitive n−ième de 1, sur Q. On
montre que si p est un nombre premier tel que p 6 |n, P (ζp) = 0.

Cela suffit car toute racine de Φn s’écrit ζp1...pm = ζp
. .
.

1

pn

pour certains
nombres premiers pi qui ne divisent pas n En effet, soit ∆ le discriminant de
Xn − 1. On a :

∆ =
∏

1≤i<j≤n
(ζi − ζj)2 = ±

∏
1≤i,j≤n
i 6=j

(ζi − ζj)

= ±
∏

1≤i≤n
ζi

∏
1≤j≤n
j 6=i

(1− ζj−i)

= ±(
∏

1≤k≤n−1

(1− ζk))n

car ζ1+...+n = ζn(n+1)/2 = ±1 (vu que (ζn(n+1)/2)2 = 1). Donc :

∆ = ±(
Xn − 1

X − 1
(1))n = ±(1 + ...+Xn−1)(1)n = ±nn .

Notons z1, ..., zr les racines de P . Comme P |Xn − 1 dans Q, P ∈ Z[X].
Donc P (Xp) = P (X)p mod pZ[X]. Si P (ζp) 6= 0, ζp 6∈ {z1, ..., zr} et P (ζp) =∏r
i=1(ζp − zi) divise ∆ dans Z[ζ]. Or P (ζp) = P (ζ)p = 0 mod pZ[ζ]. Donc
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p|nn dans Z[ζ] donc dans Z car Q∩Z[ζ] = Z. C’est absurde car p 6 |n. Q.e.d.

Exemple : si p premier, Φp = 1 + ...+Xp−1.
Exercice : déterminer Φn(X) si 1 ≤ n ≤ 8.
Exemple : Φ105(X) = X48 +X47 +X46−X43−X42−2X41−X40−X39 +

X36 +X35 +X34 +X33 +X32 +X31−X28−X26−X24−X22−X20 +X17 +
X16 +X15 +X14 +X13 +X12 −X9 −X8 − 2X7 −X6 −X5 +X2 +X + 1.

Exercice :Q(ζn)Q(ζm) = Q(ζppcm(m,n)) ;Q(ζn)∩Q(ζm) = Q(ζpgcd(m,n)) ;
Q(ζn) = Q(ζm) ⇔ {n,m} ⊆ {k, 2k} pour un k impair. Si K = Q(

√
3),

K(ζ3) = K(ζ4) ; Q(ζn) ∩R = Q(cos(2π/n)).
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7.3 Théorème de Kronecker-Weber

Théorème 7.4 Soit K/Q une extension abélienne. Alors, K ≤ Q(ζn) pour
une certaine racine primitive n−ième ζn.

Exemple : Q(i) = Q(ζ4), Q(
√

2) ≤ Q(ζ8).
Démonstration : Dans le cas où K/Q est quadratique : on introduit

les sommes de Gauss :
si χ : (Z/NZ)× → C× est un caractère, on pose pour tout a ∈ Z,

χ(a) := χ(amodN) si (a,N) = 1, 0 sinon.
Pour tout a ∈ Z, soit Ga(χ) :=

∑N−1
x=1 χ(x)ζaxN où ζN := e2iπ/N .

Proposition 7.5 Si χ est primitif ( i.e. si M > 1 est un diviseur strict de
N , χ n’est pas trivial sur ker((Z/NZ)× → (Z/MZ)×)), alors on a :

(i) ∀ a ∈ Z, Ga(χ) = χ(a)G1(χ) ;

(ii) G1(χ) = χ(−1)G(χ) ;

(iii) |G1(χ)|2 = N .

Démonstration : Si (a,N) = 1, on a :

Ga(χ) =
∑

x∈(Z/NZ)×

χ(x)ζaxN =
∑

y∈(Z/NZ)×

χ(ya−1)ζyN

= χ(a−1)
∑

y∈(Z/NZ)×

χ(y)ζyN

= χ(a)G1(χ) .

Si (a,N) = d > 1, alors : a = da′ avec a′ ∈ (Z/NZ)× et :

Ga(χ) =
∑

x∈(Z/NZ)×

χ(x)ζda
′x

N

= χ(a′
−1

)
∑

y∈(Z/NZ)×

χ(y)ζdyN

= χ(a′
−1

)
r∑
i=1

∑
h∈Hd

χ(yih)ζdyihN

où Hd := ker

(
(Z/NZ)× → (Z/(N/d)Z)×

)
et y1, ..., yr est un système de

représentants de (Z/NZ)×/Hd.
Donc Ga(χ) = χ(a′−1)

∑r
i=1 χ(yi)ζ

yi
N

∑
h∈Hd

χ(h)

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 si on suppose χ|Hd

non trivial. Or, χ(a) = 0 si (a,N) = d > 1. Q.e.d.
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Corollaire 7.5.1 Si p est un nombre premier impair, alors G1(χp) = ±
√(

−1
p

)
p,

où χp : a 7→
(
a
p

)
est le symbole de Legendre.

On en déduit que Q(
√
p) ⊆ Q(i,

√(
−1
p

)
) ⊆ Q(i, ζp) ⊆ Q(ζ4p) ... Q.e.d.

Exercice : vérifier que 2 sin(2π/7) + 2 sin(3π/7)− 2 sin(π/7) =
√

7.

8 Norme et trace

Soit E/K une extension finie. Si α ∈ E, on note :

NE/K(α) := détKmα, TrE/K(α) := TrK(mα) .

Exemple : NC/R(z) = |z|2, TrC/R(z) = 2<z.
Remarque : la norme est à valeurs dans K× et la trace dans K.

Proposition 8.1 Soient E/K une extension finie et α ∈ E de polynôme
minimal sur K :

Tn + a1T
n−1...+ an .

(i) Si E = K(α), alors NE/K(α) = (−1)nan et TrE/K(α) = −a1.

(ii) Si [E : K(α)] = r, alors NE/K(α) = (−1)nrarn et TrE/K(α) = −ra1.

(iii) Transitivité : si K ≤ L ≤ E, NE/K = NL/K ◦ NE/L et TrE/K =
TrL/K ◦ TrE/L.

(iv) Si E/K est galoisienne de groupe de Galois G = {σ1, ..., σm}, alors :

NE/K(α) = σ1(α)...σm(α), TrE/K(α) = σ1(α) + ...+ σm(α)

Exercice : en utilisant la trace et la norme, montrer que 3
√

3 6∈ Q( 3
√

2) et que
1 + 3
√

2 n’est pas un carré dans Q( 3
√

2).
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Démonstration : Soit χα,E/K le polynôme caractéristique de mα :

E → E. On a χα,E/K = (χα,K(α)/K)[E:K(α)].
Pour la transitivité, on se ramène au cas où E = L(x). SoitXr+a1X

r−1+
... + ar ∈ L[X] le polynôme minimal de x sur L. Soit e1, ..., em une base de
L/K. On a une base de E/K : eix

j , 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ r − 1. Dans cette
base la matrice de la multiplication par x est donnée par :

0 0 −Ar
Im

0

0

0 0 Im −A1


où les Ai ∈Mm(K) sont les matrices des mai dans la base ei.

On a alors :NE/K(x) = (−1)mrdétAr = (−1)mrNL/K(ar) = (−1)mrNL/K((−1)rNE/L(x)) =
NL/K(NE/L(x)). Q.e.d.

9 Extensions cycliques

Une extension cyclique est une extension galoisienne de groupe de Galois
cyclique.

Exemples : les extensions des corps finis, Q(ζp)/Q, si p premier (où ζp :=
e2iπ/p, C(t1/n)/C(t) est galoisienne cyclique de groupe de Galois Z/nZ.

Contre-exemple : Q(ζ8)/Q.

9.1 Théorème 90 de Hilbert

Théorème 9.1 Soit E/K une extension cyclique. Soit σ un générateur de
Gal(E/K). Si b ∈ E, alors sont équivalentes :

i) NE/K(b) = 1 ;

ii) b = aσ(a)−1 pour un certain a ∈ E×.

Démonstration : Soit c tel que a := bc+bσ(b)σ(c)+...+
∏n−1
i=0 σ

i(b)σn−1(c) 6=
0 où n := [E : K]. On a b = a/σa. Q.e.d.

Théorème 9.2 (Kummer) Soit E/K une extension finie. On suppose que
la caractéristique de K est première à n et que K contient une racine pri-
mitive n− ième de l’unité.

(i) Si E/K est cyclique de degré n, alors il existe α ∈ E tel que E = K(α)
et αn ∈ K.
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(ii) S’il existe α ∈ E tel que E = K(α) et αn ∈ K, alors E/K est galoi-
sienne cyclique et il existe d tel que d|n, E/K est de degré d, αd ∈ K
et T d − αd est le polynôme minimal de α sur K.

Démonstration :

(i) on a N(ζ−1) = ζ−n = 1. Donc il existe α ∈ E tel que σα/α = ζ. Alors
le polynôme minimal de α sur K Pα est de degré ≤ n et a au moins n
racines distinctes :

α, σα = ζα, ..., σn−1α = ζn−1α .

Donc Pα = (T − α)...(T − ζn−1α) = Tn − αn. En particulier, αn ∈ K
et E = K(α).

(ii) Il est clair que E/K est le corps de décomposition du polynôme sépa-
rable Xn−αn sur K. Donc E/K est galoisienne. On a un morphisme
injectif de groupes : G := Gal(E/K)→ Z/nZ s 7→ ks où sα/α = ζks .
Donc Gal(E/K) est cyclique. Soit d := |Gal(E/K)|. Soit s un géné-
rateur de G. On a s(α) = ζksα où sd = Id ⇒ ks = 0 mod n/d. Mais
alors s(αd) = αd et αd ∈ K. Donc d = [K(α) : K] ⇒ T d − αd est le
polynôme minimal de α sur K.

Q.e.d.

Exercice : soit p un nombre premier. Vérifier que l’extensionQ(ζn, n
√
p)/Q(ζn)

est galoisienne cyclique de groupe de Galois ' Z/nZ si n est impair (on note
ζn := e2iπ/n). Si n = 8, déterminer [Q( 8

√
2, ζ8) : Q(ζ8)].

Exercice : si E/K est galoisienne cyclique de degré p = car(K), alors il
existe α ∈ E, a ∈ K tels que E = K(α) et αp − α− a = 0.

Cours du mardi 7 avril 2015

10 Résolubilité par radicaux

Une extension L/K est résoluble s’il existe E ≥ L ≥ K telle que E/K
est galoisienne de groupe de Galois résoluble.

On rappelle qu’un groupe fini G est résoluble s’il existe une suite de
sous-groupes :

G = G0 ≥ ... ≥ Gn = 1

tels que Gi+1 / Gi et Gi/Gi+1 est cyclique d’ordre un nombre premier p qui
divise |G|.

Remarque : cela revient à dire que Dn(G) = 0 si n >> 0.
Exemple : le groupe S4 est résoluble mais non le groupe S5.
Exercice : si H / G, G est résoluble ⇔ H et G/H résolubles.
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Soit K un corps de caractéristique nulle. On dit qu’une extension L/K
est résoluble par radicaux s’il existe une tour d’extensions K = K0 ≤ .... ≤
Km = E ≥ L telle que :

∀j ≥ 1, ∃αj ∈ Kj+1, nj > 0, Kj+1 = Kj(αj) et α
nj
j ∈ Kj , [Kj(αj) : Kj ] = nj .

Si car(K) = 0, si f ∈ K[X], on dit que f est résoluble par radicaux s’il
existe une tour d’extensions K = K0 ≤ .... ≤ Km telle que :

∀j ≥ 1, ∃αj ∈ Kj+1, nj > 0, Kj+1 = Kj(αj) et α
nj
j ∈ Kj , [Kj(αj) : Kj ] = nj

et f est scindé dans Km.
Exemple : le polynôme X7 − 1 est résoluble par radicaux sur Q car ...

Théorème 10.1 Soit K de caractéristique nulle. Une extension finie L/K
est résoluble par radicaux si et seulement si elle est résoluble.

Lemme 10.2 On suppose car(K) = 0. Soit L/K une extension galoisienne
de groupe de Galois G. Soit K ′ ≥ K. Soit E un corps qui contient L,K ′.
Alors LK ′/K ′ est galoisienne de groupe de Galois isomorphe à un sous-
groupe de G.

Démonstration : On peut supposer que E/K est galoisienne. Montrons
que Gal(E/LK ′) /Gal(E/K ′). Soient s ∈ Gal(E/LK ′), t ∈ Gal(E/K ′). On
a tst−1(x) = x si x ∈ K ′. Si x ∈ L, t−1(x) ∈ L car L/K est galoisienne donc
tst−1(x) = tt−1(x) = x. Donc tst−1 ∈ Gal(E/LK ′). De plus, le morphisme
de groupes Gal(LK ′/K ′)→ Gal(L/K), s 7→ s|L est injectif. Q.e.d.

Démonstration :

résoluble ⇒ résoluble par radicaux :

Supposons L/K galoisienne de groupe de Galois G résoluble. Nous allons
montrer par récurrence sur n = |G| = [L : K] que L/K est résoluble par
radicaux. Si n = 1, il n’y a rien à faire. Si n > 1 ...

Il existe des sous-groupes G = G0 ≥ G1 ≥ ... ≥ GN = e tels que
∀ i, Gi+1 / Gi et Gi/Gi+1 est cyclique d’ordre premier pi. Posons n′ :=∏
pi distincts pi ≤ n. Soit ζ une racine primitive n′ième de l’unité dans une

extension de K. On a [K(ζ) : K] ≤ ϕ(n′) < n′ ≤ n. Donc par hypothèse de
récurrence il existe une suite d’extensions par radicaux :

K = K0 ≤ ... ≤ KN ≥ K(ζ) .

Soit K ′ := KN . Posons Li := LGi . On a Li+1/Li galoisienne de groupe
de Galois cyclique Gi/Gi+1. Pour tout i, Li+1K

′/LiK
′ est galoisienne de

groupe de Galois trivial ou isomorphe à Gi/Gi+1 d’après le lemme ci-dessus.

36



Dans ce dernier cas, d’après le théorème de Kumer, Li+1K
′ = LiK

′(αi) pour
un certain αi ∈ Li+1K

′ tel que :

[Li+1K
′/LiK

′] = pi et αpii ∈ LiK
′ .

On a donc une tour d’extensions radicales :

K = K0 ≤ K1 ≤ ... ≤ KN ≤ KN+1 ≤ ... ≤ KN+M ≥ LK ′ ≥ L

où KN+j := LjK
′.

Donc L/K est résoluble par radicaux.
Réciproquement, démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 10.3 Soient K ≤ L ≤ M . On suppose car(K) = 0. L’extension
M/K est résoluble si et seulement si M/L et L/K le sont.

Attention ! si K ≤ L ≤ M et si L/K et M/L sont galoisiennes, M/K
n’est pas forcément galoisienne : par ex. : Q( 4

√
2) ≥ Q(

√
2) ≥ Q.

Démonstration :
Supposons L/K et M/L résolubles. Soit E ≥ M ≥ L ≥ K avec E/K

galoisienne. Soit L′ le sous-corps de E engendré par les σ(L) où σ décrit
Gal(E/K). Alors E ≥ L′ ≥ L ≥ K et L′/K est galoisienne de groupe de
Galois Gal(L′/K) résoluble. De même, soit M ′ le sous-corps de E engendré
par les σ(M) où σ décrit Gal(E/L). Alors, E ≥ M ′ ≥ M ≥ L tel que
M ′/L est galoisienne de groupe de Galois Gal(M ′/L) résoluble. Soit M”
le sous-corps de E engendré par les σ(M ′) où σ décrit Gal(E/K). Alors
M” ≥ M,L′ ≥ K et M”/K est galoisienne. Or, Gal(M”/L′) est résoluble
car isomorphe à un sous-groupe de :∏

σ∈Gal(E/K)

Gal(σ(M ′)/L′) ≤
∏

σ∈Gal(E/K)

Gal(σ(M ′)/σ(L))︸ ︷︷ ︸
'Gal(M ′/L)

.

Comme Gal(M”/K)/Gal(M”/L′) ' Gal(L′/K) est aussi résoluble, Gal(M”/K)
est résoluble.

Par ex. : si M = Q( 4
√

2), L = Q(
√

2),K = Q, M” = Q( 4
√

2, i). Q.e.d.

On suppose que l’on a une tour d’extensions :

K = K0 ≤ ... ≤ KN ≥ L

où ∀ i, Ki+1 = Ki(αi) pour un αi ∈ Ki+1 tel que [Ki+1 : Ki] = ni et
αnii ∈ Ki. Posons n :=

∏
i ni et ζ une racine primitive n−ième de l’unité

dans une extension de K. On a les inclusions :

K = K0 ≤ K(ζ) ≤ K1(ζ) ≤ ... ≤ KN (ζ) .
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Pour tout i, l’extension Ki+1(ζ)/Ki(ζ) est résoluble car galoisienne cyclique
(cf. le théorème de Kummer). L’extension K(ζ)/K aussi est résoluble car
galoisienne de groupe de Galois abélien (isomorphe à un sous-groupe de
Gal(Q(ζ)/Q) ' (Z/n′Z)×). Donc par le lemme précédent, on en déduit par
récurrence que KN (ζ)/K est résoluble.

Q.e.d.

Rappelons le :

Théorème 10.4 Soit K de caractéristique nulle. Une extension L/K est
résoluble si et seulement si elle est résoluble par radicaux.

Si P ∈ K[X] est un polynôme séparable, on dit que P est résoluble par
radicaux si le corps de décomposition de P sur K est résoluble par radicaux
(sur K) i.e. toutes les racines de P sont dans une extension résoluble par
radicaux sur K.

Exemple : X7 − 1 est résoluble par radicaux sur Q car e2iπ/7 = x+
√
x2−4
2

où x := −1
3 + 1

3

(
3
√

7+21i
√

3
2 +

3
√

7−21i
√

3
2

)
.

Théorème 10.5 (Galois) Soit P ∈ Q[X] un polynôme irréductible de de-
gré p premier. Alors sont équivalentes :

(i) P est résoluble par radicaux ;

(ii) pour toutes racines x1 6= x2 de P , Q(x1, x2) est le corps de décompo-
sition sur Q de P ;

(iii) il existe x1, x2 racines de P telles que Q(x1, x2) est le corps de décom-
position sur Q de P .

Démonstration : ii ⇒ iii : facile ; iii ⇒ i : le groupe de Galois G de
Q(x1, x2)/Q est d’ordre ≤ p(p − 1) car σ ∈ G est déterminé par σ(x1) et
σ(x2). Donc G contient un seul p−groupe par exemple : H := 〈(12....p)〉.
Donc H /G et G ≤ NSp(H). Or NSp(H)/H est cyclique comme nous allons
le voir. Q.e.d.

Théorème 10.6 Soit p un nombre premier. Soit Affp le groupe des bijec-
tions affines Fp → Fp, z 7→ az + b, où a ∈ F×p , b ∈ Fp. On peut identifier
Affp avec un sous-groupe de Sp en associant à x 7→ ax+ b la permutation :
i 7→ [ai + b], représentant de ai + b dans {1, ..., p}. Alors Affp est le nor-
malisateur de 〈(12...p)〉 et Affp/〈(12...p)〉 ' F×p est cyclique (donc Affp est
résoluble).

Tout sous-groupe transitif et résoluble de Sp est conjugué à un sous-
groupe de Affp.

Démonstration :
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Dans Sp, il y a (p − 2)! sous-groupes d’ordre p donc le normalisateur
du sous-groupe engendré par le p−cycle (12...p) est d’ordre p(p − 1). Or
Affp est d’ordre p(p − 1) et est contenu dans le normalisateur de 〈(12...p)〉.
Donc Affp = NSp(〈(12...p)〉). De plus Affp est résoluble car Affp/〈(12...p)〉 '
(Fp)

×.
Soit H ⊆ Sp un sous-groupe transitif. Si H ′ / H, alors les H ′−orbites

dans {1, ..., p} sont H−stables et de même cardinal car H ′hx = hH ′x. Il y
en a donc p ou 1. Donc H ′ = 1 ou H ′ est encore transitif. On en déduit que
si 1 6= H ′, H ′ contient autant de p−Sylow que H (car H ′ est distingué et
les p−Sylow sont conjugués). Donc si H est résoluble transitif, H contient
un seul p−sous-groupe de Sylow. Donc est contenu dans le normalisateur du
groupe engendré par un p−cycle qui est conjugué à Affp. Q.e.d.

Corollaire 10.6.1 Si H est un sous-groupe transitif et résoluble de Sp, alors
si h ∈ H a deux points fixes dans {1, ..., p}, h = 1.

Démonstration : Il suffit de vérifier que si h ∈ Affp a deux points fixes,
alors h = 1. Q.e.d.

Fin de la démonstration du théorème de Galois : i ⇒ ii : soit L
un corps de décomposition de P sur Q, soient x1, x2 deux racines de P , si
σ ∈ Gal(L/Q(x1, x2)), σ est dans un sous-groupe résoluble transitif de Sp

avec au moins deux points fixes donc σ = 1. Donc L = Q(x1, x2) q.e.d.

Corollaire 10.6.2 Si P ∈ Q[X] est un polynôme résoluble par radicaux
irréductible de degré p premier, alors P a une seule ou toutes ses racines
réelles.

Démonstration : S’il y a au moins 2 racines réelles x1, x2, alors
Q(x1, ..., xp) = Q(x1, x2) ≤ R et tous les xi sont réels ! Q.e.d.

Exemple : le polynôme X5− 4X + 2 n’est pas résoluble par radicaux sur
Q.

Cours du mardi 21 avril 2015

11 Calcul du groupe de Galois

11.1 Discriminant

Soit P ∈ K[X] un polynôme de degré n et de coefficient dominant an ∈
K× sur un corps K de caractéristique 6= 2. On note x1, ..., xn les racines de
P dans un corps de décomposition. Alors :

∆P := a2n−2
n

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)2
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est le discriminant de P . On a ∆P ∈ K.
Remarque : si P est unitaire, alors on a ∆p = (−1)n(n−1)/2∏n

i=1 P
′(xi).

Exercice 1 Si P est unitaire de degré n, alors ∆P = (−1)n(n−1)/2nn
∏n−1
j=1 P (ηj)

où les ηj sont les racines de P ′.

Exercice 2 Si P = aX2 + bX + c avec a 6= 0, ∆P = b2 − 4ac. Si P =
a3X

3 +a2X
2 +a1X+a0 est de degré 3, alors : ∆P = a2

1a
2
2−4a0a

3
2−4a3

1a3 +
18a0a1a2a3 − 27a2

0a
2
3.

Exercice 3 Si P est de degré n, alors ∆P est un polynôme à coefficients
entiers, homogène de degré 2n− 2 en les coefficients de P .

Théorème 11.1 Si P est séparable, si G est le groupe de Galois de P sur
K, vu comme sous-groupe de Sn, alors

G ≤ An ⇔ ∆ ∈ (K×)2 .

Démonstration : Soit L le corps de décomposition de P sur K. Posons
δ :=

∏
1≤i<j≤n(xi − xj) ∈ L. Alors ∆ ∈ (K×)2 ⇔ δ ∈ K ⇔ δ ∈ LG. Or si

σ ∈ G, σ(δ) = ε(σ)δ. Donc δ ∈ K ⇔ ∀ σ ∈ G, ε(σ) = 1. Q.e.d.

Exercice : déterminer le discriminant de P := X5+20X+16 et en déduire
que le groupe de Galois de P est contenu dans A5 (indication : vérifier que
∆p = 216.56).

11.2 Réduction modulo un nombre premier

Soit P ∈ K[T ], un polynôme séparable unitaire de degré n.
Soit L un corps de décomposition sur K du polynôme P . Soient a1, ..., an

les racines de P dans L. On pose :

θ := u1a1 + ...+ unan ∈ L[u1, .., un]

∀ s ∈ Sn, θ
s := us(1)a1 + ...+ us(n)an .

Remarque : les θs, s ∈ Sn sont deux à deux distincts.
On note F (T, u) :=

∏
s∈Sn(T − θs) ∈ L[u1, ..., un, T ]. Alors F (T, u) ∈

K[T, u]. En effet, ∀ s ∈ Sn, θ
s = u1as−1(1) + ...+ unas−1(n). Donc F (T, u) ∈

Z[T, u, σ1, ..., σn] où σ1, ..., σn sont les fonctions symétriques élémentaires en
les ai :

∀ k, σk =
∑

1≤i1<...<ik≤n
ai1 ...aik

= ± le coefficient de degré n− k de P (T ) = (T − a1)...(T − an) .

En particulier, F (T, u) ∈ K[T, u].
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Remarque : si P (T ) ∈ A[T ] où A est un anneau intègre de corps des
fractions K, alors F (T, u) ∈ A[T, u].

Soit
F (T, u) = F1(T, u)...Fr(T, u)

la décomposition de F en produits d’irréductibles dans K[u1, ..., un, T ].
On pose :

g := {s ∈ Sn : F s1 = F1}

Théorème 11.2 Supposons que F1 est le facteur irréductible qui annule θ.
On peut identifier G := GalP := Gal(L/K) à un sous-groupe de Sn via :

σ(ai) = aσ(i)

pour tout i et tout σ ∈ G.
Avec cette identification, on a g = G.

Démonstration : Soit s ∈ G. On a F s1 (θs) = (F1(θ))s = 0. Or θs =
u1as−1(1) + ... + unas−1(n) = s−1.G(θ) = s−1(θ) (où on considère l’action de
G sur L[u][T ] induite par l’action de G sur L). Donc F s1 (s−1(θ)) = 0 ⇒
s−1(F s1 (θ)) = 0 ⇒ F s1 (θ) = 0. Donc F s1 (qui est l’un des Fi) et F1 ont une
racine commune donc sont égaux !

Réciproquement soit s ∈ g. Comme F1(θ) = 0, F1 s’annule en tous les
σ(θ), σ ∈ G. Donc F1 est divisible dans L[u][T ] par

∏
σ∈G(T − σ(θ)) ∈

K[u][T ]. Or F1 est irréductible donc F1 =
∏
σ∈G(T − σ(θ)). En particulier

les racines de F1 sont les σ(θ) = θσ
−1 , σ ∈ G, où on voit σ−1 dans Sn. Mais

F s1 = F1 ⇒ F1 s’annule en θs ⇒ θs = θσ
−1 pour un σ ∈ G ⇒ s = σ−1 ∈ G.

Q.e.d.

Corollaire 11.2.1 Soient A un anneau factoriel, p ≤ A un idéal premier,
K := Frac(A), K := Frac(A/p). Soit P ∈ A[T ] unitaire, séparable sur K de
degré n tel que P est aussi séparable sur K. Alors le groupe G := GalP/K
est conjugué dans Sn à un sous-groupe de GalP/K .

Démonstration : Soient a1, ..., an les racines de P dans un corps de
décomposition L de K. Soient b1, ..., bn les racines de P dans un corps de
décomposition L de K. Soient θ := u1a1 + ...+unan et θ := u1b1 + ...+unbn.

Soient F (u, T ) :=
∏
s∈Sn(T−θs) et F (u, T ) :=

∏
s∈Sn(T−θs) ∈ A/p[u, T ].

Ce sont des polynômes séparables : en effet, les racines bi sont 2 à 2 distinctes
donc les racines de F aussi ; de même pour F . De plus, F est la réduction de F
mod p. En effet, soit S(u, Y, T ) :=

∏
s∈Sn(T −(us(1)Y1 + ...+us(n)Yn)). Alors

S(u, Y, T ) =
∏
s∈Sn(T − (u1Ys−1(1) + ... + unYs−1(n))) ∈ Z[u,Σ1, ...,Σn, T ]

où les Σi sont les fonctions symétriques élémentaires en les Yi. Si P =
Tn−σ1T

n−1+...+(−1)nσn, F est le polynôme obtenu à partir de S(u, Y, T ) ∈
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Z[u,Σ1, ...,Σn, T ] en remplaçant Σi par σi. De même pour F avec σi mod p
à la place de σi.

Soit F = F1...Fr la décomposition de F en produits d’irréductibles de
K[u, T ]. On suppose que F1(θ) = 0 où θ := u1a1 + ... + unan. Quand on
identifie G à un sous-groupe de Sn via l’action sur les racines ai, on a
G = {s ∈ Sn : F s1 = F1}. On pose θ := u1b1 + ... + unbn. Quitte à re-
numéroter les bi, on peut supposer que F1(θ) = 0. Comme F est séparables,
les Fi sont deux à deux premiers entre eux. Soit H le facteur irréductible
de F dans K[u, T ] qui annule θ. On a H|F1. Donc si s ∈ Sn, représente un
élément de G, on a Hs

= H qui divise F1
s

= F s1 . Or F s1 = Fi pour un certain
1 ≤ i ≤ r et comme les Fj sont deux à deux premiers entre eux, Fi et F1

ont un facteur commun (H) donc sont égaux et i = 1 i.e. F s1 = F1 ⇔ s ∈ G.
Q.e.d.

Application : Soit P ∈ Z[T ] un polynôme séparable. Soit p un nombre
premier. On suppose que P mod p est séparable sur Fp. Soit P = φ1...φr
la décomposition en facteurs irréductibles dans Fp[T ]. Alors le groupe de
Galois de P sur Q contient un σ = c1...cr où les ci sont des cycles à supports
disjoints de longeurs respectives les deg φi.

En effet, soitG le groupe de Galois de P sur Fp. C’est un groupe cyclique ;
soit c un générateur. Pour tout i, l’action de c sur l’ensemble des racines de
φi est transitive. Donc c est un produit de s cycles à supports disjoints de
longeurs respectives les deg φi.

Exemple : P := T 5 − T − 1 est irréductible modulo 5 et P = (T 2 + T +
1)(T 3 + T 2 + 1) mod 2 donc son groupe de Galois G, vu comme sous-groupe
de S5 contient un 5−cycle et un produit d’un 3−cycle et d’une transposition
à supports disjoints : cτ . Donc (cτ)3 = τ ∈ G et G contient un 5−cylce et
une transposition. Cela suffit pour dire que G = S5.

Exercice : Montrer que le groupe de Galois sur Q de X5 + 20X + 16 est
' A5 (indication : réduire modulo 3 et modulo 7).

12 Théorie de la ramification

12.1 Éléments entiers sur un anneau

Soient A ≤ B deux anneaux. On dit que b ∈ B est entier sur A s’il existe
a1, ..., an ∈ A tels que :

bn + a1b
n−1 + ...+ an = 0 .

Si tous les éléments de B sont entiers sur A, on dit que Best entier sur
A.

Exemple :
√

2 est entier sur Z mais non 1/
√

2.

Proposition 12.1 Soit b ∈ B. Sont équivalentes :
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(i) b est entier sur A ;

(ii) A[b] est un A−module de type fini ;

(iii) il existe un A[b]−module fidèle qui est un A−module de type fini.

Démonstration : iii ⇒ i : soit M un A[b]−module fidèle qui est
un A−module de type fini. Soient e1, ..., en des générateurs. Il existe des
coefficients ai,j ∈ A tels que :

∀ j, bej =
∑
i

ai,jej .

On en déduit par récurrence sur n que ∀ j bnej =
∑
i(M

n)i,jei où M :=
(ai,j). Mais alors, χM (b)ej =

∑
i χM (M)i,jei = 0 pour tout j. Donc χM (b)M =

0⇒ χM (b) = 0 car M est fidèle. Or, χM (X) est unitaire à coefficients dans
A. Q.e.d.

Corollaire 12.1.1 L’ensemble des éléments b ∈ B entiers sur A est un
sous-anneau de B.

Démonstration : Si b1, b2 sont entiers surA, alorsA[b1] est unA−module
de type fini tout comme A[b2]. Donc A[b1, b2] est un A−module de type fini.
Si x = b1 ± b2 ou b1b2, alors A[x] ⊆ A[b1, b2] qui est un A[x]−module fidèle.
Donc x est entier sur A

Q.e.d.

Cours du mardi 28 avril 2015

Exercice 4 Soient A ≤ B ≤ C trois anneaux. Alors C entier sur B et B
entier sur A ⇒ C entier sur A.

Exercice : si x ∈ C, alors x est entier sur Z si et seulement si son polynôme
minimal unitaire est à coefficients entiers.

12.2 Anneaux de Dedekind

Soit K/Q une extension finie. On note OK l’anneau des éléments de K
entiers sur Z.

Exemples : O
Q(
√

2) = Z[
√

2], O
Q(
√

5) = Z[1+
√

5
2 ], OQ(

√
−5) = Z[

√
−5].

Proposition 12.2 i) L’anneau OK est intègre ;

ii) l’anneau OK est nœthérien i.e. toute suite croissante d’idéaux I1 ≤ ... ≤
Ik ≤ ... a un élément maximal i.e. tout idéal I de OK peut être engendré
par un nombre fini d’éléments ;
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iii) l’anneau OK est intégralement clos i.e. si x ∈ K = Frac(OK), est entier
sur OK , alors x ∈ OK ;

iv) tout idéal premier non nul de OK est maximal.

Démonstration : ii : soit e1, ..., en une base de K/Q. On peut choisir
les ei ∈ OK . Considérons : K → Qn, x 7→ (TrK/Q(xe1), ...TrK/Q(xen)).
C’est K−linéaire et ça envoie OK dans Zn. C’est injectif car TrK/Q(xei) = 0
pour tout i ⇒ Tr(xK) = 0 ⇒ x = 0 ou Tr = 0 absurde ! Donc OK est un
Z−module de type fini. Si I ≤ OK est un idéal, c’est aussi un Z−module de
type fini.

iv : soit P un idéal premier non nul. OK/P est entier sur Z/(P ∩ Z).
Soit x ∈ P non nul. xn + a1x

n−1 + ...+ an = 0 pour certains entiers ai avec
an 6= 0. Alors 0 6= an ∈ P ∩ Z. Donc P ∩ Z = (p) pour un certain nombre
premier p. Donc OK/P est un corps et P est maximal. Q.e.d.

Définition 6 Un anneau intègre A qui est intégralement clos, nœthérien et
dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux est un anneau de
Dedekind.

Exemple : les corps, Z, OQ(
√
−5), les anneaux de la forme C[X,Y ]/(f) où

f ∈ C[X,Y ] est irréductible et (f, ∂Xf, ∂Y f) = 1.

Théorème 12.3 (Factorisation unique en produit d’idéaux premiers)
Tout idéal non nul a de OK s’écrit :

a = P1...Pr

pour certains Pi idéaux premiers non nuls de OK uniques à permutation près
des termes.

Exemple : dans OQ(
√
−5), 6 = 2.3 = (1 +

√
−5)(1−

√
−5) donc O n’est

pas factoriel, mais on a bien : (6) = P 2
1P2P3 avec P1 = (2, 1 +

√
−5), P2 =

(3, 2 +
√
−5), P3 = (3, 2−

√
−5).

Lemme 12.4 Soit a ≤ OK un idéal non nul. Il existe P1, ..., Pr des idéaux
premiers non nuls tels que a ≥ P1...Pr.

Démonstration : Par l’absurde : soit I un idéal maximal parmi ceux
qui n’ont pas la propriété voulue. Alors I n’est pas premier. Soient x, y
tels que xy ∈ I mais x, y 6∈ I. Par maximalité, I + (x) ≥ P1....Pr et
I + (y) ≥ Q1....Qs pour certains idéaux premiers non nuls Pi, Qj . Mais alors
I ≥ (I + (x))(I + (y)) ≥ P1....PrQ1....Qs d’où la contradiction ! Q.e.d.
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Lemme 12.5 Soit P ≤ OK un idéal premier non nul. On pose :

P−1 := {x ∈ K : xP ≤ OK} .

Alors OK ⊂6= P−1 et si a ≤ OK est un idéal non nul, a⊂
6=
aP−1.

Remarque : P−1 ≥ OK .
Démonstration : On montre d’abord que P−1 6= OK . Soit a ∈ P

non nul. Soient P1, ...., Pr des idéaux premiers non nuls avec r minimal tels
que P1....Pr ≤ (a) ≤ P . Comme P est premier, l’un des Pi par ex. P1 est
P . Comme r est minimal, il existe b ∈ P2....Pr tel que b 6∈ (a). Mais alors
a−1b 6∈ OK . Or bP = bP1 ≤ (a)⇒ a−1bP ≤ OK ⇒ a−1b ∈ P−1.

Supposons par l’absurde qu’il existe a ≤ OK un idéal non nul tel que
aP−1 = a. Soient x1, ..., xn des générateurs de a comme Z−modules. Si
y ∈ P−1, on a :

yxi =
∑
j

ai,jxj

pour certains ai,j ∈ OK . Soit A := (ai,j) ∈ Mn(OK). On a χA(y)xi =∑
j χA(A)i,jxj = 0 pour tout i. Donc χA(y) = 0 et y est entier sur OK . Donc

y ∈ OK . donc P−1 ≤ OK absurde !
Q.e.d.

Démonstration du théorème de factorisation :
Existence : par l’absurde : soit a ≤ OK un idéal maximal pour la propriété

de nêtre pas factorisable en produits d’idéaux premiers. Il existe P un idéal
maximal (premier non nul) tel que a ≤ P . On a :

a ≤ aP−1 ≤ PP−1 ≤ OK .

Comme PP−1 6= P , on a PP−1 = OK . Or aP−1 6= a. Par maximalité,
aP−1 = P1....Pr pour certains idéaux premiers non nuls Pi. Mais alors :

a = PP1...Pr .

Contradiction !
Unicité : Si a = P1...Pr = Q1....Qs pour certains idéaux premiers non

nuls Pi, Qj . Alors P1 contient l’un des Qj par exemple Q1. Par maximalité,
P1 = Q1 En multipliant par P−1

1 , on trouve : P2...Pr = Q2....Qs. On conclut
par récurrence. Q.e.d.

Cours du mardi 5 mai 2015

Exercice 5 Soit A un anneau de Dedekind.
a) Tout idéal I de A est inversible : II−1 = A où I−1 = {x ∈ K : xI ≤ A}.
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b) Un anneau de Dedekind avec un nombre fini d’idéaux maximaux est prin-
cipal (par exemple un anneau de Dedekind local).

c) Si I est un idéal non nul, alors A/I est principal.

d) Tout idéal peut être engendré par deux éléments.

Soit A un anneau de Dedekind (par ex. : A = Z), soit K (par ex ; :
K = Q) le corps des fractions de A. Soit L/K une extension finie séparable,
soit B := A

L la fermeture intégrale de A dans L i.e. B est l’anneau des
éléments de L entiers sur A (par ex. : B = OL). Alors B est un anneau de
Dedekind (exo)

Soit p un idéal premier non nul de A. Il existe P1, ..., Pg des idéaux
premiers non nuls de B deux à deux distincts tels que Bp = P e11 ....P

eg
g pour

certains entiers ei ≥ 1, g ≥ 1. Tout cela est uniquement déterminé.

Définition 7 Les entiers ei sont les indices de ramification de p dans L. Si
tous les ei sont 1, on dit que p est non ramifié dans L, si l’un des ei > 1, on
dit que p est ramifié dans L.

Exemple : si A = Z, K = Q, L = Q(i), B = Z[i], alors on a :

e f g

p = 2 2 1 1

p = 1 mod 4 1 1 2

p = −1 mod 4 1 2 1

car 2Z[i] = (1 + i)2, si p est premier de la forme 1 mod 4, pZ[i] = P1P2

pour certains idéaux premiers distincts P1, P2 de Z[i], si p est premier de la
forme −1 mod 4, pZ[i] reste premier. Donc 2 est le seul nombre premier qui
se ramifie dans Q(i).

12.3 Égalité fondamentale

Théorème 12.6 Si L/K est galoisienne, alors e1 = .... = eg. Autrement
dit Bp = (P1....Pg)

e pour un certain e ≥ 1.

Démonstration : Soit G := Gal(L/K). Le groupe G préserve B. De
plus, G permute les Pi car ce sont les idéaux premiers non nuls de B qui
contiennent p. Posons P := P1. Soit P := {σ(P ) : σ ∈ G}. Supposons par
l’absurde qu’il existe un i tel que Pi 6∈ P. D’après le théorème des restes
chinois, B/P1....Pr '

∏
j B/Pj . Donc il existe α ∈ P tel que α = 0 mod Pi

et α = 1 mod σP pour tout σ ∈ G.
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Soit a :=
∏
σ∈G σα = NL/K(α). On a a ∈ A ∩ Pi = p ≤ P e11 ...P

eg
g . Donc

a ∈ P et il existe un des facteurs σα, σ ∈ G, tel que σα ∈ P . Mais alors
α ∈ σ−1P ce qui contredit α = 1 mod σ−1P (∀ σ ∈ G).

On dit que les Pi sont les idéaux conjugués de P .
Donc Bp = σ(P e11 ...P

eg
g ) = σ(P1)e1 ....σ(Pg)

eg . Soit i, soit σ tel que
σ(P1) = Pi. On trouve : e1 = ei. Q.e.d.

Considérons le corps résiduel B/Pi. C’est une extension finie du corps
fini A/p. Soit fi := [B/Pi : A/p].

Théorème 12.7 Si L/K est galoisienne, tous les corps résiduels B/Pi ont
le même degré f = f1 = ... = fg.

Démonstration : Si σ(P1) = Pi, alors σ induit un isomorphisme
B/P1 ' B/Pi. Q.e.d.

Théorème 12.8 (égalité fondamentale) Soit n = |G|. Alors Bp = (P1...Pg)
e

et n = efg.

Démonstration : Dans le cas où A = Z :
Soit p le nombre premier > 0 tel que p = (p).
OL/(p) '

∏
i OL/P

e
i . Or OL est un Z−module libre de rang n. Donc

OL/(p) ' (Z/pZ)n est de cardinal pn. Pour tout j, P ji /P
j+1
i est un OL/Pi−espace

vectoriel de dimension 1 : en effet, soit x ∈ P ji \P
j+1
i alors (x) =

∏
k 6=i P

rk
k P rii

pour certains idéaux premiers non nuls deux à deux distincts et certains en-
tiers rk. Comme (x) ≤ P ji , ri ≥ j (si ri < j, on multiplie par P−rii et on
trouve une contradiction). Comme x 6∈ P j+1

i , ri = j. Donc xOL/P
j+1
i =

P ji /P
j+1
i car si P 6= Pi, P/P

j+1
i = OL/P

j+1
i . On en déduit que OL/Pi →

P ji /P
j+1
i ,t 7→ tx est surjectif. De plus, si t ∈ OL, tx ∈ P j+1

i ⇒ t ∈ Pi
(en effet, si t 6∈ Pi, t est inversible dans OL/Pi donc il existe s ∈ OL
tel que st = 1 mod Pi mais alors d’une part, stx ∈ P j+1

i et d’autre part,
stx = xmod P j+1

i ⇒ x ∈ P j+1
i absurde !) donc on a un isomorphisme

OL/Pi ' P ji /P
j+1
i .

Comme OL/P ei ≥ Pi/P ei ≥ ... ≥ P
e−1
i /P ei ≥ 0 et pour tout j = 0 à e− 1,

P ji /P
e
i /P

j+1
i /P ei ' P

j
i /P

j+1
i ' OL/Pi ,

on a |OL/P ei | =
∏e−1
j=0 |OL/Pi| = pef . Donc pn = pefg.

Cas général : Soient S := A \ p, A′ := S−1A := {a/s : a ∈ A, s ∈ S},
B′ := S−1B := {b/s : b ∈ B, s ∈ S}. Alors A′ est principal, Frac(A′) = K

et B′ = A′
L est un A′−module libre de rang n = [L : K] (exo). On peut

raisonner comme pour Z : B/Bp ' B′/B′p, A′/pA′ ' A/p, B′/B′p est
un A′/A′p−espace vectoriel de rang n. De plus, dans l’anneau de Dedekind
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B′, on a la décomposition B′p =
∏g
i=1(B′Pi)

ei où les idéaux B′Pi sont pre-
miers, non nuls, deux à deux distincts. Donc n =

∑
i ei[B

′/B′Pi : A′/A′p] =∑
i eifi = efg. Q.e.d.

12.4 Discriminant

Définition 8 Soient A ≤ B deux anneaux commutatifs tels que B est un
A−module libre de rang n. Si x1, ..., xn ∈ B, on note DB/A(x1, ..., xn) :=
dét(TrB/A(xixj))1≤i,j≤n. On note DB/A l’idéal principal de A engendré par
D(x1, ..., xn) où x1, ..., xn est une A−base de B.

Si L/K est une extension finie séparable. On note ∆L/K l’idéal de OK en-
gendré par les DL/K(x1, ..., xn) où (x1, ..., xn) est une K−base de L contenue
dans OL.

Exercice 6 Si A ≤ B sont deux anneaux commutatifs tels que B est un
A−module libre, si x1, ..., xn et x′1, ..., x′n sont deux bases du A−module B,
alors :

DB/A(x′1, ..., x
′
n) = (détP )2DB/A(x1, ..., xn)

où P est la matrice de passage de la base des xi dans la base des x′i.

Proposition 12.9 Si L/K est une extension séparable et si σ1, ..., σn sont
les n K−plongements de L dans Ω une extension algébriquement close de L,
alors pour toute base x1, ..., xn de L/K, on a :

DL/K(x1, ..., xn) = dét(σi(xj))
2
i,j 6= 0 .

Démonstration : Soit Q la matrice (σi(xj))1≤i,j≤n. Pour tous i, j, on
a TrL/K(xixj) =

∑n
k=1 σk(xixj) =

∑n
k=1 σk(xi)σk(xj) = (tQQ)i,j . Q.e.d.

Remarque : en particulier, si L/K est une extension finie séparable, la
K−forme quadratique L→ K, x 7→ TrL/K(x2) est non dégénérée.

Exemple : si L = K[x] est une extension finie séparable de degré n,
alors DL/K(1, ..., xn−1) = (−1)n(n−1)/2NL/K(F ′(x)) = Disc(F ) où F est le
polynôme minimal de x sur K.

Définition 9 (discriminant absolu) Soit K/Q une extension finie de de-
gré n. On note DK/Q := D(x1, ..., xn) où x1, ..., xn est une Z−base de OK .

Exercice : c’est indépendant de la Z−base choisie.
Exemple : si K = Q(

√
d) où d est un entier 6= 1 sans facteur carré, alors :

d OK DK/Q

1 mod 4 Z⊕ Z1+
√
d

2 d

2 mod 4 Z⊕ Z
√
d 4d

−1 mod 4 Z⊕ Z
√
d 4d
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En particulier, si K/Q est une extension quadratique où 2 est le seul
nombre premier ramifié, alors K = Q(i) ou Q(

√
−2) ou Q(

√
2).

Théorème 12.10 (Hermite-Minkowski) Si K/Q est une extension finie
de degré > 1, alors |DK/Q| > 1.

Démonstration : cf. Pierre Samuel, Théorie algébrique des nombres,
§4.3, th. 1 Q.e.d.

12.5 Discriminant et ramification

Lemme 12.11 Soient A un anneau et B1, ..., Br des anneaux contenant A
qui sont des A−modules libres de rang fini. On note B :=

∏q
i=1Bi. Alors

DB/A =
∏r
i=1 DBi/A.

Lemme 12.12 Soient A ≤ B deux anneaux tels que B est un A−module
libre ayant une base x1, ...xn. Soit a un idéal de A. Si on note xi := xi mod a,
alors on a :

D(x1, ..., xn) = D(x1, ..., xn) mod a .

Lemme 12.13 Soient K un corps fini ou un corps de caractéristique nulle
et L une K−algèbre de dimension finie. L’algèbre L/K est réduite si et
seulement si DL/K 6= 0.

Démonstration : Supposons L non réduite. Il existe 0 6= x1 ∈ L
nilpotent. On complète en x1, ..., xn une base de L/K. Pour tout j, la multi-
plication par x1xj est un endomorphisme nilpotent de L donc de trace nulle :
la matrice (Tr(xixj))i,j a donc une première ligne nulle et son déterminant
est 0. Réciproquement, supposons L réduite. Alors l’idéal (0) contient un
produit fini d’idéaux premiers (éventuellement nuls !) : (0) = P e11 ...P

eg
g où

les Pi sont des idéaux premiers deux à deux distincts. Soit x ∈ P1 ∩ ... ∩ Pg.
On a xe1+...+eg ∈ P e11 ...P

eg
g ⇒ xe1+...+eg = 0⇒ x = 0 car L est réduite. Donc

0 = P1 ∩ ... ∩ Pg. Les L/Pi sont des K−algèbres de dimension finie intègres
donc sont des corps et les Pi sont maximaux. On a donc L = L/0 '

∏
i L/Pi.

Donc DL/K =
∏
i DLi/K 6= 0 (où Li := L/Pi).

Q.e.d.

Théorème 12.14 Soit K/Q une extension finie. Le nombre premier p ∈ Z
se ramifie dans OK si et seulement si p|DK/Q.

Démonstration : On a p qui se ramifie si et seulement si l’algèbre
OK/pOK est non réduite i.e. DOK/p = (DK/Q mod p) = 0 i.e. p|DK/Q.

Q.e.d.
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Corollaire 12.14.1 Si K/Q est une extension finie où aucun nombre pre-
mier ne se ramifie alors K = Q.

Plus généralement, on a :

Théorème 12.15 Soit A un anneau de Dedekind, soit K le corps des frac-
tions de A. Soit L/K une extension finie séparable, soit B := A

L la ferme-
ture intégrale de A dans L. Alors un idéal premier p de A est ramifié dans
L si et seulement si DB/A ≤ p (où DB/A est l’idéal de A engendré par les
DL/K(x1, ..., xn), (x1, ..., xn) base de L comme K−ev contenue dans B).

Exercice 7 Soient trois corps K ≤ K ′ ≤ K” tels que [K” : K] est finie. On
a la formule de transitivité suivante :

DK”/K = NK′/K(DK”/K′).D
[K”:K′]
K′/K

où pour tout idéal a′ de OK′ , on note NK′/K(a′) l’idéal de OK engendré
par les NK′/K(a′), a′ ∈ a′.

Exercice 8 Soient p un nombre premier et ζ une racine primitive p−ième
de l’unité. On a :DQ(ζ)/Q = ±pp−2, l’anneau des entiers de Q(ζ) est Z[ζ]
et p est le seul nombre premier p ramifié dans O := Z[ζ]. L’idéal (1− ζ) est
premier dans O, c’est le seul idéal premier au-dessus de p et on a pO = (1−
ζ)p−1 et Z[ζ]/(1−ζ) ' Z/pZ. On a donc e(Q(ζ)/Q) = p−1, f(Q(ζ)/Q) = 1
et g(Q(ζ)/Q) = 1.

12.6 Groupes de décomposition et d’inertie

Soit L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G. Soit P
un idéal premier de OL. On note ZP := {s ∈ G : s(P ) = P}.

Proposition 12.16 [G : ZP ] = g le nombre d’idéaux premiers de OL au-
dessus de p := P ∩ OKet |ZP | = ef .

Définition 10 (groupe d’inertie) Soient kL := OL/P et kK := OK/p.
On note IP le noyau du morphisme : ZP → Gal(kL/kK).

Proposition 12.17 Le morphisme : ZP → Gal(kL/kK) est surjectif. En
particulier, [ZP : IP ] = f et |IP | = e.

Démonstration :
On suppose d’abord que G = ZP . Soit x ∈ OL tel que kL = kK [x] où

x := xmod P . Soit s ∈ Gal(kK/kL). Soit f le polynôme minimal de x sur
K. Notons x1, ..., xm, m ≤ n ses racines. Notons f := (X−x1)....(X−xn) ∈
kK [X]. On a f(x) = 0 ⇒ f(s(x)) = 0. Donc il existe i tel que s(x) = xi.
Soit σ ∈ G tel que σ(x) = xi. On a bien σ = s.
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Cas général : SoitK ′ := LZP . Soit P ′ := P∩OK′ . On a P ′OL = P e(L/K
′)...

et pOK′ = P ′e
′
... pour un certain e′ ≥ 1. Comme OK ≤ OK′ ≤ OL, pOL =

P e(L/K)... avec e(L/K) = e′e(L/K ′) ≥ e(L/K ′).
On a aussi :

kK ≤ OK′/P
′ ≤ OL/P

donc [kL : kK ] = f(L/K) = [OL/P : OK′/P
′][OK′/P

′ : kK ] ≥ f(L/K ′).
Or si on considère l’extension galoisienne L/K ′, comme Gal(L/K ′) = ZP ,

on a g(L/K ′) = 1. D’où :

[L : K ′] = e(L/K ′)f(L/K ′) = |ZP | = [L : K]/g(L/K) = e(L/K)f(L/K) .

Comme e(L/K ′) ≤ e(L/K) et f(L/K ′) ≤ f(L/K), on a forcément e(L/K ′) =
e(L/K) et f(L/K ′) = f(L/K). En particulier OK′/P ′ = Fp. Donc on peut
raisonner avec L/K ′ à la place de L/K et dans ce cas, Gal(L/K ′) = ZP .

Q.e.d.

En déduire :

Exercice 9 Soit K/F une extension galoisienne de corps de nombres. Soit
P un idéal premier de OK , soit I := IP et KI := KI . Alors f(K/KI) = 1 et
g(K/KI) = 1 ; si p := P∩OF , alors p est non ramifié dans KI et KI contient
toutes les extensions F ≤ K ′ ≤ K où p est non ramifié. En particulier, si
F ≤ F ′, F ′′ ≤ K, si p un idéal premier non nul de OF est non ramifié dans
F ′ et dans F”, p est non ramifié dans le compositum F ′F ′′ (indication : en
utilisant la première partie : soit M/F une extension galoisienne contenant
F, F ′, soit I le groupe d’inertie d’un idéal premier au-dessus de p, alors
F, F ′ ≤M I ⇒ FF ′ ≤M I !).

12.7 Théorème de Kronecker-Weber

Pour tout n > 1, on pose ζn := e2iπ/n.
Nous allons démontrer :

Théorème 12.18 (de Kronecker-Weber) Soit K/Q une extension ga-
loisienne finie de groupe de Galois abélien. Alors il existe n tel que K ≤
Q(ζn).

Puisque tout groupe abélien fini est produit de groupes cycliques, il suffit
de traiter le cas où G := Gal(K/Q) est cyclique d’ordre une puissance d’un
nombre premier !

En effet, si K/Q est une extension galoisienne de groupe G1 × G2, si
on pose Ki := KGi , alors K1/Q (resp.K2/Q) est galoisienne de groupe de
Galois ' G2 (resp.G1) et K = K1K2 car Gal(K/K1K2) = Gal(K/K1) ∩
Gal(K/K2) = G1 × 1 ∩ 1×G2 = 1.
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Lemme 12.19 Soit K/Q une extension finie abélienne. Soit p un nombre
premier qui ne divise pas [K : Q]. Soit I le groupe d’inertie d’un idéal
premier P au-dessus de p dans K. Alors, I est cyclique d’ordre qui divise
p− 1.

Démonstration : Soit D le groupe de décompositionde P au-dessus de
Q. Soit kK := OK/P le corps résiduel. Soit π ∈ P \ P 2. Si σ ∈ D, on note
σ ∈ Gal(kK/Fp) l’automorphisme induit sur kK . Considérons l’application :

f : D → k×K

définie par f(σ) := σ(π)/π mod P pour un certain élément π ∈ P \ P 2 fixé.
On vérifie que :

∀ σ, τ ∈ D, f(στ) = f(σ)σ(f(τ)) .

En particulier, f |I est un morphisme de groupes. Soit σ ∈ ker(f |I ).
Soit m l’ordre de σ. Alors p 6 |m. De plus σ(π) = π mod P 2. supposons que
σ(π) = π + aπk mod P k+1 pour un certain a ∈ OK et un k ≥ 2. Comme
OKI/(P ∩ OKI ) ' OK/P (exo), on peut supposer que a est fixé par I. On
a :

π = σm(π) = π + a(πk + ...+ σm−1(π)k) mod P k+1 .

Or, ∀ k, σ(π)k = πk mod P k+1. Donc π = π + amπk mod P k+1. D’où,
a = 0 mod P . On a donc montré que σ(π)−π ∈

⋂
k≥2 π

k = 0. Donc σ(π) = π.
On en déduit que σ = Id sur OK et donc sur K (en effet, pour tout x ∈ OK ,
pour tout n ≥ 0, il existe a0, ..., an ∈ OKI tels que x = a0 + a1π + ... +
anπ

n mod Pn+1 ; donc σ(x)− x ∈
⋂
n P

n = 0).
ainsi f |I est injective. Pour terminer, il suffit de montrer que f(I) ≤

F×p . OR, si σ ∈ I et τ ∈ D, comme D est abélien, f(στ) = f(τσ) =
f(τ)τ(f(σ)) ⇒ f(σ)f(τ) = f(τ)τ(f(σ)) ⇒ f(σ) = τ(f(σ)). Donc f(σ) est
fixé par tous les éléments de Gal(kK/Fp). Q.e.d.

Corollaire 12.19.1 Si K/Q est une extension finie abélienne de degré im-
pair, alors 2 n’est pas ramifié dans K.

Lemme 12.20 Soit K/Q une extension finie cyclique de degré lr où l est un
nombre premier. Il existe K ′/Q une autre extension finie cyclique de degré
une puissance de l telle que l est le seul nombre premier ramifié dans K ′/Q
et telle que :

Kest inclus dans un corps cyclotomique si et seulement si K ′ l’est aussi.

Démonstration : Supposons que p 6= l est un nombre ramifié dans K.
Alors si l 6= 2, p est impair d’après le corollaire précédent. Soit la la plus
grande puissance de l divisant p− 1.Soit F le sous-corps de Q(ζp) de degré
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la sur Q.Soit E := FK. Soit KI le corps d’inertie de E/Q pour p (pour un
idéal premier P de OE au-dessus de p, KI := EIP ). Alors E = FKI , donc
K est inclus dans un corps cyclotomique si et seulement si KI l’est aussi. De
plus, p n’est plus ramifié dans KI et un nombre premier non ramifié dans K
reste non ramifié dans KI ... en un nombre fini d’étapes on arrive donc à un
K ′ comme dans l’énoncé à partir de K. Q.e.d.

Il reste donc à démontrer :

Théorème 12.21 Soit K/Q une extension finie cyclique de degré lr pour
un nombre premier l et un r ≥ 1. On suppose que l est le seul nombre premier
ramifié dans K. Alors K est contenu dans un corps cyclotomique.

Démonstration : On distingue les cas :

si l = 2

Supposons que K/Q est une extension cyclique dedegré 2r pour un cer-
tain r ≥ 1 et que 2 est le seul nombre premier ramifié dans K. Comme
K/Q est cyclique, K contient une seule extension quadratique de degré 2
(où 2 est le seul nombre premir ramifié). Donc Q(i) ou Q(i

√
2) 6≤ K. Par

exemple si i 6∈ K, considérons K1 := K(i)∩R qui est de degré 2r sur Q. Soit
F := Q(ζ2r+2)∩R. On a aussi [F : Q] = 2r. Considérons le corps E := FK1.
Alors K est inclus dans un corps cyclotomique ⇔ K1 l’est ⇔ E l’est. Si
E/Q est cyclique, alors E contient une unique extension de Q de degré 2r

donc F = K1 est contenu dans une extension cyclotomique et K aussi ! Si
E/Q n’est pas cyclique, alors E contient une extensionde Q de groupe de
Galois ' Z/2Z×Z/2Z. En particulier, E contient au moins deux extensions
quadratiques réelles où 2 est le seul nombre premier ramifié. Or Q(

√
2) est

la seule extension de la sorte !
Q.e.d.

si l impair

Q.e.d.

Lemme 12.22 Soit p un nombre premier impair. Il existe une unique ex-
tension cyclique K/Q de degré p où p est le seul nombre premier ramifié ( i.e.
dont le discriminant est une puissance de p). Il s’agit de l’unique sous-corps
de Q(ζp2) de degré p sur Q.

Démonstration : Existence : exo !
Unicité : soit K ′ comme dans l’énoncé. Soit K l’unique sous-corps de

Q(ζp2) de degré p surQ. Soit L = Q(ζ) où ζ := ζp 6= 1 est une racine p−ième
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de l’unité. IL est clair que KL = Q(ζp2).D’après le théorème de Kummer
9.2, K ′L = L( p

√
α) pour un α ∈ L. On peut supposer que α ∈ OL (en effet,

nα ∈ OL pour un certain entier n > 0 et donc npα ∈ OL convient aussi. Soit
λ := 1− ζ ∈ L. On a NL/Q(λ) = p donc (λ) est l’unique idéal premier de OL
au-dessus de p. On va montrer que l’on peut choisir α = 1 mod λp dans OL.
En effet, soit τ un générateur de Gal(L/Q) qu’on prolonge à K ′L. Soit σ un
générateur de Gal(K ′L/L) ' Gal(K ′/(K ′ ∩L)) = Gal(K ′/Q) si on suppose
K ′ 6= Q. Comme Gal(K ′L/Q) est abélien (exo), σ(τ( p

√
α)) = τ(σ( p

√
α)) =

τ(ζ p
√
α) = ζ lτ( p

√
α) pour un certain l générateur de Z/pZ)×. Donc τ( p

√
α)

est un vecteur propre de σ associé à la valeur propre ζ l. Or σ( p
√
α) = ζ p

√
α

donc σ(
p
√
αl) = ζ l p

√
α et p

√
αl est aussi un vecteur propre associé à ζ l. Donc

τ( p
√
α) = c p

√
α pour un c ∈ L. Mais alors : τ(α) = cpαl. Donc τ(α)/α ∈ OL.

On a donc L( p
√
τ(α)/α) = L(

p
√
αl−1) ≤ L( p

√
α). Comme p

√
αl−1 6∈ L (car

σ(
p
√
αl−1) = ζ l−1 p

√
αl−1 et ζ l−1 6= 1 ⇔ l − 1 6= 0 mod p ⇔ l 6= 1 mod p.

Comme l’idéal (λ) est stable par τ , on voit que τ(α)/α est premier à p.
Quitte à remplacer α par τ(α)/α on peut donc supposer α premier à p.
Quitte à remplacer α par αp−1, on peut supposer que α = 1 mod λ (en
effet : |(OL/λ)×| = p − 1). Puisque OL/(λ) ' Z/pZ, α = 1 + aλmod λ2

pour un certain entier a. Or, ζa = 1− aλmod λ2 (exo). Donc en remplaçant
α par ζaα, on obtient un α′ := ζaα = 1 mod λ2 dans OL. Supposons que
α′ = 1+aλe mod λe+1 pour un 2 ≤ e < p.Comme L( p

√
α′) ≤ KK ′L et comme

KK ′L/Q est abélienne, L( p
√
α′)/Q aussi. Donc comme précédemment, on

peut trouver un c ∈ L tel que τ(α′) = cpα′l = cp mod λ2 pour un certain l
générateur de (Z/pZ)×. Or, τ(λ) = 1 − ζ l = λ(1 + ... + ζ l−1) = lλmod λ2.
Donc τ(α′) = 1 + a(lλ)e mod λe+1 = cp mod λ2 ⇒ cp = 1 mod λ. Mais
cp = cmod λ car OL/λ ' Z/pZ. Donc c = 1 mod λ ⇒ cp = 1 mod p ((1 +
tλ)p = 1 mod p. Par conséquent :

1 + a(lλ)e = τ(α′) = α′l = 1 + alλe mod λe+1

d’où : a = 0 ou le = l⇒ p− 1|e− 1 absurde ! Ainsi α′ = 1 mod λe+1. On
peut recommencer ... finalement, on trouve α′ = 1 mod λp.

On va en déduire que K ′ = K. Sinon : posons ξ := 1− p√
α′

λ ∈ KK ′L.
C’est une racine du polynôme f(X) = (X − 1/λ)p − α/λp. D’après ce qui
précède, f(X) est un polynôme unitaire dans OL[X]. Donc ξ est entier (sur
Z). Le discriminant de l’extension KK ′L/KL contient l’idéal engendré par
NKK′L/KL(f ′(ξ)) = NKL(p(ξ − 1/λ)p−1) = εα′p−1 où ε est une unité. Mais
alors, c’est premier à p. Donc l’idéal premier de OKL au-dessus de p est non
ramifié ! Mais alors le groupe d’inertie I d’un idéal premier de OKK′L au-
dessus de p est d’ordre < [KK ′L : Q] = p(p2 − p). Soit T := (KK ′L)I le
corps des invariants. Le nombre premier p n’est pas ramifié dans T et aucun
autre nombre premier ne peut l’être car aucun autre n’est ramifié ni dans K,
ni dans K ′ ni dans L. Donc T = Q absurde ! Q.e.d.
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SoitK/Q une extension cyclique de degré lr où l est premier et l est le seul
premier ramifié dans K. Soit F le sous-corps de Q(ζlr+1) de degré lr sur Q.
Soit E := FK. L’extension E/Q est cyclique ⇔ F = K (car Gal(FK/K) '
Gal(F/(K ∩ F )) est de même ordre que Gal(FK/F ) ' Gal(K/(K ∩ F )) :
lr/[K ∩ F : Q] ; donc si Gal(FK/Q) ce groupe ne contient qu’un seul sous-
groupe d’un ordre donné et Gal(FK/K) = Gal(FK/F ) d’où en prenant
les invariants : F = K). Si E/Q n’est pas cyclique, il existe un quotient de
Gal(E/Q) isomorphe à Z/pZ×Z/pZ (exo) i.e. un corps Q ≤ D ≤ E tel que
Gal(D/Q) ' Z/pZ×Z/pZ. Clairement l est le seul nombre premier ramifié
dans D′ si Q < D′ < D avec [D′ : Q] = p. D’après le lemme précédent, il
existe un unique D′ tel que : Q < D′ < D et [D′ : Q] = p. Donc il existe
un unique sous-groupe d’ordre p dans Gal(D/Q) ' Z/pZ× Z/pZ absurdo !

Q.e.d.

Fin du cours 2015

12.8 Application : le polynôme Xn − X − 1

Soit P := Xn−X−1 ∈ Q[X]. C’est un polynôme irréductible sur Q (cf.
TD) avec des racines x1, ..., xn. On note K ⊆ C le corps de décomposition
de P sur Q.

Théorème 12.23 On a GalQ(P ) = Sn.

Lemme 12.24 Soit p un nombre premier et IP le groupe d’inertie d’un idéal
P ≤ OK au-dessus de P . Alors IP est soit trivial soit engendré par une
transposition.

Démonstration : On note P la réduction de P mod p.
Dans Fp[X], on a :

XP
′ − P = (n− 1)X + n .

Comme p ne divise pas en même temps n et n − 1, on en déduit que le
pgcd de P ′ et P est de degré ≤ 1. Donc P est soit séparable soit avec une
seule racine double et n− 2 racines simples dans OK/P .

Soit e 6= s ∈ IP . Il existe i 6= j tel que s(xi) = xj . Alors s(xi) = xj = xi
car s ∈ IP . Donc xi = xj est l’unique racine double de P . De plus si xk 6= xi,
s(xk) = xk. Donc s = (ij). Q.e.d.

Lemme 12.25 Le groupe G := GalQ(P ) est engendré par les groupes d’iner-
tie IP , P ≤ OK idéal premier.
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Démonstration : Soit H le sous-groupe de G engendré par les IP où
P décrit les idéaux maximaux de OK . C’est un sous-groupe distingué de G.
En effet, si p est un nombre premier, l’ensemble des idéaux maximaux de
OK au-dessus de p est stable par l’action de G. Si σ ∈ G, Iσ(P ) = σIPσ

−1.
Soit k := KH . Nous allons montrer que k = Q. Si k 6= Q, d’après le

théorème d’Hermite-Minkowski, il existe un nombre premier p qui se ramifie
dans Ok. Soit P ′ un idéal maximal de Ok tel que P ′ ∩ Z = pZ. Soit P un
idéal maximal de OK tel que P ∩ Ok = P ′. Soit σ ∈ IP ′ ≤ Gal(k/Q). Soit
σ1 ∈ G tel que σ1|k = σ. On peut supposer que σ1(P ) = P en effet, il existe
t ∈ Gal(K : k) tel que tσ1(P ) = P (cf. la démonstration du théorème 12.6
en l’adaptant à K/k au lieu de K/Q) et on peut ramplacer σ1 par tσ1. On
peut aussi supposer que σ1 ∈ IP en effet, il existe t ∈ Gal(K/k) tel que
t : OK/P → OK/P coïncide avec σ1 : OK/P → OK/P et on peut remplacer
σ1 par t−1σ1. Mais alors σ1 ∈ H et σ = σ1|k est trivial. Donc |IP ′ | = 1 et p
n’est pas ramifié ! Q.e.d.

Lemme 12.26 Soit G ⊆ Sn un sous-groupe transitif engendré par des trans-
positions. Alors G = Sn.

Démonstration : Soit T l’ensemble des transpositions de G. Soient
1 ≤ a 6= b ≤ n. On va montrer que (ab) ∈ G. On choisit s ∈ G tel que
s(a) = b. On écrit s = t1...tp avec ti ∈ T . On choisit s ∈ G tel que s(a) = b
et p est minimal.

On a b dans le support de t1. Sinon t2...tp(a) = t1(b) = b ce qui contredit
la minimalité de p. On a aussi :

s = tjt
′
1...t

′
j−1tj+1...tp

où t′k := tjtkt
−1
j . On en déduit que b est dans le support de tj pour tout j

et donc de tp. De même, on montre que a est dans le support de tp. Donc
tp = (ab) ∈ G car tp est une transposition. Q.e.d.
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Sections non traitées en cours :

13 Cohomologie galoisienne

13.1 G−modules

Soit G un groupe fini. Un G−module est un groupe abélien A sur lequel
G opère et tel que :

(i) 1a = a ;

(ii) s(a+ b) = sa+ sb ;

(iii) (st)a = s(ta) ;

pour tous a, b ∈ A, s, t ∈ G.
Si A,B sont des G−modules, on dit qu’une application f : A → B est

un G−morphisme si ∀ g ∈ G, ∀ a ∈ A, f(ga) = gf(a).
Remarque : si 0 → A → B → C → 0 est une suite exacte, alors la suite

0→ AG → BG → CG est exacte.

13.2 Groupes de cohomologie

13.2.1 En degré 1

On note Z1(G,A) := {f : G→ A : ∀ s, t ∈ G, f(st) = f(s) + sf(t)}.
Si a ∈ A, on note : fa : G→ A, g 7→ ga−a et B1(G,A) := {fa : a ∈ A}.
On pose ensuite : H1(G,A) := Z1(G,A)/B1(G,A).
Exercice : soient G un groupe cyclique et A un G−module. Soit s un

générateur de G. On pose :

NG : A→ A, , a 7→
|G|−1∑
i=0

sia .

Montrer que H1(G,A) ' kerNG/(s − 1)(A) (indication : si NGx = 1,
considérer le 1−cocycle : zx : si 7→ (1 + ...+ si−1)(x).)

Théorème 13.1 (90 de Hilbert) Soit L/K une extension galoisienne. On
a :

H1(G(L/K), L×) = 1

où G(L/K) = Gal(L/K).

Démonstration : Soit f ∈ Z1(G(L/K), L×). D’après le théorème d’in-
dépendance des caractères, il existe un x ∈ L tel que y :=

∑
g∈G f(g)gx 6= 0.

Alors f = fy−1 . Q.e.d.
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Corollaire 13.1.1 On retrouve le théorème 90 de Hilbert si L/K est cy-
clique.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théorème et l’exercice ci-dessus.
Q.e.d.

Soit f : A → B un morphisme de G−modules. Si c ∈ Z1(G,A), alors
f ◦ c ∈ Z1(G,B). De même, si b ∈ B1(G,A), alors b ◦ c ∈ B1(G,B). On
en déduit un morphisme : H1(f)) → H1(G,B) : cmodB1(G,A) 7→ f ◦
cmodB1(G,B).

Proposition 13.2 Si 0 → A
i→ B

j→ C → 0 est une suite exacte ∗, alors il
existe un morphisme δ : CG → H1(G,A) telle que la suite 0→ AG

i→ BG j→
CG

δ→ H1(G,A)
H1(i)→ H1(G,B)

H1(j)→ H1(G,A) est exacte.

Démonstration : On définit δ : soit c ∈ CG. Il existe b ∈ B tel que
c = j(b). Alors, ∀ s ∈ G, j(sb− b) = sc− c = 0. Donc il existe a ∈ A tel que
sb − b = i(a). On pose f : G → A, s 7→ sb − b et δ(c) := f modB1(G,A).

Q.e.d.

13.2.2 En tout degré

Si n ≥ 0, on pose :

Cn(G,A) := {f : Gn → A}

c’est un groupe abélien (addition point par point) qu’on appelle le groupe
des n−cocycles. Si n < 0, on pose Cn(G,A) := 0.

Définition 11 Soit n ≥ 0. Soit f ∈ Cn(G,A). Pour tous g1, ...., gn+1 ∈ G,
on pose :

dn(f)(g1, ..., gn+1) :=

g1f(g2, ..., gn+1) +
n∑
i=1

(−1)if(g1, ..., gigi+1, ..., gn+1 + (−1)n+1f(g1, ..., gn) .

On obtient un morphisme dn : Cn(G,A) → Cn+1(G,A) pour tout n (si
n < 0, dn = 0).

Proposition 13.3 Pour tout n, dndn−1 = 0.

∗. i.e. i est injective, im i = ker j et j est surjective.
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Démonstration : Posons ∂if(g1, ..., gn+1) :=


g1f(g2, ..., gn+1) si i = 0 ;

f(g1, ..., gigi+1, ...gn+1) si 1 ≤ i ≤ n ;

f(g1, ..., gn) si i = n+ 1 ;

.

On a alors :

dndn−1f(g1, ..., gn+1) =
n+1∑
i=0

(−1)i∂idn−1f(g1, ..., gn+1)

=
n+1∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+j∂i∂jf(g1, ..., gn+1) .

Or, si j < i, on a : ∂i∂j = ∂j∂i−1. Donc :

dndn−1f(g1, ..., gn+1) =
∑

0≤i≤n+1
0≤j≤n
j<i

(−1)i+j∂i∂j +
∑

0≤i≤n+1
0≤j≤n
i≤j

(−1)i+j∂i∂j

∑
0≤i≤n+1
0≤j≤n
j<i

(−1)i+j∂j∂i−1 +
∑

0≤i≤n
0≤j≤n
i≤j

(−1)i+j∂i∂j

∑
0≤i′≤n
0≤j′≤n
i′≤j′

(−1)i
′+j′−1∂i

′
∂j
′
+

∑
0≤i≤n
0≤j≤n
i≤j

(−1)i+j∂i∂j

= 0 .

Q.e.d.

Définition 12 (cocycles, cobords et cohomologie) Le groupe Zn(G,A) :=
ker dn est le groupe des n−cocycles et Bn(G,A) := im (dn−1) celui des
n−cobords. Le groupe Hn(G,A) := Zn(G,A)/Bn(G,A) est le n−ième groupe
de cohomologie.

Exercice : H0(G,A) = AG et on retrouve la définition de H1(G,A)
précédente.

Soit f : A → B un morphisme de G−modules. Le morphisme f induit
des morphismes fn : Cn(G,A) → Cn(G,B) qui « commutent aux dn » . en
particulier on obtient des morphismes Hn(f) : Hn(G,A)→ Hn(G,B).

Proposition 13.4 (suite exacte longue de cohomologie) Soit 0→ A
i→

B
j→ C → 0 une suite exacte de G−modules. On a une suite exacte :

0→ H0(G,A)
H0(i)→ H0(G;B)

H0(j)→ H0(G,C)
δ0→ H1(G,A)

H1(i)→ H1(G,B)→ ...

→ Hn(G,A)
Hn(i)→ Hn(G;B)

Hn(j)→ Hn(G,C)
δn→ Hn+1(G,A)→ ...
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14 Théorie de Kummer

L’objectif est de généraliser la bijection suivante :{
extensions Q ≤ K ≤ Q

[K:Q]≤2

}
oo 1:1 // Q×/(Q×)2

Q(
√
d)

d∈Z sans facteur carré
� // dmod (Q×)2.

Soit K un corps contenant le groupe µn des racines n−ièmes de l’unité.
On suppose que la caractéristique de K est nulle ou première à n. Soit
(K×)n ≤ C ≤ K× un sous-groupe tel que C/(K×)n soit fini. Pour tout
c ∈ K×, l’extension K(c1/n)/K est cyclique d’ordre un diviseur de n (cf. le
théorème de Kummer 9.2). On pose L := K(C1/n) le corps engendré par les
K(c1/n) (dans une certaine extension algébriquement close Ω de K fixée).
On a un morphisme injectif de groupes :

GC := Gal(L/K)→
∏

c∈C/(K×)n

Gal(K(c1/n)/K) .

En particulier, l’extension L/K est abélienne.

Proposition 14.1 L’application :

〈·, ·〉 : GC × C/(K×)n → µn (s, c) 7→ 〈s, c〉 := s(c1/n)/c1/n

est bimultiplicative et non dégénérée i.e. induit des isomorphismes :

GC → Hom((C/(K×)n, µn)

C/(K×)n → Hom(GC , µn) .

Démonstration :
Soit G := Gal(L/K). Soit C = (L×)n ∩ K×. La suite exacte courte

1→ µn → L× → (L×)n → 1 induit une suite exacte :

1→ µn → (L×)G∩K× → (L×)n
G

= C → H1(G,µn) = Hom(G,µn)→ H1(G,L×) = 1.

Q.e.d.

Lemme 14.2 Soit L/K une extension abélienne d’exposant un diviseur de
n. Il existe c1, ..., cl ∈ K× tel que L soit le corps de décomposition du poly-
nôme :

(Xn − c1)...(Xn − cl) .
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Démonstration : On raisonne par récurrence sur le degré [L : K]. Soit
G := Gal(L/K). Si G est cyclique on applique le théorème de Kummer 9.2.
Sinon, il existe H1, H2 < G tels que G = H1H2 ' H1 ×H2. Alors L = L1L2

avec Li := LHi . On applique l’hypothèse de récurrence à L1/K et L2/K.
Q.e.d.

Corollaire 14.2.1 SoitK un corps contenant le groupe µn des racines n−ièmes
de l’unité. On suppose que la caractéristique de K est nulle ou première à n.
On a deux bijections réciproques l’une de l’autre :

Ln ∩K×
{
Sous-groupes (K×)n ≤ C ≤ K×

tels que C/(K×)n est fini

}
Φ
��

C_

Φ

��
L

_

Ψ

OO

{
extensions abéliennes finies
d’exposant un diviseur de n

}Ψ

OO

K(C1/n)

15 Extensions d’Artin-Schreier

15.1 Forme additive du théorème 90 de Hilbert

Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G.

Théorème 15.1 Hn(G,L) =

 LG = K si n = 0 ;

0 si n > 0.

Démonstration : Montrons que H1(G,L) = 0. Soit a ∈ L tel que
TrL/K(a) = 1. Soit f ∈ Z1(G,L). On pose b :=

∑
g∈G f(g)ga ∈ L. Pour tout

σ ∈ G, σb = b− f(σ). Q.e.d.

Corollaire 15.1.1 Si L/K est cyclique et si σ est un générateur de Gal(L/K),
alors si x ∈ L, on a :

TrL/K(x) = 0⇔ ∃ y ∈ L, x = σy − y .

Démonstration : L’application Gal(L/K)→ L, σi 7→ (1+...+σi−1)(x)
est un 1−cocycle. Q.e.d.
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15.2 Théorie des extensions d’exposant p en caractéristique
p

Soit K un corps de caractéristique p.

Lemme 15.2 Si c ∈ K, alors le polynôme Xp−X−c ∈ K[X] est séparable et
scindé sur K ou séparable et irréductible sur K de groupe de Galois ' Z/pZ.

Démonstration : Si a est une racine de Xp −X − c, alors les autres
racines sont les a+ i, i ∈ Fp.

Q.e.d.
Soit K une clôture algébrique de K. Soient c1, ..., cn ∈ K. Pour tout i, soit
Li le corps de décomposition sur K (dans K) des polynômes Xp −X − ci.
Soit L = L1...Ln. On a un morphisme injectif de groupes :

Gal(L/K)→
n∏
i=1

Gal(Li/K)

donc Gal(L/K) est abélien fini d’exposant p.
Posons φ : K → K, x 7→ xp − x. Soit C un sous-groupe de K tel

que φ(K) ≤ C ≤ K et C/φ(K) est fini. Notons L := K(φ−1(C)) l’ex-
tension galoisienne engendré par les racines de Xp − X − c, c ∈ C et
GC := Gal(K(φ−1(C))/K).

On considère :

GC × C → Fp, σ, c 7→ 〈σ, c〉 := σ(φ−1(c))− φ−1(c) .

Proposition 15.3 L’application 〈·, ·〉 est biadditive et induit des isomor-
phismes de groupes :

GC → Hom(C/φ(K),Fp)

C/φ(K)→ Hom(GC ,Fp) .

Corollaire 15.3.1 On a deux bijections réciproques l’une de l’autre :

φ(L) ∩K
{
Sous-groupes φ(K) ≤ C ≤ K

tels que C/φ(K) est fini

}
Φ
��

C_

Φ

��
L

_

Ψ

OO

{
extensions abéliennes finies
d’exposant un diviseur de p

}Ψ

OO

K(φ−1(C))

Démonstration : La suite exacte 0 → Fp → L → φ(L) → 0 induit
une suite exacte :

K
φ→ K ∩ φ(L)→ H1(Gal(L/K),Fp)→ 0

62



Or, H1(Gal(L/K),Fp) = Hom(Gal(L/K),Fp) car Gal(L/K) agit trivia-
lement sur Fp. Q.e.d.

Remarque : en particulier, si L/ est galoisienne de degré p, alors il existe
x ∈ L \ K, c ∈ K tels que xp − x = c.

15.3 Théorème d’Artin-Schreier

Il n’existe pas de sous-corps F de C tel que [C : F ] = 3. En effet, on a
le :

Théorème 15.4 Soit Ω un corps algébriquement clos. Soit F ≤ Ω un sous-
corps tel que 1 < [Ω : F ] <∞. Alors F est de caractéristique nulle, Ω = F (i)
pour un i tel que i2 = −1. En particulier [Ω : F ] = 2. De plus, si a ∈ F×,
il y a un unique carré parmi a,−a et toute somme finie non vide de carrés
non nuls est encore un carré non nul dans F×.

Lemme 15.5 Soit F un corps de caractéristique p. Si a ∈ F \ F p, alors
pour tout m ≥ 1, Xpm − a est irréductible dans F [X] pour tout m ≥ 1.

Lemme 15.6 Soit F un corps où −1 n’est pas un carré (en particulier, F est
de caractéristique 6= 2) et tel que chaque élément de F (

√
−1) est un carré.

Alors une somme finie de carrés dans F est un carré dans F et F est de
caractéristique 0.

Démonstration : Si (a +
√
−1b) = (c +

√
−1d)2, alors a2 + b2 =

(c2 + d2)2. Q.e.d.

Démonstration du théorème : Si K est de caractéristique p et si
[Ω : F ] = p, alors F = F p d’après le lemme 15.5 donc Ω/F est séparable.
Dans tous les cas, Ω/F est galoisienne. Si [Ω : F ] 6= 2, on peut supposer
que [Ω : F ] = p un nombre premier impair ou 4. Dans le premier cas, si
car(F ) 6= p, d’après le théorème de Kummer, Ω = F (α) pour un certain α
tel que αp = a ∈ F . On a alors NΩ/F (α) = (−1)p+1a. Soit β ∈ Ω tel que
βp = α. on a N(β)p = a absurde ! Si car(F ) = p, alors Ω = F (α) pour un
α ∈ Ω tel que αp − α =: a ∈ F . Mais alors en considérant un β ∈ Ω tel que
βp−β = aαp−1, on obtient λpp−1−λp−1 = a où β = λ0 + ...+λp−1α

p−1 pour
certains λi ∈ F : absurde ! car Xp −X − a est irréductible sur F

Si [Ω : F ] = 4, on peut trouver Ω ≥ K ≥ F tel que [Ω : K] = 2. On a
car(F ) 6= 2 comme ci-dessus et en raisonnant avec la norme comme préce-
demment, on voit que i 6∈ K. En raisonnant avec F (i) à la place de K, on
trouve i 6∈ F (i) absurde ! Q.e.d.
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