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Exercice 1 Soit G le groupe de Galois de X* — X — 1. Modulo 7 : X% —
X —1=(X-3)(X?+3X2+2X —2). Le polynéme X3 +3X2 42X — 2 ne
s’annule pas en 0, +1, £2, +3 donc est irréductible sur 7 /77Z.

Donc si X* — X — 1 est réductible sur @ donc sur Z, un de ses facteurs
irréductibles est de degré 3. Donc X% — X —1 a une racine dans 7 qui divise le
coefficient constant —1. Donc X4 — X — laurait +1 comme racine. Absurde!
donc X* — X — 1 est irréductible sur @.

On a aussi que G contient un 3—cycle.

Modulo 17 : X*— X —1 = (X +2)(X+5)(X2—~7X +5). Or le discriminant
de X? —7X +5 est —5 qui n’est pas un carré dans Z/17%. Donc X2 —7X +5
est irréductible. Donc G contient une transposition. Comme X% — X — 1,
G est un sous-groupe transitif de &4. Donc son ordre est un multiple de 4.
C’est aussi un multiple de 3 vu que G contient un 3—cycle. Donc 12|G|.
Dot G =24 ou &4. Comme G contient une transposition, G = Sy.

Exercice 2 Soit d € Z; on pose gq(X) := X3+ (2d+2)X?+(2d—1)X 1 €

7Z[X] et fa(X) := g4(X?). On note ; une racine de f; dans C, K4 := Q(6y),

Cyq = Q(6?) et Ly le corps de décomposition de f; dans C. Enfin, on pose

Gq = Gal(Lyg/Q).

a) Comme fq(64) =0, [Kq: Q] < deg fg = 2deg gy = 6.

b) Le polynome g est irréductible sur @ si et seulement s'il est sur Z. Or
gq n’a pas de racine dans Z car une telle racine diviserait le coefficient
constant : —1. Mais +1 ne sont pas racines :

ga(1) =4d +1#0# —1 = gqa(-1) .

Donc g4 est irréductible sur Q.
c¢) Pour le discriminant, on sait que disc(ag X3 +a; X2 +as X +a3) = a3a3 —
4apa3 — 4a3az — 27a3a3 + 18agajazas. Donc :
disc(gq) = (2d+2)2(2d—1)2—4(2d—1)>4+4(2d+2)3—27—18(2d+2)(2d—1)
= (4d* +2d+7)* .

Donc le groupe de Galois de g4 est dans 3. Donc Gal(gy) est d’ordre 3
et forcément, le corps de décomposition de g4 est de degré 3 sur Q. C’est
donc Q(0%) = C4. Donc Cy est une extension galoisienne de @ de degré
3 cyclique.




d)

Notons 1,2, 23 de gq. On a Ly = Q(\/1, ﬁ, VT3) = Q(/x1, /72)

car —(\/371\/@\/373)2 =—-1= ,/r3 = i\ﬁf Or /71, /72 sont de

degré au plus 2 sur Q(x1, z2,23) = Cy. Donc :
[Ld:Q]:[Ld:CdHCd:Q]:?)[Ld:Cd] <4x3=12 .

Soit P le polynéme minimal de 64 sur Q. Comme K4 > Cy, 3|[Ky: Q] <
6 donc [Ky: Q] = 3 ou 6. Si fy est réductible sur @Q alors c’est 3. Donc
quil existe a, b, ¢ € 7 tels que h(X) := X3+aX?+bX +c est le polynéme
minimal de 0, sur Q. On a f4(—04) = ga(63) = fa(64) = 0. Or —h(—X)
est le polynéme minimal de —f; sur Q. Comme —h(—X) # h(X) (co-
efficient constant non nul!), ils sont premiers entre eux etles deux di-
visent fi(X) = f4(—X). Donc pour des raisons de degrés : fq(X) =
—h(X)h(—X) i.e.

XC42d+2Xt +(2d—1)X2 -1 = X4 (20— a®) X + (b? — 2ac) X% — ¢
. D’ou :

c==1

2d +2 = —a®+2b

2d — 1 = b% — 2ac

onadonc3=(2d+2—-(2d—1)) = — b2 +2b+2ac=—(b—1)% -
(a—c)?’+2= (b-12+(a—c)? = -1 absurde' Donc fy est irréductible
sur Q.

On a donc [Ky: Q] =6 et donc [Lg : Q) = 6 ou 12 car 6|[Lg : Q] < 12.
On a |G4/N| = [Cyq : Q] = 3 donc |N| est bien la plus grande puissance
de 2 qui divise |G4| = 6 ou 12. D’ou N est un 2—Sylow. Comme Cy;/Q
est galoisienne, N < Gy, c’est le seul.

Les racines de fg sont 4/, i =1,2,3. On a :

disc(fa) = (V&1 — V&) 2(VET + VE2) (—VET — VI2) (—V/ + V/T2)?
(VB2 — VT (/T2 + VT3 (— VT2 — Vi) (—VTz + VT3
(VT — VB (VT + VI3 (—VET — VE3) (—VEL + VT3

(VT + ViV + Ve (Vs + V)
= 82501332:1:3(331 — x2)4(3:2 — x3)4(a:1 — x3)4 = 82disc(gd)2 .
Donc Gg < .

Dans Gg les éléments d’ordre 6 sont les 6—cycles et les produits d’'un
3—cycle et d’une transposition & supports disjoints. Ces éléments ont
—1 pour signature! Donc s’il n’y a qu’un seul 3—Sylow H dans G, on a
Gqg= N xH = N x H et donc G4 a au moins un élément d’ordre 6 ce
qui est absurde car Gy < . Donc les 3—Sylow de G4 (qui sont d’ordre
3 ne sont pas distingués dans Gg.



Exercice 3 Sin > 1, on pose (, := e

a)

Si H n’est pas distingué, alors I'extension Lf n’est pas galoisienne sur

Q. Donc [Lg: Q] = [Lq: LY [LY : Q] = 12. Soit 2 € Ly tel que LY =
T %

Q(z). Soit P le polyndéme minimal de z sur Q. Soit M le corps de

décomposition de P sur Q. Puisque Q(z)/Q n’est pas normale, on a :

Q < Q(x) < M < Lg. Pour des raisons de degrés, M = Lg.

Donc Gy est d’ordre 12 isomorphe & un sous-groupe de &4 (via son action
sur les racines de P(X)) c’est donc 24, seul sous-groupe de &4 d’ordre
12. Si @Q < C" < K4 est un corps intermédiaire strict, [C” : Q] = 2 ou 3.
Si c'est 3, C' = Cy, car Gal(Ly/C") = Gal(Ly/C") = le seul sous-groupe
d’ordre 4 de Gy. Si c’est 2, alors Gal(Lg : C”) est un sous-groupe d’indice
2 dans 24 ce qui n’existe pas!

2im/n

Notons p = ppcm(m,n). on a : 5/’” = (m. Donc Gy, € Q((p). De méme
Cn € Q(¢p) donc Q(Cm,¢n) < QCppem(m,n))- Réciproquement, comme
p/m et p/n sont premiers entre eux, on peut trouver w,v entiers tels
que :

up/m +vp/n = li.e. 1/p=u/m+v/n

d’ou Cp = Cﬁ@Cf{ € Q(Cma Cn) et Q(C?’m Cn) < Q(Cppcm(m,n))-
Si 0 € Gal(Q(Gns Gn)/Q(Ca)) est Tidentite sur Q) alors o(Gm) = G

et 0(¢,) = ¢, donc 0 = 1 et le noyau du morphisme est trivial; d’ou
injectivité. Il est clair que Q(Gn)! > Q(Gn) N Q(G). Siz € Q(Gn)?,
alors pour tout o € Gal(Q((m, ¢n)/R(¢r)), o(x) = = donc z € Q((,) =
z € Q(Gn) N Q(¢r). On a donc bien Q(Cm)l = Q(Gn) NQ(Cn). Par la

correspondance de Galois, on a :

Gal(Q(Cm)/Q(Cm)I) =1= Gal(Q(Cm)/Q(Cm) N Q(Cn)

d’otul la surjectivité.

Posons d = pged(m,n). On a (4 = ds/d = (ﬁ/d € Q(Gn) NQ(¢). Done

Q<) < Q(¢Gm) N Q(¢). Or, d'une part :
[Q(Cm) : Q] p(m)

[Q(Gm) : R(C)] = Q) : Q) - o(d)

et d’autre part,



Or, on a :

e(m)e(n)=m [[ A-1/¢9n ] (1-1/q)

g premier g premier
qlm q|n
=mn [[ (1-1/g)° 11 (1-1/q)
q premier q premier
qlmetq|n q|m et glh ougln et gl
=pd[[(1-1/g)* [ (1-1/q)
q‘d g premier
qlpetqld
= ¢(p)e(d) .

Il est clair que ¢ est entier sur Z car ¢ est annulé par X?" — 1. Donc
( € Ox = Z[(] < Ok.

Les conjugués de ( (sur Q) sont les Ci 1 <i<9p,i premier a p.
Done Nigjo(1 =€) = I, (1= ) = B (1) o B = [T, (X = ¢7) €

7| X] est le polynéme mlnlmal de ¢ sur Q. Or, z est une racme primi-
tive p" —éme de 'unité < 2P" ~' est une racine p—eéme de I'unité. Donc
O, (X) = CIDP(XPPI) (I'un divise l'autre et les degrés sont les mémes!).
Donc N /(1 — () = ®pr(1) = p. Comme la norme est multiplicative,
si 1 — ( était inversible dans O, alors Ng/q(1 — () serait un entier
inversible i.e. £1 et ce n’est pas le cas! Donc l'idéal (1 — () de O est
propre et (1 — C ) N Z est un idéal propre de Z qui contient p. En effet,
p=(1-¢) (1 — ¢%). Comme l'idéal pZ est maximal dans 7, on a

(1-¢nz= pZ



