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Corrigé de l’examen final de Théorie de Galois du 27 mai

Exercice 1 a) [Fq(X) : Fq(X)G] = |G| = |F×q ||Fq| = q(q − 1).
b) Le polynôme P (T )−P (X) ∈ Fq(P )[T ] est de degré degP = q(q−1) et annule

X donc [Fq(X) : Fq(P )] ≤ q(q−1). Or P (aX+b) = (aqXq+bq−aX−b)q−1 =
aq−1(Xq −X)q−1 = P (X) car a ∈ F×q ⇒ aq−1 = 1 et b ∈ Fq ⇒ bq = b. Donc
Fq(P ) ≤ Fq(X)G ≤ Fq(X) donc :

q(q − 1) ≥ [Fq(X) : Fq(P )] ≥ [Fq(X) : Fq(X)G] = q(q − 1)

et [Fq(X) : Fq(P )] = [Fq(X) : Fq(X)G]⇒ Fq(P ) = Fq(X)G.
c) De même que précédemment : [Fq(X) : Fq(X

q − X)] ≤ q = |H| = [Fq(X) :
Fq(X)H ] or, (X + b)q − (X + b) = Xq − X ⇒ Fq(X

q − X) ≤ Fq(X)H ≤
Fq(X)⇒ Fq(X)H = Fq(X

q −X).

Exercice 2 a) Comme
√

2
2 ∈ Q,

√
3
2 ∈ Q, [Q(

√
2,
√

3) : Q] = [Q(
√

2,
√

3) :
Q(
√

2)][Q(
√

2) : Q] ≤ 4. Si
√

3 ∈ Q(
√

2), alors
√

3 = a+ b
√

2, a, b ∈ Q. Donc
3 = a2 + 2

√
2ab + 2b2 ⇒ ab = 0 car

√
6 ∈ Q. Si b = 0,

√
3 ∈ Q absurde ! si

a = 0,
√

3/
√

2 ∈ Q absurde ! Donc [Q(
√

3,
√

2) : Q] = 4.

b) NF/Q(
√
2)(a) = (2 +

√
2)2(3 +

√
3)(3 −

√
3) = 6(2 +

√
2)2 = 3

√
2
2
(2 +

√
2)2

qui n’est pas un carré dans Q(
√

2) car
√

3 6∈ Q(
√

2). Si a est un carré dans F ,
alors a = α2 avec α ∈ F . Mais alors NF/Q(

√
2)(a) = NF/Q(

√
2)(α)2 serait un

carré dans Q(
√

2) : absurde !
c) [E : Q] = [F (α) : F ][F : Q] = 4[F (α) : F ] ; or, α2 = a ∈ F et α 6∈ F . Donc

[F (α) : F ] = 2 et [E : Q] = 8. Les racines du polynôme minimal de α sur Q
sont les :

σ(α)

où σ décrit les morphismes de corps σ : E → C. Si σ est un tel morphisme,
σ(α)2 = σ(a) = (2 + σ(

√
2))(3 + σ(

√
3)) = (2 ±

√
2)(3 ±

√
3). D’où : σ(α) =

±
√

(2±
√

2)(3±
√

3) ce qui fait au plus 8 valeurs distinctes.
Or, α est de degré 8 sur Q donc son polynôme minimal a exactement 8 racines
ce sont donc les :

±
√

(2±
√

2)(3±
√

3) .

d) αβ =
√

(2−
√

2)(2 +
√

2)(3 +
√

3)2 =
√

2(3 +
√

3) ∈ F ≤ E donc β ∈ E.

De même si on pose γ :=
√

(2 +
√

2)(3−
√

3) et δ :=
√

(2−
√

2)(3−
√

3), on
trouve : αγ = (2 +

√
2)
√

6 ∈ F , αδ = 2
√

3 ∈ F donc ±α,±β,±γ,±δ ∈ E
et E est le corps de décomposition dans C du polynôme minimal de α sur Q.
Comme ce polynôme est séparable sur Q, l’extension E/Q est galoisienne.

e) Il existe σ : E → C un morphisme de corps tel que σ(α) = β car β est
une racine du polynôme minimal de α sur Q. Comme E/Q est galoisienne,
σ(E) = E i.e. σ ∈ G. On sait que σ(

√
2) = ±

√
2, σ(

√
3) = ±

√
3 et donc

σ(α2) = (2±
√

2)(3±
√

3) = σ(α)2 = β2 = (2−
√

2)(3 +
√

3). Or, les nombres

(2±
√

2)(3±
√

3)

sont deux à deux distincts. La seule possibilité est donc : σ(
√

2) = −
√

2 et
σ(
√

3) =
√

3. D’où : σ(αβ) = σ(
√

2(3 +
√

3)) = −
√

2(3 +
√

3) ⇒ σ(β) =
−
√
2(3+

√
3)

β = −
√
2
√

3+
√
3√

2−
√
2

= −α.
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f) De même il exite τ ∈ G tel que τ(α) =
√

(2 +
√

2)(3−
√

3). On a alors
τ(
√

2) =
√

2 et τ(
√

3) = −
√

3⇒ τ2(α) = −α.
Donc σ2(α) = τ2(α) = −α⇒ σ2 = τ2 dans G car E = Q(α).
D’un autre côté, on a :

στ(α) = σ

(√
2 +
√

2

√
3−
√

3

)
=
σ

(√
2 +
√

2
√

3−
√

3α

)
σ(α)

=
(2−

√
2)
√

6√
2−
√

2
√

3 +
√

3

=

√
2−
√

2

√
3−
√

3 .

Donc (στ)2(α) = στ

(√
2 +
√

2
√

3−
√

3

)

=
στ

(√
2 +
√

2
√

3−
√

3α

)
στ(α)

=
στ
(√

2
√

6
)

√
2−
√

2
√

3−
√

3

=
−
√

2
√

6√
2−
√

2
√

3−
√

3

= −
√

2 +
√

2

√
3 +
√

3 = −α .

Donc (στ)2 = τ2 = σ2 dans G.
g) Il existe un morphisme de groupes φ : Q8 → G tel que φ(a) = σ, φ(b) = τ .

Or |Q8| = [E : Q] = |G| = 8. Donc pour montrer que φ est un isomorphisme,
il suffit de montrer que φ est surjectif i.e. que σ, τ engendrent G. Or σ est
d’ordre 4 et τ 6∈ 〈σ〉 (car σ3(α) = −σ(α) = −β 6= τ(α)⇒ 〈σ, τ〉 = G)

h) Q(
√

2) = E〈τ〉, Q(
√

3) = E〈σ〉, Q(
√

6) = E〈στ〉, F = Q〈σ
2〉 (à chaque fois, il

y a une inclusion évidente et égalité des degrés).

Exercice 3 a) Dans F2[X], il y a 4 polynômes de degré 2 : X2, X2 + 1 = (X +
1)2, X2 +X = X(X + 1), X2 +X + 1. Seul X2 +X + 1 est irréductible (car il
n’a pas de racine dans F2). Si X4 +X + 1 était réductible, il aurait une racine
(ce qui n’est pas le cas) ou il serait de la forme PQ avec P,Q irréductibles
de degré 2. Mais alors, on aurait P = Q = X2 + X + 1 ⇒ X4 + X + 1 =
(X2 +X + 1)2 = X4 +X2 + 1 absurde ! Donc X4 +X + 1 est irréductible sur
F2 donc sur Z, donc sur Q. Dans F3[X], on a :

X4 +X + 1 = (X − 1)(X3 +X2 +X − 1)

où X3 +X2 +X − 1 est irréductible sur F3 car sans racine dans F3. Donc il
existe dans le groupe de Galois G de X4 +X+1 sur Q, vu comme sous-groupe
de S4, un 3−cycle. Or le groupe de Galois G agit transitivement sur l’ensemble
des 4 racines de X4 +X + 1. Donc |G| est un multiple de 4 et de 3. D’où :

12

∣∣∣∣ |G| ∣∣∣∣ 24 = |S4| .
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Mais alors, G = A4 ou S4. Or si on note ∆ le discriminant de P := X4 +
X + 1 = (X − x1)(X − x2)(X − x3)(X − x4) (x1, x2, x3, x4 sont les 4 racines
de X4 +X + 1 dans C), on a :

∆ =
∏

1≤i<j≤4
(xi − xj)2 = P ′(x1)P

′(x2)P
′(x3)P

′(x4)

= (4x31 + 1)(4x32 + 1)(4x33 + 1)(4x34 + 1)

mais, on a : ∀ i, x4i = −xi − 1⇒ x3i = −1− x−1i . D’où :

∆ =
3∏
i=1

(−3− 4x−1i ) = 34(x1x2x3x4)
−1

4∏
i=1

(−4/3− xi)

= 34P (−4/3) = 44 − 4.33 + 1 = 229

qui est un nombre premier. Donc ∆ n’est pas un carré dans Q et G 6= A4 ⇒
G = S4.

b) Soit P := X4 + 8X + 12. Soit ∆ son discriminant. Comme dans la question
précédente, on a :

∆ =
4∏
i=1

(4(−6− 12x−1i )) = 44(x1x2x3x4)
−1

4∏
i=1

(−12− 6xi)

= 64.44/12P (−2) = 64.44 = (62.42)2

qui est bien un carré dans Q. Dans F5[X], on a :

P = X4 − 2X + 2 = (X + 1)(X3 −X2 +X + 2)

et X3 − X2 + X + 2 est irréductible sur F5 car X3 − X2 + X + 2 n’a pas
de racines dans F5. Soit P = P1...Pr une décomposition de P en facteurs
irréductibles unitaires dans Q[X]. Forcément, les Pi sont dans Z[X]. On a
donc une décomposition :

P = P1...Pr

dans F5[X]. Nécessairement, il existe 1 ≤ i, j ≤ r tels que X + 1

∣∣∣∣ Pi et

X3 −X2 +X + 2

∣∣∣∣ Pj dans F5[X]. Mais alors r ≤ 2 et soit P est irréductible

soit r = 2 et P a un facteur de degré 1 i.e. une racine dans Q (donc dans Z).

Si a ∈ Z est une racine de P , alors a
∣∣∣∣ 12 donc a = ±1,±2,±3,±4,±6, ou

±12. Mais aucun de ces nombres n’est racine de P . Donc P est irréductible
sur Q.
Soit G le groupe de Galois de P sur Q, vu comme sous-groupe de S4. Comme

P est irréductible, 4

∣∣∣∣ |G|. De plus G contient un 3−cycle donc 12

∣∣∣∣ G. Enfin
G ≤ A4 donc G = A4.

Exercice 4 a) Si σ : Lk → C est un morphisme de corps, alors σ(
√
ai) = ±√ai

pour tout i donc σ(Lk) = Lk pour tout k. L’extension Lk/Q est donc normale
donc galoisienne.
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b) Pour tout i, si α est pair,
√
ai
α ∈ Q, si α est impair,

√
ai
α ∈ Q√ai. Comme

Lk = Q[
√
a1, ...,

√
ak], on en déduit que la famille

√
ai1 ...air : 0 ≤ r ≤ k, 1 ≤ i1 < ... < ir ≤ k

est une famille génératrice de Lk comme Q−espace vectoriel. Cette famille a∑k
r=0

(r
k

)
= 2k = [Lk : Q] éléments. C’est donc une base.

c) Il existe ip ∈ {i1, ..., ir}\{j1, ..., js}. Comme [Lk : Q] = [Q(
√
aj : 1≤j≤k

j 6=ip )(
√
aip) :

Q(
√
aj : 1≤j≤k

j 6=ip )] = 2k, on a √aip 6∈ Q(
√
aj : 1≤j≤k

j 6=ip ). Il existe donc σ : Lk → C

un Q(
√
aj : 1≤j≤k

j 6=ip )−morphisme de corps tel que σ(
√
aip) = −√aip . On a for-

cément : σ(
√
ai1 ...air) = −√ai1 ...air et σ(

√
aj1 ...ajs) =

√
aj1 ...ajs.

d) Si α ∈ Lk, on a :

α =
k∑
r=0

∑
1≤i1<...<ir≤k

ti1,...,ir
√
ai1 ...air

pour certains coefficients ti1,...,ir ∈ Q. Si au moins 2 de ces coefficients sont
son nuls alors il existe comme ci-dessus 0 ≤ r, s ≤ k, 1 ≤ i1 < ... < ir ≤ k,
1 ≤ j1... ≤ js ≤ k, avec {i1, ..., ir} 6⊆ {j1, ..., js}, tels que :

ti1,...,ir , tj1,...,js 6= 0 .

Choisissons σ comme ci-dessus, on trouve :

α = ...+ tj1,...,js
√
aj1 ...ajs + ...+ ti1,...,ir

√
ai1 ...ais + ...

σ(α) = ...+ tj1,...,js
√
aj1 ...ajs + ...− ti1,...,ir

√
ai1 ...ais + ...

donc σ(α) 6= ±α. En particulier, si on avait √ak+1 ∈ Lk, comme pour tout
σ ∈ Gal(Lk/Q), σ(

√
ak+1) = ±√ak+1, on aurait :

√
ak+1 = t

√
ai1 ...air

pour un certain t ∈ Q et certains 1 ≤ i1 < ... < ir ≤ k. En élevant au carré,
q2ak+1 = p2ai1 ...air pour certains entiers p, q premiers entre eux. Comme ak+1

est sans facteur carré, p2 = 1 et ak+1

∣∣∣∣ ai1 ...air ce qui est impossible car les ai
sont deux à deux premiers entre eux.

e) On a donc [Lk+1 : Q] = [Lk(
√
ak+1) : Lk][Lk : Q] = 2k+1 car 1 < [Lk(

√
ak+1) :

Lk] ≤ 2.
On en déduit par récurrence que [Ln : Q] = 2n.
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