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Devoir à rendre le 24/2/15

Exercice 1 Si K est un corps, le groupe des permutations paires An agit sur le
corps des fractions rationnelles K(X1, ..., Xn) par permutations des variables.

On note j := −1+i
√
3

2 ∈ C.
a) On pose tk := X1 + jkX2 + j2kX3 ∈ C(X1, X2, X3). On pose y1 := t21/t2,

y2 := t22/t1, y3 := t3. Montrer que y1, y2, y3 ∈ K(X1, X2, X3)A3 .
b) Montrer que C(X1, X2, X3) = C(y1, y2, y3, t1).
c) Montrer que [C(X1, X2, X3) : C(y1, y2, y3)] ≤ 3 en remarquant que t31 =

y21y2.
d) En déduire que C(y1, y2, y3) = C(X1, X2, X3)A3 .
e) Montrer que y1 = jz1 + j2z2 pour certains zi ∈ Q(X1, X2, X3). Vérifier que

y2 = j2z1 + jz2.
f) En déduire que Q(X1, X2, X3)A3 = Q(z1, z2, y3).

Exercice 2 Soit n ≥ 1. On note s1, ..., sn ∈ Q[X1, ..., Xn] les polynômes symé-
triques élémentaires (tels que (T −X1)...(T −Xn) = Tn−s1T

n−1+ ...+(−1)nsn
dans Q[X1, ..., Xn, T ]). L’objectif est de redémontrer que Q[X1, ..., Xn]Sn =
Q[s1, ..., sn] en partant de l’égalité Q(X1, ..., Xn)Sn = Q(s1, ..., sn).

On pose L := k(s1, ..., sn) et Li := L(xi+1, ..., xn), 0 ≤ i ≤ n (Ln = L).

a) Vérifier que [Li−1 : Li] = i et 1, ..., xi−1
i est une base de Li−1 comme

Li−espace vectoriel.
b) En déduire que {xa1

1 ...xan
n : ∀i, 0 ≤ ai ≤ i−1} est une base de k(x1, ...., xn)

comme L−espace vectoriel.
c) Soit A un anneau intègre. Soit B ≥ A un autre anneau. Soit x ∈ B tel que :

xd + a1x
d−1 + ... + ad = 0

pour certains a1, ..., ad ∈ A. Montrer que A[x] = A + Ax + .... + Axd−1.
d) En utilisant la question précédente, montrer que tout g ∈ k[x1, ..., xn] est une

combinaison k[s1, ..., sn]−linéaire de monômes xa1
1 ...xan

n où ∀i, 0 ≤ ai ≤ i−1.
e) En déduire que k[x1, ..., xn]Sn = k[s1, ..., sn].

Exercice 3 Soit Fq un corps fini de cardinal q.

a) Soit n ≥ 1. Si v =


v1
...

vn

 ∈ F
n
q , on pose v̂ := v1X1 + ... + vnXn ∈

Fq[X1, ..., Xn]. On pose ensuite Fn(T ) :=
∏

v∈Fn
q
(T−v̂) ∈ Fq[X1, ..., Xn][T ].

Montrer que Fn est unitaire de degré qn en T .

SoitMn(T ) :=


X1 X2 ... Xn T

Xq
1 Xq

2 ... Xq
n T q

... ...

Xqn

1 Xqn

2 ... Xqn

n T qn

 ∈Mn+1(Fq[X1, ..., Xn][T ]).

On pose ∆n(T ) := dét (Mn(T )) ∈ Fq[X1, ..., Xn][T ].
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b) Montrer que ∆n(T ) = ∆n−1(Xn)Fn(T ).
c) Vérifier que ∆1(T ) = X1F1(T ) et en déduire que ∆n(T ) 6= 0 pour tout n.

d) Montrer que Fn(T ) = T qn +
∑n−1

i=0 cn,iT
qi où les cn,i ∈ Fq[X1, ..., Xn] sont

homogènes de degré qn − qi.
e) Le groupe G := GLn(Fq) agit à droite sur Fq(X1, ..., Xn) par :

∀f ∈ Fq[X1, .., Xn], ∀g ∈ G, g.f(X1, ..., Xn) = f

 n∑
j=1

g1jXj , ...,

n∑
j=1

gnjXj

 .

Montrer que Fq(cn,0, ..., cn,n−1) ≤ Fq(X1, ..., Xn)G, le corps des fonctions
rationnelles invariantes par G. (Indication on peut remarquer que si v ∈ Fn

q

et g ∈ G, g.v̂ = ĝ(v).)
f) Montrer que Xn est de degré ≤ qn − 1 sur Fq(cn,0, ..., cn,n−1). Puis que :

[Fq(X1, ..., Xn) : Fq(cn,0, ..., cn,n−1)] ≤ (qn − 1)(qn − q)...(qn − qn−1) .

g) En déduire que Fq(X1, ..., Xn)G = Fq(cn,0, ..., cn,n−1).
h) En s’inspirant de l’exercice 2, en déduire que

Fq[X1, ..., Xn]G = Fq[cn,0, ..., cn,n−1] .

i) Donner explicitement c2,0 et c2,1 lorsque Fq = Z/2Z.


