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Devoir a rendre le 24/2/15

Exercice 1 Si K est un corps, le groupe des permutations paires 2,, agit sur le

corps des fractions rationnelles K (X, ..., X,,) par permutations des variables.
On note j := _H'T“/g e C.

a) On pose t;, = X + j* X5 + j2* X3 € C(X1, X2, X3). On pose y; = t2/ts,
Yo := t2/t1, y3 := t3. Montrer que y1,ys,ys € K (X1, Xo, X3)%s.

b) Montrer que C(X1, X2, X3) = C(y1,y2,y3,t1)-

c) Montrer que [C(X1, X2, X3) : C(y1,%2,%3)] < 3 en remarquant que 5 =
yiys.

d) En déduire que C(y1,92,y3) = C(X1, Xo, X3)%s.

e) Montrer que y; = jz1 + j222 pour certains z; € Q(X1, Xa, X3). Vérifier que
Y2 = j2z1 + jzo.

f) En déduire que Q(X1, X2, X3)% = Q(21, 22,3).

Exercice 2 Soit n > 1. On note s1, ..., 8, € Q[X1, ..., X},] les polyndmes symé-

triques élémentaires (tels que (T — X1)...(T—X,,) = T" — 51T +...+(=1)"s,

dans Q[X1, ..., X,,,T]). L'objectif est de redémontrer que Q[Xj,..., X,]®" =

Q[s1, ..., sn) en partant de I'égalité Q(Xi, ..., X,,)%" = Q(s1, ..., 5)-
On pose L :=k(s1,...,8n) €t L; := L(xi41, ..., 2n), 0 <i <n (L, = L).

a) Verifier que [L;—q : L;] = i et 1, ...,xﬁ_l est une base de L;_; comme
L;—espace vectoriel.

b) En déduire que {z{'...z%" : Vi, 0 < a; <i— 1} est une base de k(x1, ....,7,)
comme L—espace vectoriel.

¢) Soit A un anneau intégre. Soit B > A un autre anneau. Soit € B tel que :
¢+ alxd_l +..4+a4=0

pour certains ay, ...,aq € A. Montrer que A[z] = A+ Az + .... + Azd~1.

d) En utilisant la question précédente, montrer que tout g € k[x1, ..., ;] est une
combinaison k[s, ..., $,,]—linéaire de monomes z{*...z%" ot Vi, 0 < a; < i—1.

e) En déduire que k[xq,...,1,]%" = k[s1, ..., 8,].

Exercice 3 Soit I, un corps fini de cardinal g.

U1
a) Soitnm > 1. Siv = € Fy, on pose ¥ := v1 X1 + ... + v, X,, €
Un
F,[X1, ..., Xy]. On pose ensuite F,, (T) := HveIFg (T-v) e Fy[ X1, ..., Xn][T].
Montrer que F), est unitaire de degré ¢ en T.
Xy X ... X, T
X¢ X¢ .. X¢ ¢
Soit M, (T) := € Mp+1(Fy[X1,..., X, ][T])-
X7 x3¢ . x4 17"

On pose Ay (T) := dét (M, (T)) € Fy[Xq, ..., X,][T].



Montrer que A, (T) = A,—1(Xyn) Fo(T).
Vérifier que A1(T) = X1 F1(T) et en déduire que A, (T) # 0 pour tout n.
Montrer que F,(T) = T9" + Z?:_Ol cnﬂ’qi ou les ¢,,; € Fy[Xq,..., X,,] sont

homogeénes de degré ¢q" — ¢*.

Le groupe G := GL,,(IF,) agit & droite sur IF,(X3, ..., X,,) par :
Vf € FylX1, o Xul, Y9 € G, 0. (X s Xa) = {1 Y 005X 0> 90i X,
j=1 j=1

Montrer que Fq(cn,0,...sCnn-1) < Fq(X1, ey X1)€, le corps des fonctions
rationnelles invariantes par G. (Indication on peut remarquer que si v € Fy

etge€ G, gv=g).)
Montrer que X, est de degré < ¢™ — 1 sur IFy(cp,0, -, Cn,n—1). Puis que :

[Fy (X1, ..y X0) : Fy(Cno5 e enn—1)] < (¢" = 1)(¢" — q)...(¢" — )

En déduire que F (X1, ..., X;,)¢ = Fy(Cn.0, s Crn—1)-

En s’inspirant de I’exercice 2, en déduire que
Fy[X1, ., Xu]% = Fylcno, o Cnnoi] -

Donner explicitement ¢z g et ¢ 1 lorsque Fy = Z/27Z.



