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Corrigé du devoir à la maison de février

*

Exercice 1 Si K est un corps, le groupe des permutations paires An agit sur le
corps des fractions rationnelles KpX1, ..., Xnq par permutations des variables.

On note j :� �1�i?3
2 P C.

a) LE groupe A3 est engendré par le 3�cycle c � p123q donc CpX1, X2, X3q
A3 �

CpX1, X,2, X3q
t1,cu. On a c.tk � j2ktk. Donc y1, y2, y3 P CpX1, X2, X3q

A3 .

b) On a CpX1, X2, X3q � Cpt1, t2, t3q. De plus, t2 � t21{y1, t3 � y3 donc
CpX1, X2, X3q � Cpt1, t2, t3q � Cpy1, y2, y3, t1q.

c) Comme t31 � y21y2, t1 est de degré ¤ 3 sur Cpy1, y2, y3q donc : rCpX1, X2, X3q :
Cpy1, y2, y3qs � rCpy1, y2, y3, t1q : Cpy1, y2, y3qs ¤ 3.

d) Donc Cpy1, y2, y3q ¤ CpX1, X2, X3q
A3 ¤ CpX1, X2, X3q et rCpX1, X2, X3q

A3 :
Cpy1, y2, y3qs � rCpX1, X2, X3q : Cpy1, y2, y3qs{rCpX1, X2, X3q

A3 : CpX1, X2, X3qs �
rCpX1, X2, X3q : Cpy1, y2, y3qs{3 ¤ 1. Donc Cpy1, y2, y3q � CpX1, X2, X3q

A3 .

e) Comme 1 � j � j2 � 0, on a :

y1 �
pX1 � jX2 � j2X3q

3

pX1 � j2X2 � jX3qpX1 � jX2 � j2X3q

�
X3

1 �X3
2 �X3

3 � 6X1X2X3 � 3jpX2
1X2 �X2

2X3 �X2
3X1q � 3j2pX1X

2
2 �X2X

2
3 �X3X

2
1 q

X2
1 �X2

2 �X2
3 �X1X2 �X2X3 �X1X3

� j
�X3

1 �X3
2 �X3

3 � 6X1X2X3 � 3pX2
1X2 �X2

2X3 �X2
3X1q

X2
1 �X2

2 �X2
3 �X1X2 �X2X3 �X1X3loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

�z1

�j2
�X3

1 �X3
2 �X3

3 � 6X1X2X3 � 3pX1X
2
2 �X2X

2
3 �X3X

2
1 q

X2
1 �X2

2 �X2
3 �X1X2 �X2X3 �X1X3loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

�z2

.

Puisque y2 � y1, on a

y2 � j2
�X3

1 �X3
2 �X3

3 � 6X1X2X3 � 3pX2
1X2 �X2

2X3 �X2
3X1q

X2
1 �X2

2 �X2
3 �X1X2 �X2X3 �X1X3

�j
�X3

1 �X3
2 �X3

3 � 6X1X2X3 � 3pX1X
2
2 �X2X

2
3 �X3X

2
1 q

X2
1 �X2

2 �X2
3 �X1X2 �X2X3 �X1X3

.

f) On a QpX1, X2, X3q ¥ QpX1, X2, X3q
A3 ¥ Qpz1, z2, y3q.

Or, rQpX1, X2, X3q : QpX1, X2, X3q
A3s � 3. D’un autre côté, on a :Qpjqpy1, y2, y3q �

Qpjqpz1, z2, y3q. Donc :

rQpjqpX1, X2, X3q : Qpz1, z2, y3qs

� rQpjqpX1, X2, X3q : QpX1, X2, X3qsrQpX1, X2, X3q : Qpz1, z2, y3qs

� 2rQpX1, X2, X3q : Qpz1, z2, y3qs

car j est de degré 2 sur QpX1, X2, X3q. D’où :

rQpX1, X2, X3q : Qpz1, z2, y3qs � 1{2rQpjqpX1, X2, X3q : Qpz1, z2, y3qs
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� 1{2rQpjqpX1, X2, X3q : Qpjqpz1, z2, y3qsrQpjqpz1, z2, y3q : Qpz1, z2, y3qs

� 1{2rQpjqpX1, X2, X3q : Qpjqpy1, y2, y3qsrQpjqpz1, z2, y3q : Qpz1, z2, y3qs

¤ 1{2.3.2 � 3

carQpjqpX1, X2, X3q � Qpjqpy1, y2, y3, t1q et t31�y
2
1y2 � 0. Donc rQpX1, X2, X3q :

Qpz1, z2, y3qs ¤ 3 ñ Qpz1, z2, y3q � QpX1, X2, X3q
A3 .

Exercice 2 a) Comme xn est racine du polynôme pT�x1q...pT�xnq P LnrT s,
xn est de degré ¤ n sur Ln. De même, xn�1 est racine du polynôme pT �

x1q...pT�xn�1q �
pT�x1q...pT�xnq

T�xn
P Lnpxnq � Ln�1 (par exemple par unicité

de la division euclidienne) donc xn�1 est de degré ¤ n� 1 sur Ln�1. Ainsi
de suite, xi est de degré ¤ i sur Li. Donc

rL0 : Lns �
n¹
i�1

rLi�1 : Lis �
n¹
i�1

rLipxiq : Lisloooooomoooooon
¤i

¤ n! .

Or rL0 : Lns � rQpX1, ..., Xnq : QpX1, ..., Xnq
Sns � n!. Donc pour tout i,

rLi�1 : Lis � rLipxiq : Lis � i et 1, ..., xi�1
i est une base de Li�1 comme

Li�espace vectoriel.

b) Comme 1, xn, ..., x
n�1
n est une base de Ln�1 comme Ln�espace vectoriel,

comme 1, ..., xn�2
n�1 est une base de Ln�1 comme Ln�2�espace vectoriel, les

produits xann x
an�1

n�1 , 1 ¤ an�1 ¤ n� 2, 1 ¤ an ¤ n� 1 forment une base de
Ln�2 comme Ln�espace vectoriel. De même, les les produits xann x

an�1

n�1 x
an�2

n�2 ,
1 ¤ an�2 ¤ n � 3, 1 ¤ an�1 ¤ n � 2, 1 ¤ an ¤ n � 1, forment une base
de Ln�3 comme Ln�espace vectoriel ... ainsi de suite, on en déduit que
txa11 ...x

an
n : @ i, 0 ¤ ai ¤ i� 1u est une base de L0 � Qpx1, ...., xnq comme

L�espace vectoriel.

c) Il suffit de montrer que A1 :� A�Ax� ....�Axd�1 est un sous-anneau de
B. Pour cela il suffit de montrer que A1 est stable par multiplication par x.
C’est le cas car Axd � Ap�a1x

d�1� ...� adq ¤ A�Ax� ....�Axd�1 � A1.

d) Soit A :� Qrs1, ..., sns. D’après la question précédente, Arxns � A � ... �
Axn�1

n .Car le polynôme pT � x1q...pT � xnq P ArT s est bien unitaire de
degré n. De même le polynôme pT � x1q...pT � xn�1q P ArxnsrT s est bien
unitaire de degré n � 1. Donc Arxnsrxn�1s � Arxns � ... � Arxnsx

n�2
n�1 �°

0¤i¤n�2
0¤j¤n�1

Axin�1x
j
n. Ansi de suite ... on trouve finalement que Arx1, ..., xns �

Qrx1, ..., xns est une combinaisonQrs1, ..., sns�linéaire des monômes xa11 ...x
an
n

où @ i, 0 ¤ ai ¤ i� 1.

e) Soit g P Qrx1, ..., xns
Sn . Alors d’une part g �

°
α rαx

α où α décrit les
n�uplets pa1, ..., anq où @ i, 0 ¤ ai ¤ i � 1 et où les rα P Qrs1, ..., sns.
Et d’autre part, les monômes xa11 ...x

an
n où @ i, 0 ¤ ai ¤ i � 1 forment

une base de Qpx1, ..., xnq comme Qps1, ..., snq�espace vectoriel. Comme g P
Qps1, ..., snq, seul le coefficient devant 1 : rp0,...,0q est non nul et g � rp0,...,0q P
Qrs1, ..., sns.

Exercice 3 a) Évident car |Fnq | � qn.
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b) En développant par rapport à la dernière colonne, on voit que ∆npT q est
un polynôme de degré au plus qn et dont le coefficient de degré qn est :
∆n�1pXnq.Il est clair que ∆n s’annule en pv pour tout v P Fnq . Donc FnpT q di-
vise ∆npT q dansFqrX1, ..., XnsrT s. Les degrés sont les mêmes donc ∆npT q �
cFnpT q où c est une constante. Cette constante est ∆n�1pXnq (en comparant
les coefficients de degré qn).

c) On a :

∆1pT q � X1T
q �Xq

1T � Xq�1
1

� �
T

X1


q
�

T

X1




� Xq�1
1

¹
cPFq

�
T

X1
� c




� X1

¹
cPFq

pT � cX1q � X1F1pT q .

En particulier ∆1pT q � 0 et par récurrence, ∆npT q � 0 pour tout n.

d) On a ∆npT q � ∆n�1pXnqFnpT q. En développant ∆npT q par rapport à

la dernière colonne, on voit que ∆npT q �
°n
i�0 dn,iT

qi pour certains co-
efficients dn,i P FqrX1, ..., Xns homogènes de degré

°n
j�0
j�i

qj . On a donc

FnpT q �
°n
i�0 cn,iT

qi pour certains coefficients cn,i P FqrX1, ..., Xns. On a
cn,i∆n�1pXnq � dn,i pour tout i. Comme ∆n�1pXnq � 0 est homogène de

degré
°n�1
j�0 q

j , cn,i est homogène de degré
°n

j�0
j�i

qj �
°n�1
j�0 q

j � qn � qi.

e) Si g P G, alors g.FnpT q �
±
vPFn

q
g.pT �pvq �±vPFn

q
pT �ygpvqq � FnpT q. En

particulier tous les coefficients cn,i sont dans FqpX1, ..., Xnq
G.

f) Posons L :� Fqpcn,0, ..., cn,n�1q. Comme FnpT q
T P LrT s est de degré qn � 1

et annule Xn, Xn est de degré ¤ qn � 1 sur L. Comme Xn�1 est annulé

par FnpT q±
cPFq

T�cXn
P LpXnqrT s, qui est de degré qn � q, Xn�1 est de degré

¤ qn � q sur LpXnq. De même, comme Xn�i est annulé par

FnpT q±
cn,...,cn�i�1PFq

pT � cnXn � ...� cn�i�1Xn�i�1q
P LpXn, ..., Xn�i�1qrT s ,

Xn�i est de degré ¤ qn � qi sur LpXn, ..., Xn�i�1q. On a donc :

rFqpX1, ..., Xnq : Fqpcn,0, ..., cn,n�1qs � rLpX1, ..., Xnq : Ls

� rLpX1, ...., Xnq : LpX2, ..., Xnqslooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
¤qn�qn�1

... rLpXnq : Lslooooomooooon
¤qn�1

¤ pqn � qn�1q...pqn � 1q � |G| .

g) Or : L ¤ FqpX1, ..., Xnq
G ¤ FqpX1, ..., Xnq et rFqpX1, ..., Xnq : FqpX1, ..., Xnq

Gs �
|G|. Donc forcément, Fqpcn,0, ..., cn,n�1q � L � FqpX1, ..., Xnq

G.

h) Posons A :� Fqrcn,0, ..., cn,n�1s. Pour tout i, Xn�i est racine de

FnpT q±
cn,...,cn�i�1PFq

pT � cnXn � ...� cn�i�1Xn�i�1q
P ArXn, ..., Xn�i�1srT s
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qui est unitaire de degré qn� qi. Comme dans l’exercice 2, on en déduit que
ArX1, ...., Xns est engendré, comme A�module par les monômes Xan

n ...Xa1
1

où pour tout i, 0 ¤ ai ¤ qn� qn�i�1. D’un autre côté, on déduit de la ques-
tion précédente que pour tout i, rLpXn, ..., Xn�iq : LpXn, ..., Xn�i�1qs �
qn � qi. Donc les mnômes Xan

n ...Xa1
1 , où pour tout i, 0 ¤ ai ¤ qn � qn�i�1,

forment une base de FqpX1, ..., Xnq comme L�espace vectoriel. Il est clair
que :

FqrX1, ..., Xns
G ¥ Fqrcn,0, ..., cn,n�1s .

Réciproquement, soit P P FqrX1, ..., Xns
G. On a d’une part

P �
¸

a1,...,anPN

@ i, 0¤ai¤qn�qn�i�1

λaX
an
n ...Xa1

1

pour certains coefficients λa P A � Fqrcn,0, ..., cn,n�1s. Et d’autre part,

P �
¸

a1,...,anPN

@ i, 0¤ai¤qn�qn�i�1

µaX
an
n ...Xa1

1

pour des coefficients uniques µa P L � Fqpcn,0, ..., cn,n�1q � FqpX1, ..., Xnq
G.

Par unicité, comme P P FqrX1, ..., Xns
G ¤ L, on a :

λp0,...,0q � µp0,...,0q � P

et tous les autres coefficients µa � λa � 0, a � p0, ..., 0q.

En particulier, P � λp0,...,0q P A � FqrX1, ..., Xns
G.

i) Si Fq � Z{2Z, alors :

F2pT q � T pT �X1qpT �X2qpT �X1 �X2q

� T 4 � T 2 pX2
1 �X2

2 �X1X2qlooooooooooomooooooooooon
�c2,1

�T pX2
1X2 �X1X

2
2 qlooooooooomooooooooon

�c2,0

.
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