
Quelques rappels sur les Modules

Définition 1 Soit A un anneau commutatif (avec 1) et M un groupe abélien. On dit que M est un
A−module s’il existe A×M →M , (a,m) 7→ a.m telle que :

∀a, a′ ∈ A,∀m,m′ ∈M, a(a′.m) = (aa′).m, 1.m = m, (a+a′).m = a.m+a′.m, a.(m+m′) = a.m+a.m′ .

Si A est un corps, on dit que M est un A−espace vectoriel.

On peut définir les sommes, les sommes directes, les quotients de modules et les homomorphismes de
A−modules comme pour les espaces vectoriels.

Soit M un A−module. Si e1, ..., en ∈ M et si An → M , (a1, ..., an) 7→ a1e1 + ... + anen est un iso-
morphisme, on dit que (e1, ..., en) est une base du A−module M . Un A−module n’a pas toujours de base
(même s’il est sans torsion et de type fini !). On dit que M est un A−module libre s’il admet une base.

Exemples : les groupes abéliens sont des Z−modules. Un idéal de A est un A−module.

Si M est un groupe abélien, si A est un anneau, donner une structure de A−module à M équivaut à
donner un morphisme d’anneaux : A→ HomZ(M,M).

Remarque : si M est un A−module et si le morphisme A→ HomZ(M,M) est injectif, alors on dit que
M est un A−module fidèle.
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