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Corrigé de ’examen de rattrapage de théorie de Galois du mercredi 26
juin 2013

Exercice 1 a) X® — 2 a pour racines C2,0<i<7, o0 (= e2im/8 — eim/4 —
%. Donc K = Q(v/2,¢) = Q(V2,i) car V2 = (V2)*. Ona : [K : Q] =
QED0) : QYR : Q) = 2.8 = 16 car i ¢ Q) et X5 — 2 est
irréductible sur Q (par Eisenstein).

b) On pose a := /2. Comme [K : K1] =8, le polynome X®—2 est irréductible sur
K. Il existe donc un Kq1—automorphisme o : K — K tel que o(a) = (a. Alors
o(v2) = o(a?) = (Ca)* = —v/2. Donc o(¢) = —C et par récurrence, pour tout
i, o'(a) = (=()'a. Donc o est d’ordre 8 dans Gal(K/K1) et Gal(K/K;) =
(o) = 7./]87.

Soit ¢ : z — Z la conjugaison complexe. On a ¢ € Gal(K/Ks). Soit ¢ €
Gal(K /K1) tel que o(a) = C2a = ia. Alors, 0(v/2) = o(a?) = (ia)* = V2.
Donc o € Gal(K/K3). On a : 0’(a) = i’a pour tout j. Donc o est d’ordre
4 dans Gal(K/Ks). On a ¢* = 1 dans Gal(K/Ks). On a aussi coc () =
—ia = o3(a), coc™(i) = 03(i) = i donc coc™! = sigma~! dans Gal(K/K3).
De plus, ¢ & (o) (par exemple, parce que c(i) = —i et o(i) = i). Donc (c,o)
est d’ordre > 4 et Gal(K/K3) = (c,0).

Or le groupe Dg a une présentation de la forme :

Dg={a,b:a*=0"=1,bab ' =a71) .

Il existe donc un morphisme de groupes : Dg — Gal(K/K3), a — o, b+ c. Ce
morphisme est surjectif donc c’est un isomorphisme car |Dg| = |Gal(K/Ks3) =
8.

Il existe o1 € Gal(K/K1) tel que o(a) = ia. On a alors o(v/2) = /2 donc
o € Gal(K/K3) et dans Gal(K/K3), on a : 0?(a) = —a et 02(i) = i. Il
eziste o € Gal(K /K1) tel que o(a) = Ca. On pose o9 = oc. On a 02(iV/2) =
(—i)(—v/2) = iv2. Donc 09 € Gal(K/K3). On a de plus, 03(i) = i et 03(a) =

02(Ca) = (*a = —a. Donc 0 = 03 € Gal(K/K3). De plus, o102(a) =
o1(Ca) = CGa et 0109(¢) = ¢3. Donc (0102)%(1) = 0102((8) =¥ =2 =i et
(0102)2(a) = —C.

donc (0102)* = 0} = 73.

Il existe donc un morphisme de groupes Qg — Gal(K/K3), a — o1, b +— 09.
Or o1 est d’ordre 4, o9 aussi et oy # o' (car 01(¢) = C et 02(C) = ¢3).
Donc le groupe (o1,02) est d’ordre > 4. Comme Gal(K/K3) est d’ordre 8,
Gal(K/K3) = (o1,09) et le morphisme ci-dessus est surjectif; c¢’est donc un
isomorphisme

Exercice 2 Sur Fy les polynomes irréductibles de degré < 3 sont : X, X +1, X%+
X+1, X3+ X+1, X3+ X?+1. Donc X84+ X = X(X+1)(X3+X+1)(X34+X2+1)
(une racine © de X3 + X2 + 1 par evemple est dans Fg donc vérifie 28 +x =0 et
donc X3+ X? + 1| X8 + X sur Fa.

Exercice 3 a) Un C—automorphisme de C(X) est entiérement déterminé par
son image de X. Il est clair que 03(X) = 73X et 72(X) = X171 = X. De
plus, To7 1 (X) = (X)) = j2X = o7 1(X). Or le groupe diédral d’ordre 6
a une présentation :

Dg={a,b:a’=b0"=1,bab ' =a71) .
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b)

Il existe donc un morphisme surjectif D¢ — G, a +— o, b— 7. Comme T & (0),
Uordre de G est > 6. Donc le morphisme ci-dessus est un isomorphisme.

Le polynome TO — T3(X3 + X73) +1 € C(X? + X 3)[T] annule X donc
[E:CX3+ X)) =[CX3+X3)X): C(X3+X7?)] <6. Or, C(X3+
X3)<EY<Eet[E:E%=|G|=6. Donc EY = C(X3+ X73).

Exercice 4 a) Dans As, il y a 6— 5—Sylow (n5 = 1mods, ns|12 et ng > 1

b)

d)

f)

9)

h)

car Us est simple. L’ensemble des 5—Sylow est une orbite pour l’action par
conjugaison de As. Donc ns = |As|/|N|. Or, |As| = 60 donc |[N| = 10. Soit
s = (12345) soit t := (14)(23). On a tst ' = s~ donct € N et N = (s,t)
pour des raisons de cardinauz.

P(X —2) = X% —10X* +40X3 — 80X2% + 75X — 10 qui est irréductible sur Q
par Fisenstein. Donc P aussi.

Dans F3[X],ona:P=X+X =X(X?-X-1)(X?4+X-1) o X2+ X 1
sont irréductibles sur 3. Donc G contient une double-transposition.

Soit A le discriminant de P :
A= Pl(331)Pl(xz)Pl(Cvg)Pl(x4)Pl($5)

si les x; sont les racines de P. Donc A = [[2_; (52} — 5) = 5° [0, (¢} — 1).

_5545TT° .
Or, 2} —1 = 4 —12/z; = (4/x;)(z; — 3). Donc A = > 4H1_5L'1(3 = _
i=1 T
5%.4°/12P(3) = 52.45 qui est un carré dans Q. Donc G < s.

Comme P est irréductible, G agit transitivement sur l’ensemble des racines de
P et 5||G|. Or G contient une double transposition donc 2||G|. Donc 10| |G]|
et |G| = 10,20, 30, ou 60 car |G| ||Us| = 60.

Un sous-groupe d’indice 2 est distingué or s est simple donc |G| # 30.
Si |G| < 20, le nombre m de 5—Sylow dans G wvérifie : m = 1modb et
m||G|/5 < 4. Mais alors m = 1 donc l'unique 5—Sylow de G est distingué
dans G i.e. G est contenu dans le normalisateur (dans As) d’un 5—Sylow. Or
un tel normalisateur est d’ordre 10 donc G ~ N. Or le groupe D1y a une
présentation :

(a,b = a®=b2=1,bab"! =a™1)

et il existe un morphisme surjectif Dig — N, a — s, b — t. C’est forcément
un isomorphisme. Donc si G # s, |G| = 10 ou 20 et d’aprés ce qui précéde
G~Nr~ DlO-

Les coefficients de R sont symétriques en les r; donc s’expriment comme des
polynémes (a4 coefficients entiers) en les polynomes symétriques élémentaires
spécialisés en les r;. Or, les polyndmes symétriques élémentaires spécialisés en
les r; sont £ les coefficients de P. Donc les coefficients de R sont entiers.
Le coefficient dominant est 1 et deg R = (g) = 10. Les r; sont deux a deux
distinctes car P est irréductible sur Q donc séparable (car@ =0).

Si G =y, alors laction de G sur ’ensemble {r; : 1 < i <5} est 2—transitif.
Or, sio € G, si T + 19, par exemple, est une racine de X° —5X3 — 10X? +
30X =36, ro(1) +75(2) aussi donc laction de G sur 'ensemble {r; : 1 <i <5}
n’est pas 2—transitive. Donc G # U5 et G ~ D1g.
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Exercice 5 a) ®11(X) = X194+ X%+..4+ X +1. Les racines de ®11 dans C sont

b)

2, ..., 210 Done Q(z) est le corps de décomposition de ®11 sur Q (dans C).
Done Q(2)/Q est galoisienne. De plus [Q(2) : Q] = ¢(11) = 10. Le groupe de
Galois est isomorphe a (Z/117)*, cyclique car 11 est premier.

Comme z + 271 = 2cos(2n/11) € R, on a Q(z + z7!) < Q(2) NR < Q).
Or, z est racine du polynome (X —2)(X — 271 = X2 - (z+ 2" HX +1¢€
Q(z+ 27 H[X]; done [Q(z): Q(z+27H] <2 et [Q(2) : Q(z +271)] =2 car
Q(2) # Q(z+271). On a donc forcément Q(z + 271 = Q(2) N R.

On a z+ 271 = 2cos(2n/11) et [Q(z + 271) : Q] = [Q(2) : Q/[R(2) :
Q(z+2z"H] = 5. Soit P le polynéme minimal de z+ 2" sur Q. On a deg P =
[Q(z+271):Q]=5. Or:

l+z4..4+209=0=2"+. . +14+..4+2°=0

S14+ G+ ) +24224..+2°4+25=0.

Or, sionpose Z :=z+z21, 22 +22=2%2-2 234+23=2%-37, elc

On a donc : Z5+Z*—47%-32*+3Z+1=0. D'ov : P = X5+ X*—4X3-3X%4
3X +1. L'extension Q(z+271)/Q est galoisienne (car Q(z)/Q est galoisienne
cyclique (et donc Gal(Q(2)/Q(z + 27 1)) est distingué dans Gal(Q(z)/Q)) de
groupe de Galois isomorphe a Gal(Q(2)/Q)/Gal(Q(2)/Q(z + 271)) ~ %/5%.
Comme Q(z+271)/Q est galoisienne, Q(z+271) est le corps de décomposition
de P sur @ (dans C). Donc Galg(P) ~ 7/57.
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