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Exercice 1 (Polyndémes de Tchebytcheff).
On définit par récurrence les polynomes de Tchebytcheff dans Z[X].

To =1 ;17 = X ;pourtout ne N, T,4o = 2XT 11— T, .

I. Propriétés élémentaires :

Montrer les propriétés suivantes :

1. Pour tout n € N*, T}, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant 2"~!. Pour tout
neN, T(=X) = (=D)"Th(X).

2. Pour tout z € C* et tout n €N, 2" 4+ 27" = 2Tn(z+§71) )
3. Pour tout n € N et tout 0 € R, cos(nf) = T,,(cos(d)).
4. Pour tout n € N*, les racines de T, sont les cos((2k + 1)7/(2n)) ou 0 < k <n —1.

I1. Sous-corps réels des extensions cyclotomiques : On fixe n € N* et définit u = %7/,

1. Montrer que Q(u)/Q est une extension galoisienne.
2. Montrer que
Qu)NR = Qu+u"t) = Q(cos(2m/n)) .

Si n est premier, alors montrer que Q(cos(27/n))/Q est 'unique sous-extension de de Q(u)/Q
de degré %‘1

ITI. Polynéme minimal de cos(27/n) pour n > 3 :

1. Soit P € C[X] non constant et de terme constant non nul. Alors, les deux conditions suivantes
sont équivalentes :
(a) Pour tout z € C, z est racine de P si et seulement si 2! est racine de P;
(b) Soit pour tout 0 < k < n, a,_x = ag, soit pour tout 0 < k < n, a,_p = —a.

2. Montrer que pour n > 3, ®,,(X) satisfait la premiere condition de (b) dans le point précédent
et que son degré, p(n), est pair.

3. Montrer alors que si ®,(X) est de la forme

@)

XM 41 4 by (XL X)) 4+ L+ b@+1(X+X*1) +obem X2

alors le polynome minimal de cos(2im/n) est

1 w(n)/2
s Y (bemyai TX)
272 i=0
ou encore
1 ‘P(n)/z
o 20 b@ + Z 2bp(ny/2)+i Ti(X)
2 i=1



Exercice 2 (Extensions cyclotomiques : degré non premier).
1. Calculer ®15(X) et montrer que le polynome minimal de cos(27/15) sur Q est le polynome :
4 _1y3 2,1 1
X*—3X° = X"+35X + 15
2. Déterminer cos(27/5). En déduire que QL/5) /Q est une sous-extension de cos(27/15).
3. Déterminer le polynéme minimal de cos(27/15) sur Q(W5).

Exercice 3 (Polynémes cyclotomiques : degré premier).
On fixe p premier et définit u = €2™/P. Soit p un nombre premier. Soient u = e27/P et H ¢ I'unique
sous-groupe d’ordre f de (Z/pZ)*. On définit une f—période comme la somme :

up) = Z u®

aGle
pour tout [ premier a p.

1. Soient e, f des entiers positifs tels que ef = p—1. Soient uy,, ..., uy,, les différentes f—périodes.
Montrer que
(X — Uf,ll) . (X — Uf,lg)

est le polynéme minimal de toute f—période sur Q.

2. Si ugsy, ucp,m) sont des f—périodes avec p premier [,m alors vérifier que :

U, nUfm) = Z U(f 1 +m) -
UelH

3. Dans le reste de l'exercice, on supposera que p = 17. Montrer que 3 est un générateur de
(Z/pZ)* pour la multiplication.

4. Exprimer ug et ug3 en fonction de v et montrer que :
ug1+ugs = —1 et ug1u83 = —4 .

En déduire ug 1 et ug 3.

5. De méme, montrer que les 4—périodes sont les racines des polynémes :
X2 — u&lX —1 et X2 — u873X -1

et en particulier que :

ug, = 1/4 (—1+xﬁ7+ 34—2\/ﬁ> , Ui = 1/4<—1+W—\/34—2\/ﬁ) :

ugz = 1/4 (-1 — V17 + \/34+2\/ﬁ>

6. Montrer que ug 1 et ug 4 sont racines de I'équation X2 — ug1 X +ugz = 0.
En déduire que  cos(2m/17) =

11 1 1\/
_T6+T6\/ﬁ+ﬁ\/34_2m+§ 174 3V17 — /34 — 2V17 — 24/34 + 217 .
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Q(u)"? === Q(cos(27/17))
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Q(u)s ——= Q(v/34 — 2V/17)
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7. Déterminer le polynéme minimal cos(27/17) sur Q.
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