M1 — Géométrie algébrique élémentaire ENS Lyon — 2013-2014

Corrigé de 'examen final du mercredi 14 mai 2014
Le corps k est algébriquement clos.

Exercice 1 a) D’aprés Bézout, |F; N Fy| > 0. Dans P! x P! les fermés {[1 : 0]} x P! et {0: 1} x P!
sont irréductibles de dimension 1 et d’intersection vide. Donc P! x P! £ P2,

b) On a (xz)(yt) — («t)(yz) = 0 donc Im f C F'. La réciproque est un morphisme :

([xo = x2), [xo : 21])  sixg#0,
[V F 5P x P w2y g : 3] (v @s]s oo s n]) st £0,
([xo = @a), [x2 s x3]) sixg #0,
([x1 @ x3), [x2 : w3])  siaxsg#0,

Exercice 2 a) dimg k[X,Y, Z]; = (d;z)‘ Si P € P?, le sous-espace des h € k[X,Y, Z], tels que h(P) =0

d+2

5 ) — 1 hyperplan est un sous-espace de dimension > 1 donc non

est un hyperplan. L’intersection de (
nul!

b) On a (dgl) +143d—-3+1= (d;d) — 1. Donc il existe une courbe C’ C P? de degré d qui passe par
Pr, .. Py, Qu, ..., Q3a-3, Q.
On a Ip(C,C") > multpC'multpC > 2 si P = Py, ..., Py. Donc Y. pecner Ip(C,C") > (d — 1)(d — 2) +
24+3d—3 = d*+1 > d* Donc par Bézout, C' = C car C est irréductible. C’est absurde car Q € C"\ C.

Exercice 3 a) SiOxF = 0y F = 0zF =0, alors F € k[XP,Y?, ZP] ou p est la caractéristique de k. Or,
si k est algébriquement clos, k£ = kP donc F' est une puissance piéme d’un polyndéme : absurde !.

b) Si F, G avaient un facteur commun, alors V' (F')NV(G) serait infini. D’aprés Bézout, Y- pey (mynv(q) Ip(F, G) =
de. Or pour tout P € V(F)NV(G), Ip(F,G) > 1. Donc comme |V (F)NV(G)| = de,on a Ip(F,G) =1
pour tout P € V(F)NV(G) donc 'intersection est transverse.

¢) Pour tout 4, soit H; I'hyperplan des formes linéaires sur £* qui s’annulent en ;. Les z; sont deux
a deux non proportionnels donc les H; sont deux a deux distincts. Comme un hyperplan est un
fermé irréductible de (k*)*, on a : H; € U 5 Hj done il existe A; € (%) tel que \i(z;) = 0 et

JF#
Vi # i, \i(z;) # 0. De méme, U;H; # (k3)* donc il existe A € (k3)* tel que V/(\, F,G) = 0.Soit i. On
a Im @ qui est un sous-espace de k% qui contient le ®(\"~9e+! 1%, A;) qui est le siéme vecteur de la
i

base canonique. Donc Im ® = k.
Donc dimy ker ® = (”;2) —de. Or, k[ XY, Z|,_aF + k[X,Y, Z],,_.G < ker ® et de la suite exacte

courte :

O*>I€[X,}/, Z]n—d—e *)k[Xax Z]n—d D k[X7 Y7 Z]n—e *)k[Xa Ya Z]n—dF + k[Xa Ya Z]n—eG*)O

It hG & —hF

pDq pF +qF

on tire que

n -

<
4

dll’nk k?[X, Y, Z]n_dF—l—k[X, Y, Z]n_eG = dlmk k‘[X, Y, Z]n_e—I—dimk k[X, K Z]n_d—dimk k’[X, YV, Z]n—d—e = (

Donc k[X,Y, Z],—aF + k[X,Y, Z],—G = ker .
Comme V(H) D V(F,G) < H € ker ® on a bien &, vraie si n > de — 1.
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d)

Par hypothése de récurrence, il existe Ay € k[X,Y, Z],,_4, By € k[X,Y, Z];n_. tels que \H = A\F +

B,\G. D’aprés Bézout, d = Y pIp(V(N),V(F)) = > o 1 = |V(A, F)|. L’application 1 est
S n

linéaire et a pour noyau {h € k[X,Y,Z]y : Yz € F', h(z) = 0}. Comme tous les points de £’

sont alignés sur la droite V(A), si h € kert, alors d’aprés Bézout, |V (h,A)| > |E'| > degh = A|h

(et réciproquement). donc kery = Ak[X,Y, Z|y_1. Donc dimyIm ¢ = (Nf) — (N;l) = N+ 1et

Y est surjective. Donc il existe @ € k[X,Y, Z]y tel que pour tout z € E', Q(Z) = Jiﬁ(g. On pose

A:=Ay+GQ et B:= B\, — FQ. On a bien :

AF + BG = AyF + B,G = )\H

et V(B) D E'. Siz € E, alors BG(z) = 0 et G(z) # 0 car V(A F,G) = (). Donc B(z) = 0. Comme
degB=m—eet V(A B) D EUE' de cardinal m — e+ 1, A\| B par Bézout. Donc A\|AF. Comme \ fF
(sinon V(A F,G) = V(A,G) # 0), on a aussi A|[A. Donc H = 4F + G et &,,_; est vraie.

Si Ve(\, F,G) = 0, alors A /G. Donc = € V(A F) = B(z) = 0 donc |[V(B,\)| > |[V(\,F)| =d >
n—e+1>n—e=degB. Par Bézout, \|B et donc A\|A (car V(\, F,G) =0 = X\ JF. Donc :

A B
H=n="2r:+"¢
SN

et &, est vraie.

Démonstration du lemme : soit D une droite qui ne rencontre pas V(F,G) ni V(F)*"8 et qui n’est pas
une tangente TpV (F), P € V(F)™. Alors si P € DNV(F),on a Ip(D,V(F)) = multp Dmultp F = 1.
Pour tout @, Eg est une droite de P? donc de dimension 1. De plus :

dimp(V(F)%) <dimV(F)=1 .

Donc dim(p(Viz (F)™)UUg Eqg) < 2 et (Ve (F)™)UUgEq - P2. Soit [a : b : ¢] € P2\ (p(Vp2(F))U
UgEg), la droite D :={[z :y : 2] : ax + by + cz = 0} convient.

Exercice 4 a) On a forcément Ip(Cy,Cy) =11 P € C;NCy. Or, Ip(CyNCy) > mult pCymult pCy done

b)

multp, Cy =1 7.e. P; est un point lisse de Cs.
On peut se contenter de compter les tangentes de la forme TrC5 ou P € C;“ég . Soit F, un générateur
de I(Cy). Soit Iy = R;...Rs la décomposition en facteurs irréductibles (homogénes distincts). Notons
Py =xy 910 z).
OxR;(P)ry + 0y R;(P)y; + 0zR;(P)z; =0
Alors P, € TpCy & 71 < j < s, xB(P)a v B(P)ys 2B5(P) . Quitte a faire un
R;(P)=0

changement linéaire de coordonnées, on peut supposer P, = [1:0:0]. Alors : P, € TpCy & 71 < j <
{ Ox R;(P) =0

B R(P)=0

Si OxR; = 0 alors R; € k[Y,Z]. Comme R, est irréductible, R; est donc une forme linéaire donc

TpCy = V(R;) st P € 3N V(R;). Conclusion une tangente a Cy qui passe par P; est de la forme
V(R;) ou R; est de degré 1 ou TpCy avec P dans Pensemble fini U« V(R;,OxR;) N C5~.

deg R; >1
Parmi le nombre infini de droites D qui passent par P, on en choisit une qui n’est pas une tangente a
C5 et qui n’est pas une des droite (P,Q) ot Q décrit { P, ..., Py a4, } UC5"8. Une telle droite D vérifie :
IP(D702) =0oulet DN 01 N DQ = {Pl} En particulier, |D N Cg| = dQ.
Il est clair que V(AF) O C; N Cy donc il existe A € k[X,Y, Z)g1dy—3+1-a, = k[X,Y, Z]a,—2 et B €
k[X, Y, Z]d1+d2—3+1—d2 = k[X, Y, Z]d1—2 tels que AN = AFl + BF2
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e) Size DNCy \ O, alors A(x)Fi(z) = 0 et donc A(xz) = 0. Donc |[DNV(A)| > |DNCy \ {P} =
dy — 1 > deg A. Par Bézout, D est une composante de A. Donc A|A et A|BF,. Comme D N Cy est fini,
A fF5 d’ou A\|B et on a :
A B

F=—F+—F
\ 1+)\ 2

en particulier, C' = V(F') passe par P;.
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