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Introduction

A Torigine de la géométrie algébrique est 1’étude des solutions des sys-
témes d’équations polynomiales :

fl(xl, ceny .Tn) = 0

f?“(xl) )xn) = 0

oules f; € k[ X7, ..., X,] et k est un corps. On note V'(f1, ..., f) 'ensemble
des solutions du systéme.

Si les f; sont linéaires, on obtient un sous-ev et sa « taille »est donnée par
sa dimension. En général, on n’a pas un sous-ev mais on peut quand méme
généraliser la notion de dimension. On utilisera pour cela un lien important
entre la géométrie et ’algébre :

Si g € (f1,.., fn), alors V(g, fi,...; fn) = V(f1, .y fn). Done V(f1,..., fn)
ne dépend que de I'idéal I engendré par les f;.

Peut-on retrouver I a partir de ’ensemble V(f1,..., fn) 7

Presque si le corps est algébriquement clos. Le théoréme des zéros de
Hilbert, que I'on démontrera bientot, a pour conséquence :

si k est algébriquement clos, alors I := {f € k[X1,...,X,] : Im >
0, frel} ={f€klXy,...Xy] : flv =0}. Et on peut définir la dimension
a partir de 'algébre quotient : k[ X1, ..., X,,]/I.

Casour=1,n=2.

Une courbe algébrique plane est un ensemble des points de A? = k? (le
plan affine) dont les coordonnées (x,y) vérifient une équation

(1) flz,y) =0

pour un certain polynéme f € k[X,Y]. On considérera d’autres espaces
ambiants que le plan affine. On appellera donc une telle courbe une courbe
affine plane.

Le degré de ’équation (1) est le degré de la courbe ; une courbe de degré
2 est une conique, une courbe de degré 3 est une cubique, etc.

Exemples : x? +y?> =1, y? = 23, y? = 22 + 22, y?> = 23
zy = 0.

Comme 'anneau k[X, Y] est factoriel, un polynéme f se factorise en

=k

—z, 2y =1,



en produits de facteurs irréductibles deux a deux non proportionnels (de
maniére unique a un facteur constant non nul prés).

La courbe X d’équation f = 0 est la réunion des courbes X; d’équations
fi = 0. On dira qu’une courbe définie par un polynoéme irréductible est une
courbe irréductible. La décomposition X = U; X; est la décomposition de X
en composante irréductibles.

Si k = R, le point (0,0) devrait étre appelé une courbe car il est défini
par I'équation 22 + y? = 0 ou par 2% + 4% = 0. Une de ces équations est
irréductible, 'autre est réductible. De telles ambiguités n’existent pas sur un
corps algébriquement clos.

Lemme 0.1 Soient k un corps quelconque, f € k[X,Y] un polynoéme irré-
ductible, g € k[X,Y] un polynéme quelconque non divisible par f. Alors le
systeme d’équations

flx,y) =g(x,y) =0

a un nombre fini de solutions.

Si k est un corps algébriquement clos, si f € k[X,Y] est non constant,
alors I'équation f(z,y) = 0 a une infité de solutions. On en déduit, dans ce
cas, grace au lemme qu’un polynoéme irréductible f est entiérement déterminé
(& multiplication par une constante prés) par la courbe d’équation f(z,y) =
0.

Le nombre de racines d’un polyndéme dans k est égal au degré. Le célébre
théoréme de Bézout généralise ce résultat en donnant le nombre de points
d’intersection en fonction des degrés de f et g (si k est algébriquement clos)
et en comptant les points & 'infini.

Si on considére le cas des coniques, on voit qu’il faut préciser certains
détails notamment, tenir compte des points a l'infini.

0.1 Courbes rationnelles

Certaines courbes peuvent étre paramétrées par des fonctions ration-
nelles.

Par exemple : 2% +y? =1, y? = 2% + 22,

On dit que ce sont des courbes rationnelles.
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Exercice : la courbe y? = 2% — x n’est pas rationnelle.

0.2 Fonction Zeta

Soit I, le corps de cardinal ¢. Soit X une courbe irréductible d’équation
f(z,y) =0o0u f e F,[X,Y].

Pour tout n on note N, le cardinal de X (Fy»). Pour tenir compte de
tous les N,,, on considére la série >, < Nn%



Théoréme 0.2 (Weil-Dwork) La série exp (Zn Nn%) est une fonction
rationnelle notée Zx (t).

Ezemples : Si X = (2?2 +y? = 1), alors Zx(t) = (1 —t)/(1 — qt) si
g=—1mod4, (1+1t)/(1—qt) si ¢ =3mod 4.

Certains invariants connus de X se retrouvent dans Zx. Par exemple le
genre ...



1 Courbes affines

1.1 Ensembles algébriques affines
Soit k un corps quelconque (commutatif quand méme! quand méme ...)
Sin > 1, on note A"(k) ou A" := k™.

1.1.1 Topologie de Zariski

Si S Ck[Xy,...,X,], onnote V(S) :={x e A" : VfeS, f(z)=0}
Remarque : V(S) =V ((S5)).

Proposition 1.1 Les ensembles de la forme V(I), I idéal de k[X] sont les
fermés d’une topologie de A™ : la topologie de Zariski .

Démonstration : ( = V((1)), A" = V(0), VI)uV(J) = V(1J),
N VIL) =V L) Q.e.d.

Les fermés de A™ pour la topologie de Zariski sont appelés des ensembles
algébriques affines .

Ex. :les fermés de A' sont les ensembles finis et Al; les fermés irréduc-
tibles de A2 sont les réunions finies de courbes algébriques planes irréduc-
tibles et de points.

1.1.2 Théoréme des zéros de Hilbert

On dit qu’un morphisme d’anneaux ¢ : B — A est fini si A est un
¢(B)—module de type fini i.e. si A est une ¢(B)— algébre de type fini et si
tous les éléments de A sont entiers sur ¢(B).

Théoréme 1.2 (de normalisation de Nother) Soit A une k—algébre de
type fini. Il existe un entier n > 0 et un morphisme fini injectif k[Ty, ..., T,] —
A.

Démonstration : Dans le cas ot k est fini. Soient aq, ..., a, des géné-
rateurs de A. On raisonne par récurrence sur r. Si 0 # F € k[Xq,..., X;]
annule (aq, ..., a,), alors soit Fj la composante homogeéne non nulle de plus
haut degré (=: d) de F. Puisque k est infini, il existe t1,...,t, € k non tous
nuls tels que Fy(tq,...,t,) # 0. Quitte & renuméroter les a;, on peut sup-
poser t, # 0. Comme Fj; est homogéne, on peut supposer t, = 1. Alors
F(ai,...,a;) = Fy(t1,....tr—1,1) al+ termes de degré < d en a,. Donc A =

£0
kla1,...,ar] est entier sur klay, ..., ar—1] et on peut appliquer ’hypothése de
récurrence a klay, ..., ar—1). Q.e.d.

Sixz e A", on note my l'idéal (X1 — 21, ..., X;, — xp).



FEzercice : my = ker(f — f(x)) est un idéal maximal de k[X1, ..., Xp].
Si k est algébriquement clos, ils sont tous de cette forme :

Corollaire 1.2.1 i) Soit A un corps qui est une k—algebre de type fini.
Alors A est une extension finie de k.

ii) Sik est algébriquement clos, si m est un idéal mazimal de k[ X1, ..., X,],
il existe x € k™ tel que m = my.

Démonstration : i) soit k[T, ...,T,,] — A un morphisme fini injectif.

Alors A corps < k[T, ..., T,] corps. Donc n = 0.
ii)ona A/m = k d’aprés i) et on pose z := (21, ..., Tp) OU z; := X; mod m.
Q.e.d.

Théoréme 1.3 (des zéros de Hilbert) Soit A une k—algébre de type fini.
Alors A est un anneau de Jacobson i.e. : pour tout idéal premier p < A, on

a !
p= (] m.

m>p
m maximal
Démonstration : En quotientant par p, il suffit de montrer que si A est
intégre, (Ym = 0 lorsque m décrit les idéaux maximaux de A. Par ’absurde :
soit 0 # = € Mm. L’algébre A[z~!] est de type fini sur k. Soit n un idéal
maximal de A[z~!]. Le corps A[z~!]/n est une extension finie de k d’aprés
le corollaire. Donc k < A/nN A < Alz71]/n = A/nN A est une k—algébre
intégre de dimension finie donc un corps . Donc n N A est un idéal maximal

de A donc contient x. Mais alors & € n ce qui est impossible acr = est inver-
sible dans A[z~1]. Q.e.d.

t. Soit B une k—algébre intégre de dimension finie comme k—espace vectoriel, soit
0 # b € B, la multiplication par b : y — by est injective donc surjective! donc b a un
inverse.
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1.1.3 Correspondance entre idéaux radicaux et ensembles algé-
briques affines

Définition 1 Soit I un idéal d’un anneau A. On pose VI = {reA: In >
0, 2" € I}.

Ezemple : \/(2?,y) = (z,y) dans k[z,y].

Remarque : \/VI = V1.

On dit que I est un idéal radical si VI = I. Les idéaux premiers sont
radicaux

Proposition 1.4

Vi= () ».

p>1
p premier

On en déduit :

Proposition 1.5 Si A est une k—algébre de type fini, alors pour tout I idéal

de A, on a :
Vi- ] w.

m>T
m maximal

Si Z C A™(k), on pose I(Z) :={f € k[Th,....,T,,)] : flz =0}.

Par exemple, I(0) = (1) et I(A™) =0

Les idéaux I(Z) sont toujours radicaux!

Exercice : Si Z C A", alors Z = V(I(Z)). En particulier, si Z est fermé,
Z =V(I(Z)).

Deux idéaux peuvent avoir le méme ensemble de zéros : on a toujours
V(I) =V (VI).

Supposons k algébriquement clos.

Ona:I(Z) =Nyez My

Proposition 1.6 Si I < k[T, ..., T}, alors I(V(I)) =T
« Les points sont des idéaux maximauzx ! »

Corollaire 1.6.1 Les applications :

{ idéaux radicaur de k[T|} <— {fermés algébriques de A"}




sont des bijections réciproques. Les restrictions donnent des bijections réci-
proques :

{ idéaux mazimauzx de k[T|} <— {points de A™}

Par cette bijection, les idéaux premiers correspondent aux fermés irré-
ductibles.

Ezxercice : si Z C A™ est un fermé algébrique, les points de Z sont en
bijection avec les idéaux maximaux de k[T, ..., T,,] qui contiennent I(Z).

1.2 Espaces topologiques irréductibles

Définition 2 Un espace topologique non vide X est irréductible si X n’est
pas réunion de deux fermés propres. Un fermé de X est irréductible s’il est
wrréductible pour la topologie induite.

Remarque : Cela revient & dire que deux ouverts non vides s’intersectent
ou que tous les ouverts non vides sont denses.
Ezxzemples :

a) Sur R, muni de la topologie usuelle, seuls les points sont irréductibles.

Proposition 1.7 i) Soit f: X — Y une application continue. Si Z C X
est irréductible, alors f(Z) aussi.

i) SiY CZC Y C X, alors Y irréductible < Z irréductible.

Définition 3 Un sous-espace irréductible mazimal de X est une composante
wrréductible de X.

Remarque : par le lemme de Zorn, toute partie irréductible de X est
contenue dans une composante irréductible. De plus les composantes irré-
ductibles sont fermées.

Proposition 1.8 Soit Z C A™(k) un fermé. Alors Z irréductible < 1(Z)
idéal premaier.

En particulier, A™ est irréductible.

Erercice : les fermés irréductibles de A% sont les points, A? et les V (f)
ou f € k[X,Y] est un polynéme irréductible.

Exercice : Soit f € k[X,Y]. On note f = f{"...f2 la décomposition en
facteurs irréductibles de f ou les f; sont deux & deux premiers entre eux.
Alors, I(V(f)) = (fi1...fn) et les V(f;) sont les composantes irréductibles de

V()
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1.3 Espaces ncethériens

Définition 4 Un espace topologique X est neethérien si toute suite décrois-
sante de fermés est stationnaire.

Lemme 1.9 Soit X un espace topologique neethérien. Alors :
(i) tout sous-espace de X est neethérien ;
(ii) tout ouvert de X est quasi-compact ;

(iii) Tout fermé de X a un nombre fini de composantes irréductibles.
Tout fermé de X est donc une union finie de composantes irréductibles.
Proposition 1.10 L’espace A™(k) est neethérien.

Corollaire 1.10.1 Si I est un idéal radical de k[T], alors I est l’intersection

d’un nombre fini d’idéauxr premiers qui ne se contiennent pas deuxr 4 deux.
L’ensemble de ces idéaur premiers est déterminé par I.

1.4 Dimension

Soit V' un fermé algébrique affine de A™. On note k[V] := {f|y : f €
k[Ty,...,Ty]}.

Remarque : k[V] ~ k[Th,...,T,]/I(V) est de type fini réduite.
Proposition 1.11 Si I est un idéal de k[V], on note Vi (I) == {x € V
Vel f(x)=0}etsiZ CV,onnote Iv(Z) := {f € k[V] : Vz €
Z, f(z)=0}. On a :

Ly (1) =1

pour tout idéal I de k[V].

Démonstration : On utilise la bijection J +— J mod I(V) entre les
idéaux de k[T1, ..., T,,] contenant I(V') et les idéaux de k[V]. Q.e.d.

Définition 5
dim V' := 9xk[V]
=max{r : 3, x1,...,x, € k[V] algébriquement indépendants sur k} .
Voici quelques propriétés :
Proposition 1.12 dimV =0 <V fini. Dans ce cas |V| = dimy, k[V].
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Démonstration : si dimV = 0, alors k[V] est de dimension finie sur
k (tous les z;, générateurs de k[V] sont lagébriques sur k). Si my,....,m,
sont des idéaux maximaux deux a deux distincts de k[V], alors dimy k[V] >
dimy k[V]/my N ...Nm, = >, dimk[V]/m; = n. Donc il y a un nombre fini
d’idéaux maximaux de k[V] : my,...,m,. Comme k[V] est réduite, k[V] ~
®;k[V]/m; est de dimension n sur k. Q.e.d.

Proposition 1.13 i) V3 <V =dimVj <dimV;;
it) st F <V, V irréductible, dim F = dimV = F =V ;

i) siV=ViU..UV, est la décomposition de V en composantes irréduc-
tibles, alors dim V' = maxdim V;.

1.5 Degré de transcendance

Soit k& < K une extension de corps quelconque. si x1,...,z, € K sont
algébriquement indépendants sur k et si K est algébrique sur k(x1, ..., x,),
on dit que {z1,...,z,} est une base de transcendance de K sur k.

Proposition 1.14 i) Les bases de transcendance ont toutes le méme car-
dinal : c’est le degré de transcendance de K/k ;

it) (théoréme de la base incompleéte) : si K est algébrique sur k(aq, ..., an),
St Q1 -..., Gy SONE algébriquement indépendants sur k, m < n, alors il
eriste 1 < i1 < ... < ip < n tels que ay, ..., am, iy, ..., a;, forment une
base de transcendance de K /k.

Ezemple : degtr(k(X1, ..., X,)/k) = n.

Proposition 1.15 Soit f € k[Th,...,T,] non constant. Toutes les compo-
santes irréductibles de Hy := V (f) sont de dimension n — 1.

Démonstration : Il suffit de traiter le cas ou f est irréductible. Suppo-
sons par exemple que la variable T), apparait dans f. Notons t; := T; mod (f).
Si P € k[Th,...,Ty—1], alors P(ty,....tn,—1) = 0 dans k[TY,....,T,]/(f) =
klti,....,t,) = f|P dans k[T},...,T,] = P = 0 car degy f > 0. Donc
t1,...,tp—1 sont algébriquement indépendants. Donc %1, ...,t,—1 ou ti,...,t,
est une base de transcendance de Fracklty, ..., t,] sur k. Comme f(t1,...,t,) =
0, c’est t1,...,t,_1 qui est une base de transcendance. Q.e.d.

Proposition 1.16 Si V est un fermé algébrique irréductible de A™, alors
dim V' = degtrk(V)/k ou k(V') := Frack[V].

En particulier si V' est un sous-espace linéaire de k™, on retrouve la di-
mension usuelle.

12
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1.6 Autre fagon de définir la dimension

Soit I un idéal de k[T1, ..., T,]. On pose Hy(s) := dimk[T1, ..., Ty ]<s/I<s.
Ezemple : Hy(s) = (*1").

Proposition 1.17 Pour s assez grand, Hy(s) est un polynome en s.

Pour un n—uplet @ = (o, ..., ), on notera || := ag + ... + an.
Démonstration : Soit < un ordre total sur les monémes tel que si
la] < |b], T* < T®. On note TD(f) le terme dominant d'un polynéme
f € k[T1,...,T,,] pour cet ordre et T'D(I) l'idéal engendré par les T'D(f),
f € I. Alors Hy(s) = Hrp(p(s) car les classes 77 mod I (respectivement
mod T'D(I)),ou |y| < set TV ¢ TD(I), forment une base de k[T'1, ..., Tp]<s/I<s
(respectivement de k[T, ..., T |<s/TD(I)<s). Or sion pose A := k[T1, ..., Tp],
si I, J sont des idéaux homogeénes, on a une suite exacte de k—espaces vec-
toriels qui préserve les degrés :

0—-A/INJ A/ I®A/]—A/T+J—0

z—zmod I GzmodJ, xPy—xz—vy .

On montre ensuite que HTD( ])(s) est un polynoéme en raisonnant par
récurrence sur le nombre minimal de mondémes générateurs de T'D(I). On
utilise pour cela, par exemple que si I = (T, ..., T7) et si J = (T7), alors
INJ={g1,..., gr) o0t g; = ppem (T, T7). Q.e.d.

Proposition 1.18 Si A = k[T1,...,T,,)]/I est une k—algébre de type fini, si
k[ X1,....X,] = A est un morphisme injectif fini, alors deg Hi(s) = r =
Ok (A).

Démonstration : Notons fi, ..., f, les images respectives de X1, ..., X,
Soit d := max{deg f; : 1 < i < r}. Alors Hy(sd) > dimk[X7, ..., X;]<s =
(*7). Donc deg Hy(s) > r. Soit B := k[f1, ..., f]. Le B—module A est de
type fini donc A = Bb; + ...Bby pour certains b; € A. On peut suppo-
ser, quitte a les ajouter, que parmi les b;, il ya les a; := T; mod I. De plus
bib; = Z,]fvzl bf’jbk pour certains bﬁj € B. Si on note q := max{bf’j}, alors on
a facilement par récirrence que aj'...af" € Bcjqjab1 + ... + B<jqjabn. Donc
dim A<y < Ndim By = N(*47) = NEHD-GIE) ooy deg Hy(s) < r.

Q.e.d.

Ezercice : Si dimV = d, V < A", il existe E un sous-espace de k™ de
dimension d, un morphisme linéaire : f : A" — FE tel que f|y : V — E est

13



surjectif de fibres finies (indication : utiliser le théoréme de normalisation de
Néther).

Ezemple : A = K[X,Y]/(XY —1). H(s) = (*1?) = (,°,) = 25 + L.
Posons x := X mod XY — 1, y := Y mod XY — 1. Alors x, —y sont solutions
de l'équation T2 — (x — )T — 1 = (T — z)(T + y) € k[x — y][T]; donc A
est entier sur k[z — y| et x — y est algébriquement indépendant sur k. Et
A% - Al (x,9) — o — y est surjective de fibres de cardinal 1 ou 2.

1.7 Définition des courbes algébriques affines

Définition 6 Soit C C A"™ un fermé algébrique irréductible de dimension 1.
On dit que C' est une courbe algébrique affine irréductible. Si f € k[X,Y] est
un polyn éme non constant, on dit que V (f) est une courbe algébrique plane.

Conséquence : Les fermés propres des courbes irréductibles : points.

Ezemple : V (y?—zy—2?y+a3) est une courbe algébrique plane, {(t3,t4,1°) :
te A'} = {(z,y,2) € A3 : 23 = yz,y? = 22,2% = 2%y} est une courbe
algébrique irréductible.

Ezercice : I'idéal I(C) de la courbe C := {(t3,t4,°) : t € A'} ne peut
étre engendré par moins de 3 éléments! néanmoins, la courbe C' peut étre
définie par deux équations dans A3 !

indication : 1(C) est engendré par 23 —yz,y*—xz, 2222y car k[z,y, 2] /(23—
yz,y? — 2z, 2% — 2%y) = k[Z] + k[Z]g + k[Z]Z donc k[x,y, 2]/ (2% — yz,y? —
rz,2% — 2%y) — K[t3,t4,1%] est un iso. Et C = V(g, f2) ot g := @ (on
0y g 1(C) = g€ I(C)))

2

1.8 Applications réguliéres, isomorphismes

Soit f : U — A' une fonction définie sur un ouvert U d’un fermé algé-
brique X de A™. On dit que f est réguliére en x € U s'il existe un ouvert
xr eV CU,abek[X]telsqueVyeV, bly)#0et f(y) =aly)/by).

Notation : Ox(U) est I'algebre des fonctions réguliéres sur 'ouvert U de
X.

Voici une conséquence du théoréme des zéros de Hilbert :

Proposition 1.19 Soit X C A" un fermé algébrique.
i) Ox(X)=k[X];
i) sif € k[X] est non nulle, alors k[Xs] = k[X][f7!] (o0 Xf:={z € X :
f(x) # 0} et k[X][f'] est l’algébre des fonctions sur X s engendrée par
k[X] et la fonction t — 1/f(t)).

Contre-exemple : si k = C, A’ — A, x — e® n’est pas réguliére.

Ezercice : k[A? \ {0}] = k[AZ?].

Plus généralement, on dit que F' : U — A", = — (f1(x),..., fu(z)) est
réguliére si tous les f; : U — A' le sont.
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Définition 7 5i X C A™ et Y C A", si U C X et V C Y sont des
ouverts, un morphisme f : U — V est une application telle que f: U — A"
est réguliére. Un isomorphisme f : U — V est un morphisme bijectif dont
Uapplication réciproque f~ : V — U est aussi un morphisme.

Remarque importante : si U = UyU, est un recouvrement ouvert, si
Va, flu, : Uy — A™ est réguliére, alors f est réguliére.

Ezemple : A' \ {0} — V(XY —1), t— (t,t71) est un isomorphisme.

Contre-ezemple : A — V(Y2 — X3), t — (¢3,#?) est un morphisme
bijectif qui n’est pas un isomorphisme.
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Ezercice : déterminer 'image de f : A2 — A2 (z,y) — (z,zy). Est-elle
ouverte 7 dense ? fermée ?

Remarque :Si f : U —V, g:V — W sont des morphismes entre ouverts
de fermés algébriques, alors go f : U — W est aussi un morphisme.
Notation : soit F': X — Y un morphisme entre fermés algébriques. On
note F* : k[Y] — k[X], h — h o F le morphisme d’algébres associé.
Proposition 1.20 (i) F +— F* est une bijection entre les morphismes de
variétés X — 'Y et les morphismes d’algébres k[Y| — k[ X];
(ii) L’application F est un isomorphisme si et seulement si F* : k[Y] —
kE[X] est un isomorphisme de k—algebres.
Démonstration
i) On suppose que Y est un fermé de AY. Voici la réciproque : si ¢ :
E[Y] — k[X] est un morphisme de k—algebres, on pose Fy := (f1,...., fn)
ot les f; sont les images par ¢ des fonctions coordonnées Tjly, 1 < i <
N.
ii) il suffit de vérifier que (F o G)* = G* o F™*.
Q.e.d.

Ezemple : {(t3,3,1°) : t €k} =V (z — 2y, y* — 23) =2 V(y? — 23) C A?
est une courbe plane mais {(t3,*,45) : t € k} = V(2® —yz,y? — 2z, 22 — 22y)
n’est pas isomorphe & une courbe plane.

Exercice : on suppose k de caractéristique # 2. Montrer que f : Al —
X =V(Y?-X2-X3), trs (t? —1,t(t* — 1)) induit un isomorphisme f* :
E[X] ~ A ou A est la sous-algébre de k[t] formé des g tels que g(1) = g(—1).
Proposition 1.21 soient U,V des ouverts de fermés algébriques affines.
Soit F: U — V un morphisme. Alors I' est continue et pour tout ouvert W
de V, tout f € Oy (W), foF € Oy(F'W).

Réciproquement, si F': U — V est une application continue telle que :

VfeOu(W), foF € 0y(F'W)
alors F' est un morphisme.
Définition 8 (podles d’une fonction rationnelle) Soit X un fermé algé-
brique irréductible. Soit f € k(X). On dit que f est réguliére en x € X s’il
existe a,b € k[X] tels que b(z) # 0 et f = a/b (dans k(X)). Dans ce cas, on

pose f(x) = a(zx)/b(z) (c’est indépendant du couple (a,b) choisi. Sinon, on
dit que = est un pole de f.

Ezercice : Soit X = V(22 +y? —1). Alors f := (1 +2)/y € k(X) a pour
pole unique (1,0) (indication : f =y/(1 — x) est réguliere en (—1,0).
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1.9 Courbes rationnelles

Définition 9 (Résultant) Soient P := apXP + .... + ag,Q := b, X9+ ... +
by € A[X] o A est un anneau.

ap ... Qg

Soit Rés, ¢(P, Q) := € A (q lignes avec les coefficients
by ... bo

de P et p lignes avec ceuzr de Q : c’est un déterminant p+ q X p+ q). C’est
le résultant de P et Q).

Remarques :si ap = by = 0, alors Résp, ; = 0;si ¢ : A — B est un morphisme
d’anneaux, alors ¢(Réspq(P,Q)) = Résyq(P?, Q%) ; Réspq(P,Q) = albh +
(—1)(‘1*1)1’&362—1— des termes de degrés < p en by et < ¢ en ag (car, par
exemple, la diagonale est (ap, ..., ap, bo, ..., by)).

—— ——

q p

Proposition 1.22 Soit k un corps algébriquement clos, sotent P,Q de de-
grés < p,q. Alors :
Réspq(P,Q) =0 <

P, Q ont une racine commune dans k ou deg P < p,deg@ < q .
Démonstration : Le résultant est le déterminant de la matrice de :

k[ X]<q—1 @ k[X]<p-1 — k[X]<pig1

UpV+—PU+QV

dans les bases (X1 ..., 1, XP~1 ... 1) et (XPHa—1 .. 1). Q.e.d.

Théoréme 1.23 Soient F, G € k(t). On suppose que F ou G est non constante.
Alors il existe une unique courbe affine plane irréductible C' qui contient
l'tmage de :

t= (F(1),G(1)
de plus, « le paramétrage évite au plus un point de C' »
Démonstration : Si F = A/B, G = C/D, on considére : Rés(A —
XB,C—-YD)€k[X,Y]. Q.e.d.

Ezemple : F(t) = (1 —t3)/(1 + %), G(t) = 2t/(1 + t?), R(X,Y) =
Résoo(l — 2 — X(1 +3),2t = Y(1 +#?) = 4(X?2 + Y2 — 1), donc C =
V(2% +y? — 1) Seul le point (—1,0) exclu du paramétrage.
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Définition 10 On dit qu’une courbe C affine plane irréductible est ration-
nelle s’il existe F,G tels que F' ou G est non constante et telle que l"image
de :

t= (F(t),G(t))

est contenue dans C.
Exemples : les droites et les graphes de fonctions rationnelles, les coniques

Théoréme 1.24 Soit C une courbe affine plane irréductible. Sont équiva-
lentes :

(i) C est rationnelle ;
(ii) il existe f € k(C) telle que k(C) = k(f) ;
(iii) le corps k(C) est k—isomorphe a k(t).

De plus, il existe dans ce cas un isomorphisme : A1 \ S — C \ T pour des
parties finies S de A' et T de C.

Pour démontrer ce théoréme, on utilise le :

Théoréme 1.25 (Liiroth) (Pour cet énoncé, k n’est pas forcément algébri-
quement clos) Soit k < K < k(T') un corps tel que k # K. Alors il existe
x € k(T) tel que K = k(x).

Lemme 1.26 Soit f/g € k(T) une fraction irréductible non constante. Alors
[K(T) : k(f/9)] = max{deg f, deg g}

Démonstration : Considérons F := ¢(X)f/g — f(X) € k(f/9)[X].
Le polynome F' est de degré d := max{deg f,degg}, annule ¢t et F est ir-
réductible dans k(X)[f/g] donc dans k[X, f/g] donc dans k(f/g)[X]. Q.e.d.

Remarque : si k est algébriquement clos, le nombre max{deg f, deg g} est
le cardinal maximal des fibres de I'application A' ——— > Al ¢+ f(t)/g(t).

Démonstration du théoréme de Liiroth : Soit f(X) = X9 +
a1 X% 4+ ... + aq € K[X] le polynéme minimal de t sur K. Soit 4 tel
que a; ¢ k. On a a; = p/q ou p,q € k[t] sont premiers entre eux. Soit
c(t) € k[t] le ppcm des dénominateurs des coefficients de f écrits sous
forme de fractions irréductibles € k(t). Soit c(t) =: F(X,t) € k[t, X]. Po-
sons R(X,t) := q(X)p(t) — q(t)p(X). On a f|R/q(t) dans K[X]. Donc dans
E(t)[X] aussi. Donc F|R dans k(t)[X]. Puisque R € k[t][X] est de contenu
1, F|R dans k[t, X]. Mais alors max{degp,degq} < deg, FF < deg, R =
max{degp,degq}. Donc a(X)F = R pour un certain a € k[X]|. Comme
le contenu de R dans k[X][t] est 1, a est une constante. D’ou degy F' =
max{degp,degq}. Or, k(p/q) < K < k(t), et :

[k(t) : K] = degy f = max{degp,degq} = [k(t) : k(p/q)] -
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Donc k(p/q) = K. Q.e.d.

Démonstration : Si k(C) ~ k(t), on note x, y les fonctions coordonnées
sur C. Soient f(t),g(t) € k(t) les images de x et y dans k(t). Soit r € k(C)
I'antécédent de t.

Alors on a deux isomorphismes réciproques I'un de 'autre :

A\ S

C\T
t———(f(t),9(t))

’I“(ZL‘,y) ~ (l’,y)

ot S ={t € A : test un pole de f ou de g ou (f(t),g(t)) est un pole de r}
et T ={(z,y) € C : (x,y) est un podle de r}. Q.e.d.

Ezemple - A"\ {£i} ~V(2®+y* - 1) \ {(1,0)}, t = (1 —#*)/(1 +
t2),2t/(1 + 1)), y — y/(1 + z).
FEzercice :

a) les courbes 2" 4+ y™ = 1, n > 3 ne sont pas rationnelles,

b) y? = 23 — 2 n’est pas rationnelle,

3

c) y? = 2> — 22 est rationnelle.
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2 Singularités
2.1 Multiplicité

Soit C' C A? une courbe affine plane. Soit F un générateur de I(C). Soit
(xo0,y0) € C. On a :
F=Fi+F;1+...

oud>1 et les Fj, sont des polynémes homogénes en X — xg,Y — yg :

Fp= Y aij(X —z0)'(Y —g)
i,7>0
itj=k
pour certains a;; € k et ot Fy # 0. On dit que d est la multiplicité de C' en
P := (x0,y0) = mp(C).
On dit que P est lisse si mp(C') = 1, singulier si mp(C') > 2. Autrement
dit, le point P est lisse si et seulement si Ox F'(P) ou 0y F(P) # 0.
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Le polynéme Fy se factorise en Fy = Lj...Lg ot1 les L; sont des formes
linéaires (en X —x, Y —yo). Les droites d’équations L; = 0 sont les tangentes
de C' en P. Si toutes les tangentes sont distinctes, on dit que P est un point
(double, triple, ...) ordinaire.

Ezemple : (0,0) est un point double ordinaire pour la courbe d’équation
y? = 23 + 22 et un point double non ordinaire pour y* = 3.

Remarque : La définition ne dépend pas du générateur choisi.

Définition 11 Soit C C A2 une courbe affine plane. Si tous les points sont
lisses, on dit que C' est lisse.

Exemples : les droites affines, les graphes de polynémes, le cercle et
toutes les coniques irréductibles sont lisses mais V' (zy) n’est pas lisse.

Remarque : Si 0 # F € I(C), alors I(C) = (F) < F sans facteur carré
et C = V(F). Et, F sans facteur carré < pged(F,0x F, 0y F) = 1.

2.2 Anneaux des fonctions réguliéres au voisinage d’un point

Définition 12 Soit X un fermé d’une variété algébrique (ou simplement un
ouvert d’un fermé algébrique. St x € X, on note Ox , la k—algébre :

{(f,U) : U est un voisinage ouwvert de x et f € Ox(U)} [ ~

ou (f,U) ~ (g,V) s’il existe un voisinage owvert W de x tel que W C
UnNV et flw =glw. On note mx , :={f € Ox, : f(xz)=0}

Proposition 2.1 L’anneau Ox , est local d’idéal mazimal mx 5 et Ox z/mx 5 ~
k.

Exercice : vérifier que Ox 5 ~ k[X|p, ott M, est I'idéal maximal de k[X]
qui s’annule en . Rappelons que k[X]y, = {a/b : a,b € k[X], b & M} ou
a/b=d /b §'il existe ¢ & M, tel que ¢(b'a — ab’) = 0.

2.3 Caractérisation intrinséque de la lissité

Lemme 2.2 Soit C' une courbe affine. Soit P € C. Notons Mp lidéal maxi-
mal de k[C] définissant P. Alors pour tout n > 0, M/ Mptt ~ m’évp/mgf]}.

Remargue :si F est un générateur de 1(C), si P = (0,0), alors Mp/Mpt! ~
M™ + (F)/M™ 1 + (F) ou M := (X,Y) < k[X,Y].

Ezercice : vérifier que pour tout n > mp(C), mp(C) = dimy, map/mgfpl
et que pour tout 0 < n < mp(C), dimg m’é,P/mgrPl =n+1.
Proposition 2.3 Soit C' une courbe affine plane irréductible. Soit P € C.
Sont équivalentes :
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(i) C est lisse en P;
(it) dimy Mp/Mp =1;
(iii) dimgmep/mg p = 1.

Démonstration : i = i : Soit f un générateur de I(C), si C' n’est
pas lisse en P = (0,0), alors f € (X,Y) < k[X,Y]. Mais alors, Mp/M3 =~
(X,Y)/(X,Y)? qui est de dimension 2 absurdo ! Q.e.d.

Soit C une courbe affine irréductible. Soit x € C.

Lemme 2.4 Soit I un idéal premier non nul de Oc . Alors I =m,.

Démonstration : Soit I un idéal premier non nul de k[C], alors
k[C]/I = k[Vo(I)] est une k—algebre de dimension finie intégre donc c’est
un corps et I est maximal! Q.e.d.

Lemme 2.5 Tout idéal non nul de Oc, contient une puissance de m,.

Proposition 2.6 Supposons que la courbe C est plane mais non forcément
irréductible. Soit P € C. Alors P est lisse < mc p est un idéal principal de
lanneau Oc p

Démonstration : Soit ¢ € m \ m? ol m = mc p. Alors, t mod m?
engendre m/m?. Donc m.m/(¢) = m/(t) d’ou, par le lemme de Nakayama :
m/(t) =0 i.e. m = (¢). Q.e.d.

Remarque : en général, méme si P est lisse, Mp n’est pas principal : par
ex. : V(y? — 23 + ) (exo).

Lemme 2.7 Soit P € C. Tout idéal propre non nul de Oc p contient un
idéal de la forme m¢, p, n > 1.

Théoréme 2.8 Soit C' une courbe affine plane. Soit P € C. Sont équiva-
lentes :

(i) P est lisse;
(i) Uanneau Oc p est principal ;

(tit) Uanneau Oc p est intégralement clos.

Démonstration

(i) = (ii) : on sait déja que m := m¢ p est principal. Soit ¢ un générateur.
Soit a € MN,som”™ = N,>0(t") = 0. La suite d'idéaux [t" : a] := {x € A :
t"z € (a)} est croissante donc stationnaire :

IN>O0, V>N, [t":a)=[t""Ta]=1T.
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Mais alors : [t"T! = [t"F! : g)t"tl = (a) = [t" : a)t"T! = (a)t = [t" :
a|t"t. Donc (a) = (a)t = a = 0.

Donc si f, g € Oc, sont non nuls, il existe m, n tels que f € () \ (£"+1)
et g€ (™) \ (™). On a: f = t"u, g = t™v avec u, v inversibles et donc
fg=0=t""yu=0=t""=0=t=0= f ou g =0 absurde!

Soit I un idéal non nul de Oc . Il existe n tel que I < (¢") et I £ (t"11).
Soit z € I\ (#"™!). On a x = t"u pour un v inversible. Donc t" € I et I = (t").
(iii) = (i) : il suffit de montrer que mp est principal. Soit 0 # f € m. Soit
n tel que m™ < (f) et m"~L £ (f). Soit g € m™~1 \ (f). Alors g/f € k(C)
et g/fm < Ocp. Si g/fm < m, alors '« astuce du déterminant »permet
de trouver un polynéme unitaire & coefficients dans O¢ p qui annule g/f
= g/f € Oc,p absurde! Donc g/fm = Ocp = m = (g/f). Q.e.d.

Remarque : si C' est une courbe plane quelconque, si P est un point lisse
de C, alors il existe une unique composante irréductible Cy de C qui passe
par P. On a alors O¢c p >~ O¢, p.

Corollaire 2.8.1 Soit C une courbe affine plane irréductible. La courbe C
est lisse si et seulement si k[C] est intégralement clos.
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Lemme 2.9 (Artin-Rees) Soit A un anneau neethérien. Soient I,1' deux
idéaux de A. Il existe ng tel que :

Vn>ng I"NI =1"""0(1"NT) .

Démonstration : Soient ay, ..., a, des générateurs de I'idéal I. Soit J I'idéal
engendré par les polynomes homogenes F' de A[Ty, ..., T;| tels que F(a) € I'.
Soient Fi,..., F, € A[T1,...,T,] des polynémes homogénes qui engendrent
J. Soient d; := degF; et nggemax{d;}. Sin > ng etsi x € I NI, alors
il existe F' € A[T1,...,T,] homogeéne de degré n tel que F(a) € I'. On a
F = P, + ...+ Py Fy pour certains P; que ’on peut supposer homogénes de
degrés respectifs n — d;. Alors :

xr = Pl(a)Fl(a) + ...+ PNFN(G)

et pour chaque i, Pi(a)F;(a) € I"%(I% N 1) = ["~o([r0~di([9% N T')) <
[mmo(rmo N I). Q.e.d.

Théoréme 2.10 (d’intersection de Krull) Soit A un anneau neethérien
local d’idéal mazimal m. On a :

ﬂm:O.

n>0
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Démonstration : Soit I’ :=(0,5om = 0. Il existe ng tel que :
m™ TN =mm™Nr)

s I=ml .

Il existe donc & € 1+m tel que zI’ = 0 mais x € A* donc I’ = 0. Q.e.d.

2.3.1 Cas général

Soit X un fermé algébrique. On note T, X := (m,/m2)* ot m, est I'idéal
maximal de I’anneau local Ox .

Proposition 2.11 La restriction ¢ my induit un isomorphisme de k—espaces
vectoriels :
Derkz (ﬁxw, kx) — ngX

ot Dery, (Ox 5, ky) est Uespace des formes linéaires 0 : Ox , — k telles que

vV f,9,0(fg) = f(x)é(g) + g(x)d(f).

Soient X un fermé de A et I(X) =: (fi, ..., fr). Onpose J := (5)@) Licr-

1<<r

IAIA

Alors on a un isomorphisme :

ker J Dery, (Ox ., kz)

v (b Y 0;0x,h)

O(X)h<jn =———4
D’ou :
Proposition 2.12 dim 7, X =n —rg(J(z)).

Définition 13 On dit qu’une courbe algébrique affine C est lisse en un point
x € C sidmT,C =1 1ie. si C est un fermé de A", C est lisse en x si
rang(J(x) =n — 1.

Ezercice : quels sont les points singuliers de la courbe C' = {(#3,¢4,#%) :
te Al}?

Proposition 2.13 Une courbe C est lisse en x € C & Oc, intégralement
clos & Oc, principal.
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2.4 Désingularisation

On dira qu'une courbe C est lisse si k[C] est intégralement clos.

Proposition 2.14 Soit C' une courbe affine irréductible. Il existe une courbe
lisse C' et un morphisme fini # : C' — C qui induit un isomorphisme :
ﬂflcrég — C.

Démonstration : Soit C’ tel que k[C'] ~ kf[E] la fermeture intégrale
de k[C] dans k(C). Q.e.d.
Ezemple de désingularisation : A1 — V(y? — 23), t — (12,13).

3ot

Exercice : trouver une désingularisation de 3% = x

On dit que deux fermés algébriques X, X' sont birationnels s'il existe
un ouvert U C X, un ouvert U’ C X’ (non vides) et un isomorphisme
¢:U~U"

Exercice. X, X' sont birationnels si et seulement si k(X) ~ k(X’).

Proposition 2.15 Toute courbe algébrique plane irréductible est biration-
nelle a une courbe algébrique plane dont les éventuelles singularités sont des
points ordianires.

Proposition 2.16 Toute courbe algébrique irréductible est birationnelle a
une (et une seule & isomorphisme prés) courbe projective lisse.

3 Anneaux de valuation discréte

3.1 Valuations

Une wvaluation discréte sur un corps K est une application v : K —
Z U {oo} telle que :
(i) Vee K,v(z) =00 z=0;
(ii) v|gx : K* — Z est un morphisme de groupes surjectif;
(i) Vz,y € K, v(z +y) > min{v(z),v(y)}.
Exemples : Q, vy, avec p premier ; k(T') et 'ordre d’annulation en g, k((t))
et la valuation usuelle des séries, k(t) et voo(f/g) := degg — deg f.
Remarque : 'ensemble @, := v~ (N U {oo}) est un sous-anneau intégre
de K et K est son corps des fractions. C’est I'anneau de valuation de (K, v).

Un anneau de valuation discréte est un anneau intégre A tel qu’il existe
une valuation v sur le corps K des fractions de Atel que A = 0.

Proposition 3.1 (Propriétés) Soit v une valuation discréte sur un corps
K. L’anneau O, vérifie :
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(i) O =v7H(1);
(i) O, est local d’idéal mazimal m :=v~=1({1,...,00});
(i1i) wm est principal et m =t < v(t) =1;
(iv) Yn>1,m"=v"1({n,.. 00});
(v) Uanneau O, est principal et ses idéaux sont les m™, n > 0.
On dit que k := A/m est le corps résiduel de O,. Un générateur de m est
une uniformisante de 0.
Remarque : t € O, est une uniformisante si et seulement sit € m \ m2.
Exercices :
1) siv est une valuation sur un corps K et six,y € K, alors v(x) # v(y) =
v(z +y) = min{v(z), v(y)}-
2) O, est un sous-anneau mazximal de K.

3) Un anneau principal, local qui n’est pas un corps est un anneau de va-
luation discréte.

3.2 Ordre d’annulation

Soit C' une courbe. Soit P € C un point lisse au sens ot O¢,, est principal.
Si f € Oc p, on note :

ordp(f) :=sup{n >0 : fem"}

o m = mg p; c’est 'ordre d’annulation en P.
Remarque :si f € m™ \ m™ ™! alors ordp(f) = n.

Théoréme 3.2 Si P est un point lisse, alors on peut prolonger ordp a k(C)
en posant : ordp(f/g) := ordpf — ordpg. On obtient ainsi une valuation
discrete sur k(C') dont Uanneau des valuations est Oc p.

Ezemples :
a) siC=A'sizg € ketsif e k(C)=k(t),alors ord,, f est la multiplicité
de xp comme zéro de f (ou —l’ordre de zp comme pole de f). L’élément
(t — z0) est une uniformisante.
b) SiC = (y*=a—z),si P=(0,0), alors ordpz = 2 et ordpy = 1 : donc
y est une uniformisante.
c) SiC= (2 +y=a23+1x),si P=(0,0), alors ordpz = 1 et ordpy =1 :
donc z,y sont des une uniformisantes.
Exercice : Montrer que pour une courbe plane C' et pour un point lisse
P = (zg,y0) € C, si f est un générateur de I(C), si Ox f(P) # 0, alors y —yo
est une uniformisante (indication : dans Oc,p, on a mg p = (x — x0,y — o)
et Ox f(P)(x — zo) + Ov f(P)(y — yo) = 0mod mép donc mC,p/méP est
engendré par y — yo ...).
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3.3 Développements limités

Soit C' une courbe et P un point lisse de C'. Soit ¢ une uniformisante pour
Oc.p.
Notation :si f,g € k(C), sin >0, on écrit f =g+ O(t") si f —g € m".

Théoréme 3.3 Soit 0 # f € k(C). Si ng := ordpf, alors il existe une
unique série de Laurent 3, ~, ant" € k((t)) telle que :

f= zr: ant™ + O(t" 1)

n=ng

pour tout r > 0. En associant 0 a 0, on obtient un morphisme de corps

k(C) = k(1))

La série >
at.

Erercice : Soit C' = (y?> = 23 —1). En P = (1,0) et pour I'uniformisante
t =y, le développement limité de x ne contient que des puissances paires de
Y.

n>ng @nt" est le développement limité de f en P relativement

4 Courbes projectives

4.1 Un peu de géométrie projective
4.1.1 L’espace projectif

Soit V' un k—espace vectoriel. On pose P(V) :=V \ {0}/ ~ouz ~ y si
1y = Ax pour un certain A € k*.

Si V = k"1 on note P"(k) := P(k"T1).

Notation : 7 :V \ {0} = P(V), v+ [v] est la surjection canonique.

Remarque : on peut identifier P(V') a 'ensemble des droites vectorielles
de V. Si W <V, on dit que 7(W \ {0}) est un sous-espace projectif de
dimension dim W — 1.

Ezxercice : Si Py, P, sont des sous-espaces projectifs de P™ de dimension
ni,ng avec ny + ng > n, alors P; N Py # (). En particulier, deux droites
projectives se rencontrent toujours.

4.1.2 Cartes affines

Soit n > 1. Pour tout ¢, soit U; := {[xo : ... : ] € P™ : z; # 0}.
L’application jo : A" — Uy C P", (z1,...,2p) = [1 : x1... @ xp] est
bijective.

Complétion projective : soit D C A™ une droite affine. Il existe une unique
droite projective D dans P™ telle que j, 'D =D.
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Par exemple si n = 2, si D est la droite d’équation :
(z,y) € A? : ax+by+c=0
D est la droite projective d’équation :

[z:y:2]€P? :ar+by+cz=0.

On a dans ce cas : D = jo(D) U {oop} oit cop :=[—b:a:0].

On dit qu’on a ajouté & D un point a ’infini : cop.

Exercice : deux droites affines di, ds C A? sont paralléles si et seulement
sl 00gq, = 00,

Rappel : si k est un corps, P"(k) := k"t \ {0}/ ~otz ~ysi 3\ €
E*, x = \y.

Notation : 7 : k"t \ {0} — P*(k), x + [x] := x mod ~.

Une carte affine de P™ est la donnée de H un hyperplan de k"' et d'une
application bijective de la forme :

k" —P" \ n(H \ {0})

v [eo + ¢(v)]

ol eg & H et ¢ : k™ ~ H est un isomorphisme linéaire. Pour une carte affine
fixée, on appelle points & l'infini les points de w(H \ {0}).

Ezemples : soit C := {[z:y: 2] € P2(R) : 2% +y? = 2?}. Pour la carte
affine i1 : R — P%(R), (z,y) ~ [z : y : 1], vérifier que i7'C' est un cercle
et que C n’a pas de point & 'infini. Pour la carte affine iy : R? — P2(R),
(x,y) — [1: 2 : y], vérifier que i;lC est une hyperbole avec deux points &
I'infini.

Erercice : trouver une carte affine i : R? — P2(R) telle que i~ 'C est une
parabole. Pour I'’exemple trouvé, déterminer 'unique point a 'infini.

5 Fermés de ’espace projectif

Soient P; € k[Xy, ..., X;,] des polynomes homogénes. L’ensemble :
V(P : 1) :={[z] e P" : Vi, Py(z) =0}

est bien défini. De plus V(P; : i) = V(I) ou I est l'idéal de k[Xo, ..., Xy]
engendré par les P;.

Dorénavant, on suppose k algébriquement clos.

27



5.1 Idéaux homogénes

Proposition 5.1 Soit I un idéal de k[Xo, ..., Xy]. Sont équivalentes :
(i) pour tout P € I, toutt € k*, P(tXo,....,tXy) € I;
(i) pour tout P € I, les composantes homogénes de P sont dans I ;
(iii) [idéal I est engendré par des polyndomes homogénes ;
(iv) Uidéal I est engendré par un nombre fini de polynémes homogeénes ;
(v) ona:I=dq4INk[Xo,...,Xnl4

Un tel idéal est dit homogene.
Remarque : tout idéal homogéne strict est contenu dans (Xp, ..., X,).
Un fermé de IP™ est un ensemble de la forme :

V() :={[z]eP" : VP eI, P(x) =0} .
Proposition 5.2 Les V(1) sont les fermés d’une topologie sur P™.
Soit m: A"t \ {0} — P la surjection canonique.

Proposition 5.3 Un F C P" est fermé si et seulement si 71 F U {0} est
fermé dans A",

Ezercice : on note U; les ouverts (x; # 0) et j; : A™ — Uy, (20, ..oy Tiy o Ty) —
[zo @ ...: 1: ... :xy,]. Vérifier que les U; recouvrent P™ et que F' C P" est
fermé si et seulement si pour tout 4, j; LF est fermé dans A”™.

Si A est un fermé de A™*! on note I(A) lidéal correspondant dans
k[Xo, ..., X,)]. Si I est un idéal homogene de k[Xy, ..., X,], on note V(I) le
fermé correspondant dans A"t

Ezercice : V(I) =x(V(I) \ {0}). B
Notation : si A est un fermé de P", alors I(A) := I(z=1A U {0}).
Proposition 5.4 L’idéal I(A) est un idéal homogéne strict de k[ X, ..., Xp].

Exercice : soit p := [po : ... : py] € P Alors I({p}) = (piX; — p; X :
0<i,j<n)=(X;—pj/poXo : j >0)sipy#0.

Proposition 5.5 Si F' est un fermé de P", alors V(I(F)) = F.

5.2 Théoréme des zéros

Théoréme 5.6 (version projective du théoréme des zéros) SiI estun
idéal homogéne strict de k[Xo, ..., X, alors I(V(I)) = /1.

Corollaire 5.6.1 Soit I un idéal homogéne de k[Xy, ..., X,]. Alors :
V() =0<VID (X, Xp)
eVi,3d>1, X¢el
< AN > 1, I contient tous les mondmes de degré N
& 3N > 1, &g>nk[Xo, ..., Xpla €1 .
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6 Propriétés topologiques

Tout fermé de P™ est un espace topologique neethérien, on a donc comme
dans le cas affine une décomposition en fermés irréductibles et une notion de
composantes irréductibles.

FEzercice : si F est un fermé de P", alors F' est irréductible < I(F) est
premier.

Exercice : soit F' un fermé non vide de P™. Alors F est irréductible
& I(F) est premier < 7~ F U {0} est un fermé irréductible de A"+,

Exercice : I'application P™ x P™ — P™tm+n ([z] [y]) — [xzy]]%éém,

SJsn

<ik<m )

est une bijection sur son image, le fermé V((X; ; X, — XXk j)o
0<j,1<n

7 Le théoréme fondamental de I’élimination projec-
tive

On dira que FF C P™ x A" est un fermé si F' est défini par des polynomes
P;(z,y) homogenes en les ;.
Remarque : F C P™ x A" est fermé < (7 xId)"'FU{0} x A" C A™+L x A"
est fermé < Vi, j; x Id'F est fermé dans A™ x A”.

Théoréme 7.1 Si F C P™ x A" est fermé, alors pro(F') est un fermé de
A",

Contre-ezemple : pra(V (zy — 1)) n’est pas un fermé de Al
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8 Produits d’espaces projectifs

On dira qu’une partie ' C P™ x ... x P™" est fermée si elle définie par
des équations polynomiales E(x(l), . :1:(’”)) homogénes en les 2z,

Ezercice : il existe bien une topologie sur P! x ... x P dont les parties
de la forme ci-dessus sont les fermés. Attention, ce n’est pas la topologie
produit !

9 Morphismes

Soient X C P™, Y C P" des fermés projectifs. Soient U C X, V C Y
des ouverts.

Définition 14 Une application f : U — V est réguliecre en x € U sl
existe un voisinage ouwvert Uy de x et des fonctions polynomiales homogeénes

for oo fro € K[To ¢ ... : Tp] de méme degré tels que : ¥Vt € Uy, 74, fi(t) # 0
et f(t) = [fo(t) : ... fu(t)]. Si f est réguliere sur U, on dit que f est un
morphisme

Ezemple : Vapplication P! — V(Y2 — XZ) C P2, [u: v] — [u? : uv : v?] est
un isomorphisme mais la réciproque n’est pas définie par une seule formule.
Ezercice : la composée de deux morphismes est un morphisme.

Corollaire 9.0.1 (du théoréme d’élimination) Soit f : P — P" une
application réguliere, alors f(F) est fermé dans P™, pour tout fermé F de
P,

Notation : si U est un ouvert de X un fermé de P", on note Ox(U) la
k—algebre des fonctions régulieres f : U — Al

Ezercice : Ox(X) = k.

Ezxercice : Une application f : U — V est réguliére si et seulement si f
est continue et si pour tout ouvert W de V, pour tout g € Oy (W), go f €
Ox(f~1W)).

Ezxercice : généraliser la notion de morphismes aux applications f: U —
V ou U et V sont des ouverts de fermés de produits d’espaces projectifs et
vérifier que :

IPm % IPn N IPmn+m+n

([@ilis [y515) = [zay;lis

est un isomorphisme sur son image qui est fermée.
Erercice : Papplication 7 : A" \ {0} — 4" est un morphisme.
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10 Définition des courbes projectives planes

Une hypersurface projective est un fermé de P™ défini par une équation
H = V(P) ou P est un polynéme homogéne de degré > 1. Si deg P = 1,
c’est un hyperplan, si deg P = 2, c’est une quadrique (ou conique si n = 2),
si deg P = 3, c’est une cubique, etc

Le degré de Uhypersurface H est le degré de P un générateur de I(H).

Une courbe projective plane est une hypersurface de IP? de la forme V (P)
ou P € k[Xo, X1, X2] est un polynéme homogéne de degré > 1.

Ezxercice : si P est irréductible, la courbe est irréductible.

Ezercice : les fermés propres d’une courbe irréductible sont finis.

Lemme 10.1 Soit F' € k[X,Y, Z] un polynéme homogéne non nul. Si F' =
1 F>, alors Fy, Fy sont aussi homogénes.

Lemme 10.2 Si C est une courbe projective plane, alors I(C) est un idéal
principal engendré par un polyndéme homogéne.

Proposition 10.3 Une courbe C' est irréductible < 1(C) est premier.

Proposition 10.4 Un fermé propre non vide de P? est une réunion finie
de courbes irréductibles et de points.

Ezercice : plus généralement, on a ’équivalence : un fermé F' C P"™ est
irréductible < I(F) est premier < 7~ 'F U {0} est irréductible dans A"+,

Une courbe projective irréductible est un fermé C' de P™, pour un certain
n tel que A(C) := k[Xo, ..., Xn]/I(C) est intégre de degré de transcendance
2.

Attention ! les éléments de A(C') sont seulement des fonctions sur 7~1C C
AL\ {0}

Probléme ouvert : une courbe de P? peut-elle étre définie par deux poly-
nomes homogeénes 7

Ezercice : les idéaux homogeénes irréductibles et propres de k[X,Y, Z]
sont :

0, (F), ot F est homogene irréductible, I({[zo : yo : 20]}) pour un [z : yo : 20] € P2.

indication : si F,G sont homogénes premiers entre eux dans k[X,Y, Z],
alors ils le sont aussi dans k(X,Y)[Z] et on peut trouver A,B € k[X,Y, Z]
homogénes tels que 0 # AF + BG € k[ X,Y].

En déduire les fermés irréductibles de P2

10.1 Dimension

Si F C P™ est un fermé non vide , on pose dim F := dim7 ' FU{0} -1 =
kK[ X0, ooy Xom /I(F) — 1.

Proposition 10.5 Soit F' un fermé irréductible de P™. Si Fy C F est un
fermé strict, alors dim F; < dim F'.
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11 Lien courbes affine / projectives

On identifie A™ et l'ouvert Uy :={[1 : 21 : ... : &) € P™}.S1 P, .., Py
k[Xo, ..., X;m] sont des polynomes homogeénes, alors V(Py,..., B,) N A™
V(P;) ou Py = Py(1, X1, ..., X,n).

Si P € k[Xo,..., Xm] est homogéne de degré d, P est de degré < d
avec égalité si et seulement si Xy ne divise pas P. On dit que P est le
déshomogénéisé de P.

Remarque : Si F' est un fermé (irréductible) de P™, alors F' N A™ est un
fermé irréductible de A™.

Si F € k[X1,...,X;n), on note I := X§F(X1/Xo,..., Xm/Xo), ott d =
deg F'. C’est I’homogénéisé de F.

On identifie A% et Pouvert (2 #0) = {[z:y:1] : x,y € k}.

Si F € Kk[X,Y] est de degré d, on pose I := ZF(X/Z,Y/Z), clest
I’homogénéisé de F'.

Ezemple : 'homogénéisé de y? —x(x—1)(z—\) est y>z —x(zx—2)(x— \2).

[l m

Proposition 11.1 a) si F est de degré d, alors F est homogéne de degré
d;
b) FG—TFG;
c) si H est homogéne premier a Xo, alors H = H.
Soit Z C A™ un fermé algébrique. Soit I := I(Z). On pose I := (F :
Fel)et Z* .= Vpu(I).
Evemple : si I = (Y — X2, Z — X3), alors (Y — X2,7Z — X3) %T car

IW—XY eT\ (Y = X2,Z - X3).

Proposition 11.2 Z* est l’adhérence de Z dans P™. De plus, si Z = Z1 U
..U Z; est la décomposition de Z en composantes irréductibles, alors Z* =
Z1U...UZ[ est la décomposition de Z* en composantes irréductibles.

Proposition 11.3 Si C = V(F) est une courbe affine plane, alors V(F) =
C.

On dit que Z est la complétion projective de Z.

Remarque : C ne dépend que de C' (non de F).

On dit que les points de Z \ Z sont les points a I'infini. Ce sont les points
de ZN Hy, ot Hy = (19 = 0).

Lemme 11.4 Si C' est une courbe projective affine plane de degré d, alors
C a au plus d points a Uinfini et au moins 1.

FExercice : quels sont les points a l'infini de 22 + 32 = 1.
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Théoréme 11.5 L’application C +— C est une bijection entre les courbes
algébriques de A? et les courbes projectives planes ne contenant pas la droite
a Uinfini z = 0. Cette bijection préserve l'irréductibilité. La réciproque est
donnée par C — CN A2,

Ezercice : Z — Z est une bijection entre les fermés algébriques de A™ et
les fermés de IP™ qui n’ont aucune composante irréductible contenue dans
H.. De plus cette bijection préserve 'irréductibilité et la dimension.

Corollaire 11.5.1 Les fermés de P? sont P2, les unions finies de courbes
irréductibles et de points et ().

11.1 Courbes projectivement équivalentes

On dit que deux courbes projectives C1,Cy C IP? sont projectivement
équivalentes 8’1l existe g € GL3(k) tel que gC; = Cs.

Remarque : action de GLy 1 sur P" préserve les fermés.

Exercice : trouver deux courbes affines planes non isomorphes dont les
complétions projectives sont projectivement équivalentes. (22 + y? = 1) ¢
(y = 2?).

Exercice : trouver deux courbes affines planes isomorphes dont les com-
plétions projectives ne sont pas isomorphes. (y = 562) ~ (y = 553).

Ezercice :si C =V (F), alors I(C) = I(F).

COURS DU MERCREDI 2 AVRIL 2014

12 Points lisses et fonctions rationnelles

Soit C' C P? une courbe algébrique plane. Soit H un générateur de
I(C) <K[X,Y, Z].

On dit que P € C est lisse si (0xH,0yH,0zH)(P) # (0,0,0). On dit
que P est singulier sinon.

Remarque : cette définition ne dépend pas du générateur choisi ni des
coordonnées homogeénes choisies pour P.

Proposition 12.1 Si C est une courbe projective plane de degré d et si la
caractéristique de k ne divise pas d, alors C"% =V (0xH,0y H,07H).

Démonstration : On utilise 'identité d’Euler :
XOxH+YOyvH+ Z0zH = dH

pour tout H € k[X,Y, Z]q. Q.e.d.
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Si P € C, une courbe projective plane, est lisse, la tangente & C' en P est
la droite (projective) d’équation :

OxH(P)X + 8y H(P)Y + 0zH(P)Z =0
ot (H) = I(C) < k[X,Y, Z].

Proposition 12.2 Soient C C A? une courbe et C C P? sa complétion
projective. Si P € C, alors P est un point lisse de C si et seulement si P est
un point lisse de C.

Ezemple : La courbe d’équation y? = f(x), ot f € k[X] est unitaire de
degré d > 3 et n'est pas un carré, a pour complétion projective C. L’unique
point & l'infini de C est lisse si d = 3 et singulier si d > 3.

Ezercice : TpC est la complétion projective de TpC'.

Germes de fonctions au voisinage d’un point

Soit C' une courbe projective ou un ouvert d’'une courbe. Soit P € C.
Soient U,V des voisinages ouverts de P dans C. Si f € O0c(U), g € Oc(V),
on note f ~ g s’il existe un voisinage ouvert W de P dans U NV tel que
flw = glw.

L’anneau des germes de fonctions réguliéres au voisinage de P est 'an-
neau :

Ocp:={(f,U) : PeUouvert CC, fe0c(U)}/ ~

Proposition 12.3 L’anneau Oc p est local d’idéal mazimal mc p, tdéal des
germes f qui s’annulent en P.

Remarque : mc p est le noyeau du morphisme surjectif 0c p — k, (f,U) mod ~—
7(P).

Remarque : si V est un voisinage ouvert de P, alors la restriction a V'
induit un isomorphisme :

Ocp >~ 0Ocnup -

FEzercice : on a

~

Ocp = (k‘[CA']MP)O :={a/b: a,b sont homogénes de méme degré dans k[C] et b(P) # 0},

les éléments homogénes de degré 0 du localisé en Mp 1'idéal homogéene des
fonctions dans k[C] qui s’annullent en P (en n’importe lequel de ses repré-
sentants dans C.

On en déduit grace au cas affine :
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Proposition 12.4 Soit C' une courbe projective plane. St P € C, alors sont
équivalentes :

i) P estlisse;
i) dimpmep/mgp=1;
iii) Oc p est principal ;
iv) Oc,p est intégralement clos ;

v) Oc,p est un anneau de valuation discréte.

On peut donc définir 'ordre d’annulation en P € C' si P est lisse et on
dispose de la notion de développement limité en un point lisse.

Définition 15 Une courbe projective est lisse en P st dimy, mqp/mép =1.

13 Coniques

Proposition 13.1 Soit H € k[X,Y,Z] homogéne de degré 2 irréductible.
Alors V(H) est une courbe projective lisse.

Démonstration : Soit P un point singulier. Supposons par exemple que
P=1[0:0:1]. Alors

H=aX?+bY?+cZ2+dXY +eYZ+ fXZ

on a forcément ¢ = e = f si H(P) = OxH(P) = 0y H(P) = 0. Donc H est
homogéne de degré 2 en X,Y donc réductible absurde /. Q.e.d.

Théoréme 13.2 Toute conique projective irréductible est projectivement équi-
valente & la conique d’équation yz = x? ie. si C C P? est une conique
irréductible, il existe g € GL3(k) tel que g(C) = V(Y Z — X?).

C’est évident en caractéristique # 2 car toutes les formes quadratiques
non dégénérées sont équivalentes. Nous allons donner une démonstration qui
marche en toute caractéristique.

Lemme 13.3 Le groupe GL3 agit transitivement sur les triplets de points
non alignés de P2,

Lemme 13.4 Soit C' une conique projective irréductible. Pour tout P € C,
TpCNC ={P}.

Démonstration : On peut supposer P = [0 : 0 : 1]. Mais alors H est
de la forme

H=aX?*+bY?+cZ? +dXY + (eY + [X)Z
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et la tangente a pour équation eY + fX = 0. S’il y a un point d’intersection
autre que P, alors eY + fX|aX? + bY? + ¢Z? + dXY dans k[X,Y] donc
divise H : absurde! Q.e.d.
Exercice : soit C' une conique projective irréductible. En caractéristique 2, il
existe Q € P? tel que toutes les tangentes de C passent par Q.

Exercice : En caractéristique # 2, si P ¢ C, une conique irréductible,
alors il existe 2 tangentes & C' qui passent par P.

Démonstration du théoréme : soit P| # P, € C. Soit Ps tel que
Tp,C NTp,C = {P3}. Il existe g € GL3(k) tel que g(P1),g9(P),g(P3) =
0:0:1},[0:1:0],[1:0:0]. On peut donc supposer que Py, Py, Py =
[0:0:1,[0:1:0],[1:0:0]. Alors H = aX?+dYZ +eXZ + fXY.
La droite Tp,C' a pour équation : dY + eX = 0. La droite Tp,C a pour
équation : dZ + fX = 0. Comme ces équations s’annulent en Ps, on a :
e=f=0.Donc H=aX?+dYZ avec a,d # 0 car H irréductible. On a

A0 0
alors g(C) =V (X?—=YZ)pourung=| 0 p 0 | € GL3(k) bien choisi.

0 0 v
Q.e.d.

Théoréme 13.5 Toute conique projective irréductible est isomorphe a PL.

Démonstration : Il suffit de vérifier que V(X2 —Y Z) ~ PL. C’est bine
le cas! Q.e.d.

Corollaire 13.5.1 Si C est une conique, alors P\ C est une variété affine.

Démonstration : Soit ¢ : P2 — P5 [z : y : 2] = [2% : y? :
22 yz : xz : xy]. Cest un iso sur son image et si C = V(2?2 — yz),
d(P2\ C)=¢(PHNP5 \ V(zg— z3). Q.e.d.

14 Fonctions rationnelles

Soit C' un fermé irréductible de P™. On note C := 7~ 'C' U {0} € A™*!

~

le cone au-dessus de C. On a k[C] = k[Xo, ..., X;n]/I(C).
Pour tout d > 0, on note k[Clq := k[Xo, ..., Xpn]a/I(C) Nk[Xo, ..., Xp]a-
Egercice : en utilisant que I'idéal I(C) est homogeéne, vérifier que k[C] =

@dzok[C]d.

Définition 16 On note k(C) := k(é)o ={f/g : 7d>0, f,g¢c k‘[CA’]d}
C’est un corps : le corps des fonctions rationnelles sur C.
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Ezemple : k(P1) = k(t) ou t = y/z.
Remarque : pour toute fermé projectif irréductible, X, dim X = degtr, (k(X)).

Proposition 14.1 Si U; est une carte affine (z; # 0) de P" telle que U; N
C # 0, alors lapplication :

E[CNU] = E(C), fr formr
induit un k—isomorphisme de corps : k(C NU;) = Frack[C NU;] ~ k(C).

Concretement, si U; = (x # 0), alors fonw(x,y,2) = f(1:y/z: z/x).
Ezemple : soit C = V(Y?Z — X3 — Z3). Cest une courbe irréductible.
On a:
E(C) = k(x,y) = k(s,t) = k(u,v)

onr=X/Zy=Y/Z;s=X/Yt=Z/Y;u=Y/X,v=2/X.0na
les relations suivantes :

Y=+l t=s+t3 v=1+;s=z/yt=1/y,u=y/z,v=1/z
dans k(C).

Définition 17 Soient f € k(C) et P € C. On dit que f est réguliere en P
sl existe p,q € k[C] de méme degré tels que q(P) # 0 et f = p/q. Dans ce

cas, on pose f(P) :=p(P)/q(P)

Ezercice : vérfier que f(P) est bien défini i.e. si f = p/q = p'/q’ dans
k(C) comme dans la définition, alors p(P)/q(P) = p'(P)/q' (P) dans k.
On obtient un morphisme injectif :

Ocp — k(C), (f,U)— f

et Frac(0c p) = k(C). L’image du morphisme ci-dessus est exactement
la sous-algebre des fonctions rationnelles réguliéres en P.

Exercice : pour tout ouvert U de C, Oc(U) := Npey Oc,p (intersection
dans k(C)).

Ezercice : (\pec Oc,p = k.

Exercice : k(C) = FracO¢(U) = FracOc p pour tout ouvert non vide de
C et tout P € C.

15 Applications (bi)rationnelles

Exemple : Soient C = V(H), C" = V(H') deux courbes projectives
planes irréductibles. Soit un triplet Fy, F, F» € k[C] de méme degré tel que
H'(Fy, F1, F») = 0. Alors si U est Pouvert des [z] € C tels que 34, F;(z) # 0,

U — C', v [Fy(z) : Fi(z) : Fy(x)] est un morphisme. Soit un triplet
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(fo, f1, f2) € k(C)3 tel que H'(fo, f1, f2) = 0. Soit U I'ouvert des P € C tels
que f; est réguliére en P, i = 0,1,2, et pour un certain i, f;(P) # 0. Alors
U— C', P [fo(P): fi(P) : f2(P)] est un morphisme (ezo : vérifier que
U est bien un ouvert non vide de C).
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Rappel :si X est une variété projective irréductible, on note X :=n1XU
{0} et k(X) :=k(X)o. Si f € k(X), on dit que f est réguliére en P € X s'il
existe a,b € k[X] homogénes de méme degré tels que f = a/b et b(P) # 0
On note Dom(f) := {P € X : f est réguliére en P}. C’est un ouvert non
vide de de X.

Valeurs d’une fonction rationnelle : si f € k(X) et si P € Dom(f),
on pose f(P) = a(P)/b(P) si f = a/b avec a,b € k[X] de méme degré et
b(P) # 0.

Erercice : application f : Dom(f) — Al, P+ f(P) est un morphisme.

Soit P € X. Soit A le sous-anneau des fonctions f € k(X) réguliéres en
P. L’application :

A— Oxp, fr (f,Dom(f))mod ~

est un isomorphisme d’anneaux (la réciproque est définie ainsi : soit f : U —
A' un morphisme oi1 U est un ouvert contenant P ; quitte a prendre un plus
petit ouvert, on peut supposer qu’il existe a,b € k[)? | homogénes de méme
degré tels que Vo € U, b(x) # 0 et Vo € U, f(x) = a(x)/b(x); alors on
associe a f la fraction a/b; si (f,U) ~ (g,V), alors la fraction associée a g
est la méme (dans k(X))). Donc Frac(Ox p) ~ k(X)

Soient X, X’ des variétés quasiprojectives irréductibles (i.e. des ouverts
de fermés d’espaces projectifs).

Une application rationnelle f : X — —— > X' est un morphisme f : U —
X’ ou U est un ouvert non vide de X.
On dit que deux applications rationnelles f,g : X — —— > X’ sont

équivalentes si elles coincident sur un ouvert non vide.
Exzxercice : c’est bien une relation d’équivalence!

15.1 Description a équivalence prés des applications ration-
nelles

FExercice :

a) une application rationnelle f : X — —— > P™ ou X est un fermé irré-
ductible de IP™ est équivalente & une application rationnelle de la forme

~

[Fo @ ... : F] pour certains F; € k[X] homogénes de méme degré, non
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tous nuls et aussi & une application rationnelle de la forme [fy : ... : fy]
ot les f; € k(X) ne sont pas tous nuls.

b) Deux applications rationnelles [Fp : ... : F,] et [Go : ... : Gy] sont
équivalentes si et seulement si pour tous 4, j, F;G; = F;G; dans k[X].

c) Sif=1[fo:..:[fa] X — P" est une application rationnelle avec
fi € k(C), pour tout i, alors f ~ [hfy : ... : hf,] pour tout 0 # h € k(C).

Soit f : X — —— > P"™ un morphisme. Si P € X, on dira que f est
réguliére en P s’il existe un voisinage ouvert V' de P dans X, un morphisme
g:V — P" tel que f ~ g. Dans ce cas, on peut sans ambiguité définir f
comme une fonction sur V' exo /.

15.2 Applications birationnelles

Une application rationnelle f : X — —— > X’ est dominante s’il existe
un ouvert U ou f est un morphisme tel que f(U) est dense dans X'.

Ezercice : c’est indépendant de 'ouvert U choisi i.e. si f : U — X' est
un morphisme tel que f(U) = X', si ) £V C U, alors f(V) = X'.

Propriétés :
a) si gy, p: C———>P" ou C est une courbe irréductible, coincident
sur une partie infinie de C, alors ¢ = g
b) sip: X ——— >Y est dominante, ou X,Y sont des fermés projectifs,
alors on peut définir ¢* : k(Y) — k(X), h — h o ¢; on obtient une
bijection :
{ Applications rationnelles dominantes : X — —— > Y }
*
%

{ k—morphismes de corps k(Y) — k(X) } ;

) (p1owpa)” = w50
Remarque : si'Y est une courbe irréductible, f : X — —— > Y est domi-
nante si et seulement si f est non constante.

15.3 Application birationnelles

Une application birationnelle f : X — —— > X' est un isomorphisme
f:US VouU est un ouvert de X et V un ouvert de X’. Dans ce cas, on
dit que X, X’ sont birationnellement équivalentes.

Ezxemple : toute variété est birationnellement équivalente & tous ses ou-
verts non vides.

Proposition 15.1 Si X, X' sont des fermés projectifs irréductibles, alors
X, X' sont birationnelles si et seulement si k(X) ~ k(X').

39



Exercice : AutP! = PGLy indication : déterminer d’abord les k—automorphismes

du corps k(P1) ~ k(t).
Définition 18 Une courbe rationelle est une courbe birationnelle ¢ PL.

Corollaire 15.1.1 Une courbe projective irréductible C est rationnelle si

et seulement s’il existe une application rationnelle f : P — —— > C non
constante.
Démonstration : Cela résulte du théoréme de Liiroth. Q.e.d.

Ezercice : Montrer que pour toute courbe irrréductible C, il existe tou-
jours une application rationnelle f : C' — —— > P! non constante.

16 Prolongement des applications rationnelles sur
les courbes lisses

Exercice : soit f : P! — —— > P™ une appplication rationnelle, montrer
que f se prolonge en un morphisme P! — P" (indication : soient fo, ..., fn €
kE[X,Y] des polynomes homogénes de méme degré tels que f = [fo : ... : ful

sur un ouvert non vide de P1. Quitte a diviser par leur pged, on peut supposer
que les f; sont premiers entre eux. Alors ils n'ont aucun zéro commun /)
Ezemple : I'application rationnelle P! — —— > P2 [z : y] — [1 : y/z :
y?/2?] se prolonge & P!,
Si X est une courbe projective lisse irréductible, alors c’est pareil !

Proposition 16.1 Soit C' une courbe projective irréductible. Soit f : C —
—— > IP™ une application rationnelle. Alors si P est un point lisse de P, f
est réguliere en P (i.e. il existe un ouvert U contenant P tel que f : U — P™
est un morphisme). En particulier, si C est lisse f est un morphisme sur C.

Démonstration : Il existe fo,..., f, € k(C), un ouvert non vide U
de C tels que pour tout P € U, f; est réguliére en P, il existe i tel que
fi(P) #0et f(P)=[fo(P) :...: fu(P)]. Soit P € C (non forcément dans
U). Soit ¢t une uniformisante de &¢ p (il en existe vu que C est lisse en P).
Soit m := min}_y{ordp(f;)}. Alors g := [t 7" fo : ... : t7™ f,,] est réguliére sur
un voisinage ouvert de P et est équivalente a f. Q.e.d.

Corollaire 16.1.1 Une courbe projective rationnelle lisse est isomorphe a
P

; . 2 .3 ) . e
Ezercice : montrer que y* = x x n’est pas rationnelle en utilisant
qu’elle est lisse et que (x,y) — (xz, —y) est un automorphisme avec 4 points
fixes.
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Théoréme 16.2 Toute courbe projective est birationnellement équivalente a
une courbe plane.

Démonstration : Soit X une courbe fermée dans un IP™. Alors le corps
des fractions rationnelles k(X)) est de degré de transcendance 1 sur k. Donc
il existe z € k(X) tel que l'extension k(X)/k(x) est algébrique séparable.
Donc il existe y € k(X) telle que k(X) = k(z,y). Soit R un polynéme dans
k[X,Y] de degré minimal qui annule z,y. Soit C' la courbe projective plane
V(R(X,Y,Z)) C P2 Alors k(C) ~ Frac(k[X,Y]/(R)) ~ k(X) ot d := deg R
et R(X,Y,2) = ZR(X/Z,Y/Z). Q.e.d.

Théoréme 16.3 Toute courbe irréductible est birationnelle G une courbe
projective lisse, unique & isomorphisme prés (mais non nécessairement plane).

Démonstration : Unicité : soit ¢ : C1 — —— > (9 un isomorphisme
birationnelle entre courbes lisses. Alors ¢ est un isomorphisme. Q.e.d.

Soit un triplet (fo, f1, f2) € K(C)* \ {(0,0,0} tel que H'(fo, f1, f2) =
0. Soit U Touvert des P € C tels que Vi, f; € Ocp et =i, f;(P) # 0.
L’application U — C’, P — [fo(P) : f1(P) : f2(P)] est un morphisme.

FEzercice : si C,C" = V(H') sont des courbes projectives planes irréduc-
tibles, si un triplet (fo, f1, f2) € k(C)3\ {(0,0,0} est tel que H'(fo, f1, fo) =
0, on note (fp : f1 : f2) lapplication rationnelle correspondante. Toutes les
applications rationnelles C' — —— > C”’ sont de cette forme.

Proposition 16.4 Soit ¢ = (fo : f1 : f2) une application rationnelle. Il
existe S une partie finie de C telle que P — (fo(P) : f1(P) : f2(P)) est une
vraie application C \ S — C'.

Soit f : X — —— > Y une application rationnelle, le domaine de f est
la réunion des ouverts U, de X tel qu’il existe un morphisme f, : U, — Y
dans la classe de f.

Ezxercice : si f : X — —— > Y est une application rationnelle, si U, est
un ouvert tel qu’il existe un morphisme f, : U, — Y dans la classe de f,
on pose f(P) := f,(P) si P € U,. C’est indépendant de I'ouvert U, choisi.
L’application f : Dom(f) — Y est un morphisme.

Proposition 16.5 Le domaine de définition de ¢ = (fo : f1: f2) est ouvert
des P € C tel qu’il existe h € k(C)* vérifiant :

(i) Vi, hf; est réguliére en P,

(i) Fi, hf;(P) # 0.
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Si P est dans le domaine de ¢, on peut définir ¢(P) sans ambiguiteé.

Si le domaine de ¢ est C, on dit que ¢ est un morphisme.

Ezemple : soient C = (y?> = xz), C' = P'. L’application rationnelle
(1:y/z): C — —— > P! est un morphisme mais on ne peut pas trouver
fo, f1 € k(C) telles que (fo: f1) = (1:y/x) et VP € C, fo(P) ou f1(P) # 0.

Ezercice : montrer que (1 : y/x) : C — P! est un isomorphisme en
donnant sa réciproque.
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17 Multiplicité d’un point sur une courbe

Soit F' € k[X,Y, Z] un polynome homogene sans facteur carré non constant.
Soit P = (o : yo : 20) un point de la courbe C' := (F = 0). On dira que
P est de multiplicité d si en X,Y, Z, la composante homogéne non nulle de
F(xo+ X,yo + Y, 20 + Z) de plus petit degré est de degré d.

Supposons que F' ne contient pas la droite (z = 0) et que P = (z9,yo, 1)
est sur la courbe défini par F' de multiplicité d. Alors (xg,yo) est de multi-
plicité d sur la courbe affine (F(X,Y,1) =0) =CnN(z #0).

On en déduit :

Proposition 17.1 Soit C une courbe plane projective. Soit F' un générateur
de I(C). Alors si P € C, mp(C) > 1. De plus, P est lisse si et seulement si
sa multiplicité est 1.

Exemple : sin > 3, la courbe y?2 = 2™ a un seul point a I'infini. Ce point
est de multiplicité n — 2.

Proposition 17.2 Une courbe de degré d, irréductible avec un point de mul-
tiplicité d — 1 est rationnelle.

Démonstration : On peut supposer que d > 3. On peut supposer que
C est une courbe de degré d dans P? telle que C' N (z # 0) # (). Alors si
(F)=1(C),on a:
F(.Z'7y7 1) = Fd*l(‘ra y) + Fd(x7y)

ou F; sont homogenes de degré i. Comme F'(z,y,1) € k[z, y] est irréductible,
Fy 1,F;# 0 et donc Fy_1(1,t), Fy(1,t) # 0 dans kt].

On résout F(z,tx,1) =0< x=0o0u Fy_1(1,t) + 2F4(1,t) = 0.

On obtient une application rationnelle non constante :

A'— —— > C, t [—Fyp1(1,t) : —tFg_1(1,t) : Fy(1,1)] .

Q.e.d.
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En particulier, toute cubique irréductible admettant un point singulier
est rationnelle.

Exercice : soit C' une cubique irréductible avec un point singulier. Si ce
point est de rebroussement, alors C' est projectivement équivalente a 3% = z3 ;
si ce point est double ordinaire, alors C' est projectivement équivalente &
zy = 3 + 3.

Ezercice : une cubique avec 3 points singuliers est la réunion de 3 droites :
par ex. : 23 4+ 3 + 2% = 3ayz2.

Proposition 17.3 Toute quartique projective irréductible admettant 3 points
singuliers est rationnelle.

Démonstration : Soit H = > k>0 ai,ijinZk irréductible homo-
i+j+h=4
géne de degré 4. On peut supposer que les 3 points singuliers sont [1 : 0 :

0,[0:1:0],[0:0:1]. Donc : pas de terme en X*,Y*, Z4. On peut supposer
que les multiplicités en ces points sont 2 : donc H = aX?Y? + bX222 +
Y222 4+dXYZ? +eXZY? + fYZX?. On considére :

p:P?———>P: [y z]— [z tiy 27
qui envoie V' (H) sur une conique. Q.e.d.

Exercice : soit C' une quartique avec 4 points singuliers. Alors C est la
réunion de 2 coniques.

18 Théoréme de Bézout

18.1 Multiplicité d’intersection dans le cas affine

On commence par le cas affine.
Soit P € A% On note Op = Op2 p.
Si f,g € Op, on pose Ip(f,g) :=dim; Op/(f,g).

Proposition 18.1 i) Ip(f,g) < oo si et seulement si f,g sont sans fac-
teurs communs dans Op.

ii) Ip(f,gh) =1Ip(f,9)+Ip(f,h) si f,g,h sont deuzx & deux sans facteurs
communs dans Op.

iit) Ip(f,g) > multp(f)multp(g) avec égalité si les premiéres composantes
homogeénes non nulles du développement de Taylor de f,g au voisinage
de P sont premiéres entre elles (on note multp(f) le degré de la pre-
miere composante homogene non nulle du développement de Taylor de
f au voisinage de P).

w) Ip(f,9)>0= f(P)=yg(P)=0.
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Démonstration : Du premier point : on peut supposer f,g € k[X,Y].
Soit A leur pged. Comme f,g sont premiers entre eux dans Op, h & mp
est inversible et dans Op, (f,g) = (f/h,g/h) on peut donc supposer f,g
premiers entre eux dans k[X,Y]. Mais alors, V(f,g) C A? est fini. Notons

Q1,...,Qn les points de V(f,g) \ {P}. On a:
V(f,g) = V(MpMQl...MQN)

donc d’aprés le théoréme des zéros, \/(f,g9) = MpMg,...Mg,. Soit N > 0
tel que (MpMg,...Mq)N < (f,g). Comme Mg,0p = Op, on a :

(MpMq,...Mo)" 6p = MY Op = mp < (f.9)0p
d’ott un morphisme surjectif :

Op/mp = Op/(f.9)

et Ip(f,g) < dimy Op/my = SNt dimy, mlp /mA ! = SN dimg (X, V)P /(X, V) =
N(N +1)/2 < .
Démontrons 'inégalité multp(f,g) > multp(f)multp(g) : on peut sup-
poser P = (0,0). On note m := multp(f), n := multp(g) et M = (x,y).
On a dimg Op/(f,g) > dimg Op/(f,g) + M™T™. Or on a une suite
exacte :

Op/M"™ @ Op/M™ — Op [M™" —— Op/(f, g) + M™" —0
A®Br—Af+ Bg

CH———Cmod (f,g) + M™t"

donc dimy Op/(f,g) > dimg Op/(f,g) + M™™ > dimg 6/M™" —
dimy, Op/M™ — dimy, Op /M™ = () — (M4 — (F) =mn. Q.ed.

Ezemple : 1(0,0)(y — 22y —ax)=1sia#0,2sia=0.

Ezercice : Calculer Ip(f,g) ot P = (0,0), f = (22 + y?)? + 322y — 3,
g= (2 +y%)® — da*y*.

Soient C, C’ deux courbes affines sans composante commune. Si P € A?,
on note :

Ip(C,C") :=Ip(f, f')
ou I(C) = (f), I(C") = (f").

Ezercice : on suppose que P est un point lisse de C. Soit f un géné-
rateur de I(C) et soit f’ un générateur de I(C"). Montrer que I,(C,C") =

ordpec(f'|c). (indication : vérifier que Op/(f,g) ~ Oc.p/(glc))-
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Ezercice : Soit C = V(f) une courbe plane avec f sans facteur carré.
Montrer que si D = (y = ax + b) est une droite qui n’est pas contenu dans
C, si P = (z9,y0) € CN D, alors Ip(C, D) est la multiplicité de la racine zg
dans f(z,ax + b). Montrer que pour toute droite D, Ip(C,D) > multp(C)
avec égalité pour toutes les droites excepté un nombre fini d’entre elles.

En déduire que si D est une droite qui rencontre C en P4, ..., P, et si :

Zmultpi(C) > deg f

alors D est une composante de f.

18.2 Intersection transverse

Soient C, C" deux courbes affines planes. Soit P € C' N C’. On dit que C
et C’ s’intersectent transversalement en P si P est un point lisse de C' et de
C’ et si TpC # TpC'.

Ezemple : en (0,0), y = 2 et y = ax s’intersectent transversalement si
et seulement si a # 0.

Proposition 18.2 Soit P CNC’. On a :
C,C" s’intersectent transversalement < Ip(C,C") = 1.

4 A 4

3 3

2 2

1 1

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4
4 3 2 1 o 1 2 3 4 4 3 2 1 ) 1 2 3 2

Démonstration : =: supposons P = (0,0). Comme les parties homo-
génes de degré 1 de f,g sont linéairement indépendantes, il existe a,b €
k, c,d € k tels que 7 := af +bg = Xmod (X,Y)? s := cf +dg =
Y mod (X, Y)2. Mais alors, (X,Y)/(X,Y)? est engendré par r, s. Donc (X,Y)
aussi (par Nakayama!). Donc Op/(f, g) est I'image de Op/(r,5) =~ 00y /(X,Y) =~
k. Et la multiplicité est 1.

<:Onécrit f=fi+..., g =91+ ... ou f1, g1 sont homogénes de degré
1 non nuls si Ip(f,g) = 1 avec P = (0,0). Si fi = Agi, alors (f,g9) =
(f = Ag,9) = (f2— Ag2 + ..., 1 + ...). Donc Ip(f,g) = Ip(f — Ag,g) > 2
contradiction.

Q.e.d.
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Lemme 18.3 Si f, g € k[ X, Y] sont premiers entre euz, alors dimy k[ X, Y]/(f,g) <
oo et on a :
PcA?
Démonstration
si a € k[X,Y], on notera pour tout P ap 'image de a dans Op/(f,g).
Vérifions que 'application :

kX, Y]/(f.9) = ®pea20p/(f,9), a— ©pepzap
est un isomorphisme. Injectivité : si a € k[X,Y] est tel que V P € A2 ap €
<

(f,9)0p, alors soit J l'idéal {h € k[X,Y] : ha € (f,g)}. Si J # k[X,Y],
alors J est dans un idéal maximal Mp de k[X,Y], P € A% Mais il existe
h & Mp tel que ha € (f,g)i.e. h € J d’ou la contradiction. Donc a € (f, g).
Surjectivité : soient Py, ..., Py € A2 tels que {Py,...,Px} =V (f,g). On a
©pen20p/(f,9) = ®N,0p./(f,g). Il suffit de montrer que 0P...H1EH...H0
avec 1 en 7iéme position est atteint. Soit h € k[X,Y] tel que h(FP;) # 0 et
h(Pj) = 0 si j # i. Il existe N tel que Mg < (f,9)Op; pour tout j. Alors
quitte a considérer A, on peut supposer que hp; = 0mod (f,g) pour tout
j # 4. Comme (M]é\f, h) = (1), il existe a € k[X,Y] tel que ah = 1 mod (f, g)
dans k[X,Y]. Alors ah a pour image 06...41®...40 dans Gpcp20p/(f, 9).
Q.e.d.

18.3 Multiplicité d’intersection dans le cas projectif

Soient C,C’ C P? deux courbes projectives planes sans composante
commune de degrés d,d’ respectivement. Si P € P2, on note Ip(C,C") :=
dimy, Op2 p/(Ic,p + Icr.p) ot Io,p est I'idéal de Op2 p engendré par F ot F'
est un générateur de I(C) :

Icp:={a/b:a,be k[X,Y,Z] homogénes de méme degré, b(P) # 0, a € (F)}.
Ezercice : si P est de la forme [z : y : 1], alors Ip(C,C") = m, ,(C N
A27 C/mAQ) = I(x,y)(fa g) ou f(X?Y) = F(Xa}/a 1) et g(Xa Y) = G(Xa}/a 1)

Théoréme 18.4 (Bézout) Soient C,C’ C IP? deux courbes projectives planes
sans composante commune de degrés d,d’ respectivement. On a l’égalité :

Y Ip(C,C)=dd .
PeP?

Démonstration : L’ensemble C'NC’ est fini donc il existe H une forme
linéaire sur k3 telle que VP € CNC’, H(P) # 0. Quitte a faire un changement
linéaire de coordonnées, on peut supposer que H = Z. Mais alors :

S Ip(C,C) = D Ip(f ) = dimy KX, Y/(F, )

pePp? PeA?
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ou f:=F(X,Y,1), .= F'(X,Y,1) avec (F) = I(C), (F") =I(C"), F,F' €
k[X,Y, Z] homogenes de degrés d,d’. Remarquons que F, F’ sont premiers
avec Z donc f, f’ sont de degrés d,d et premiers entre eux. Vérifions que
dans ce cas dimy k[ X, Y]/(f, f') = dd'.

Sin >0, on pose k[X,Y]<, := l'espace des polynomes de degrés < n et

(f: f/)Sn = (f: fl) N k[X7Y]§n

Sin > d+d, on a une suite exacte courte :

0—— k[X7 Y}Sn,d,d/ 4J> k[Xv Y]ﬁn—d ¥ k[Xv Y]Sn*d/ L (fa f/)gn —0

Al Af' ® —Af

B¢ Ct Bf+Cf

1.e. j est injective, p est surjective et im j = ker p.
On en déduit que dimy,(f, f')<p = ("7 ("4 F2) — ("4 Donc :

n—d n—d’ n—d—d’

) N (n+2\ (n—d+2) (n—d+2 n—d—d+2

dlmkk‘[X,Y]<n/(f7f)<n—< n > ( n—d n—d + n—d—d
= dd’

pour tout n > d,d’. Donc :
dimy k[ X, Y]/(f, f') = dd .

Q.e.d.

47



18.4 Conséquences de Bézout
18.4.1 Equations des cubiques planes

Section non traitée en cours ...

Soit C' une courbe projective plane irréductible. On dit que P € C est
un point d’inflexion de C si Ip(TpC,C) > 3.

Soit F' un générateur de I(C) dans k[ X1, X2, X3]. Onnote Hp := det(dx, x, F)1<i j<3-
Ezercice : si deg F' = n, alors deg Hp = 3(n — 2).

Proposition 18.5 (car(k) =0) On suppose que C est de degré > 3. Le
point P € C est d’inflexion ou singulier si et seulement si Hp(P) = 0.

Démonstration : Quitte a faire un changement linéaire de coordon-
nées, on peut supposer que P = [0 : 0 : 1] et que TpC = (y = 0). Alors
F(X,Y,1) = f(X,)Y) =Y +aX? 4+ bXY +c¥Y? +dX> + eX?Y + ... Or,
multp(F, Hr) = multo(f, g) ott g = 0y f20us f + O f20yy f — 205 fOy fOry [ et
g = 2a + 6dx + (8ac — 2b% + 2e)y + .... Q.e.d.

Proposition 18.6 (car(k) = 0) Soit C une courbe projective plane irréduc-
tible de degré 3. Alors, C est projectivement équivalente o Y?Z = X3,
Y2Z =X)X+2Z)ouY?Z=X(X—-2) (X —-MZ),\€k, \#0,1.

Démonstration : D’aprés Bézout C a 9 points d’inflexions. On peut
supposer que 'un d’eux est P = [0 : 1 : 0]. Quitte a faire un changement
linéaire de variables, on peut aussi supposer que TpC = (z = 0). Q.e.d.

18.4.2 Le théoréme de Chasles pour les cubiques

Théoréme 18.7 Soit C C P? une cubique irréductible. Soient Pi, ..., Py 8
points distincts de C. Il existe un 9iéme point de C' Py tel que :

— ou bien Py & {Pi,...,Ps} et toute cubique Y qui passe par Pi, ..., Ps
passe aussi par Py ;

— ou bien Py € {Py,...,Ps} et toute cubique Y qui passe par Py, ..., Ps
vérifie : multp,(Y,C) > 2.

Démonstration : Le théoréme est vrai mais on ne fera la démonstration
que pour le cas ou Py, P5, P3 sont sur deux droites distinctes et (P Py), (P2 Ps)
ne rencontrent pas {Py, ..., Pg}.

Soit S5 := k[X,Y, Z]3. On a dimg S3 = 10. Chaque P; définit un hyper-
plan de S3 : {F € S3 : F(F;) =0}. On a donc :

dimp{F e 83 : V1<i<8, F(P)=0}>2.
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S’il y a égalité, soient Fy, Fy € S3 une base de {F € S35 : V1 < i <
8, F(P;) = 0}. On peut choisir pour F} ’équation de C' donc on peut sup-
poser que Fp, Fy sont sans composante commune. Soit Py le 9¢éme poihnt
d’intersection de (F; = 0) et (F, = 0). Si Y est une cubique qui passe par
P, ..., Pg, alors F' = \F] + puFs, donc multpg(Fl,F) > multpg(Fl,Fg).

Supposons donc maintenant que dimg{F € S3 : V1 <i < 8, F(P;) =
0} > 2. Soient z,y deux points distincts dans (PyP;) \ X. Notons L une
équation de (P;P,). On peut trouver une cubique Y d’équation G = 0 qui
passe par z,y, Py, ..., Py car dimp{F € S3 : F(x) = F(y) =0,V1 <i <
8, F(P;) = 0} > 1. Mais alors (L = 0) N (G = 0) contient > 4 points. Par
Bézout, L|G. Soit B := G/L. Le polynoéme B est I’équation d’une conique C
qui passe par P, ..., Ps. On trouve de méme une conique C’ # C' d’équation
B’ qui passe par Py, Py, ..., Ps. Mais alors C N C’ contient au moins 5 points.
Par Bézout, il existe L” une équation linéaire qui définit une composante
commune de C et C’. On a :B = L” Ly, B' = L” Ly pour certaines équations
linéaires Li, La. On en déduit qu'une des droites (L” = 0), (L1 = 0) ou
(L2 = 0) contient 4 points parmi {Pa, ..., Pg} (en effet, si L”(P) = 0, alors
ou bien (L” = 0) contient 3 points de {Ps,, ..., Ps} et donc au moins 4 avec
P, ou bien (Lg = 0) contient au moins 4 points de {Ps,, ..., Pg}. De méme si
L”(P;) =0.Si L"(P) et L"(P3) # 0, quitte & renumeéroter, on peut supposer
que L” s’annule en Py, Ps, Ps (si 'annulation a lieu en moins de 3 points, Ly
s’annule en au moins 4 points). Mais alors si L1 # Lg, L1 et Ly ont au plus
un point en commun donc L”(P7) ou L”(Pg) = 0. Si L1 = Lo, cest facile).
Absurde car C est une cubique irréductible! Q.e.d.

Corollaire 18.7.1 (Loi de groupes sur une cubique) Soit X C P? une
cubique irréductible lisse. Soit e € X. Si x,y € X, on note xy le troisiéme
point d’intersection de la droite (xy) avec X. On note x @y le troisiéme
point d’intersection de la droite e(xy) avec X. L’application X x X — X,
(x,y) — x @y est une loi de groupes commutative de neutre e.

Remarque :si x = y, on remplace (zy) par la tangente & X en x. Exercice :
X x X =z, (x,y) = = @y est un morphisme.

Démonstration : Le seul point délicat est ’associativité. Soient x, ¥, z
3 points distincts de X. On considére les 8 points e, z,y, xy, 2y, By, y D z.
ils sont sur 3 cubiques :

X, (2, y) Ulyz,y @ 2) U(z,28y), (y,2) U(zy,z @ y) U(z,y D 2) .

On suppose que e, x,y, xyY, 2y, T Dy, y D z sont deux a deux distincts.

D’aprés le théoréme de Chasles, (x @ y)z = z(y @ 2) = (D y) D2z =
@ (YD 2).

Pour le cas général, ’ensemble des x, v, z tels que e, x, y, xy, zy, DY, yPHz
sont deux & deux distincts est un ouvert non vide de X x X x X. De plus,
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{(z,y,2) e XX XXX : (z®y)®z=2P®(ydz2)} est fermé dans X x X x X
c’est donc tout ! Q.e.d.

19 Diviseurs
Soit X une courbe projective lisse.

Définition 19 On note DivX le groupe abélien libre ayant pour base les
points de X . Un diviseur est un élément de DivX

Un diviseur de X est donc une somme formelle
D .= Z Napl

ouVx € X, n, €% et n, =0 sauf pour un nombre fini de x € X. On notera
ng (D) le coefficient devant = de D. Le degré de D est Uentier deg D :=
> »ne(D). Un diviseur est positif si tous ses coefficients n,(D) > 0. On
notera D’ > D si D' — D est positif.

19.1 Diviseurs principaux
Soit f € k(X). On pose ordp(f) := oo si f = 0.

Lemme 19.1 Si f # 0, alors il n’y a qu’un nombre fini de x € X tel que
ord;(f) # 0.

Démonstration : Soit U := Dom(f) NDom(f~!). C’est un ouvert non
vide et si x € X \ U, qui est fini, ord, f > 0 et ord,(f~!) = —ord,f > 0=
ord, f = 0. Q.e.d.

On peut donc définir si f € k(X) \ {0}, +f := > ex orda(f)z.
On dit qu’un tel diviseur est principal.
On a un morphisme de groupes :

+: k(X)* — DivX .

On dit que D, D’ € DivX sont équivalents, on le note D ~ D', si D—D’ €
+(k(X)X).

On note C1X := DivX/ + (k(X)*).

Si D € DivX, on pose :

Dy = Z ng(D)x, D_ := Z —ngz(D)x .

B x
ng(D)>0 ng(D)<0

Les diviseurs D4, D_ sont positifs et D = D, — D_.
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Zéros et poles

Sif e k(X)X, on pose +(f)o = (+f)+ et +(f)oo := (+f)—. Ce sont le

diviseur des zéros et le diviseur des poles de f.

19.2 les espaces L(D)
Soit D € DivX. On note :

L(D):={fek(X):VxeX, ord,f+ny(D)>0} .

Proposition 19.2 (i) L(D) est un sous-k—espace vectoriel de dimension
finie de k(X) ;

(it) L(0)=k;
(i) si D' < D, alors L(D') < L(D);
(iv) ¥ fekX)*, L(D) = LD ++f), h— hf.

Démonstration : (i) : il suffit de traiter le cas ou D > 0; dans ce
cas, on choisit pour tout « € X une uniformisante ¢, de Ox , ; 'application
linéaire L(D) — @xﬁx,m/mgzw), h — @thz(D)h mod mﬁz(D) a pour noyau
les h € k(X) tels que ordzh > 0 pour tout z i.e. k. De plus, 'espace d’arrivée
est de dimension finie !

Q.e.d.

19.3 Théoréme de Riemann-Roch : énoncé

Théoréme 19.3 [l existe une unique classe de diviseurs Kx € ClX telle
que :
dimk L(D) = degD + dimk L(KX — D) +1-— g

pour tout diviseur D € DivX, ot g := dimy, L(Kx) est appelé le genre de X .

Démonstration unicité :

On a forcément g = max{degD — (D) + 1 : D € DivX}. Donc si K’
convient aussi, on a : (K — K') = (K’ — K) = 1. Soit f € L(K — K').
Soit f' € L(K' — K). Alors Vz € X, ord,f > ng(K') — ny(K), ord, f' >
ng(K)—ng(K') =V, ord,(ff') > 0= ff = c € k™ par exemple, ff' = 1.
Mais alors K/ = K + +f. Q.e.d.

Voici quelques conséquences directes du théoréme de Riemann-Roch :

Corollaire 19.3.1 deg(Kx) = 2g — 2.

Corollaire 19.3.2 VD € DivX, degD >2g—2=[(D)=degD +1—g
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Corollaire 19.3.3 g(X) =0< X ~ P! .

Démonstration : = :soit x € X. On a dim{(z) = 2. Donc il existe f € K

non constante telle que f € L(z). Forcément, ord, f = —1. Donc +f = =
et [K : k(f)] =1 ie K =k(f) donc f: X — P! induit un isomorphisme
birationnel donc un isomorphisme : f : X ~ P! Q.e.d.

Corollaire 19.3.4 Soit X C P? une courbe projective plane lisse et irré-
ductible de degré d. Alors g(X) = =142

Démonstration : Soit F' un générateur de I(X). Soit D une droite qui
rencontre X en d points distincts. On peut supposer que cette droite est la
droite & I'infini Xg = 0. Soient D = x1 + ... + x4 ol les x; sont les points de
DnNX. Alors L(mD) = k[X1>X2]§m/(f) ol f(Xl,XQ) = F(l,Xl,Xg) est
de degré d. Mais alors, on trouve :

(m+1)(m+2) (m—d+1)(m—d+2)

I(mD) = 5 - 5
=md+1—g
g (d—1)2(d—2) '

Q.e.d.

20 Démonstration du théoréme de Riemann-Roch

20.1 Quelques résultats d’algébre commutative

Lemme 20.1 Soit k un corps algébriquement clos. Soit A une k—algébre
intégre de type fini de corps des fractions K. Soit L/K une extension finie
de corps. Alors ’ensemble des éléments de L entiers sur A est un anneau
qui est un A—module de type fini.

Démonstration : On commence par le cas ott L = K. D’aprés le lemme
de normalisation de Neether, il existe x1, ..., z, € A, algébriquement indépen-
dants sur k tels que A est entier sur k[z1,...,z,]. On peut méme choisir les
x; tels que K/k(x1,...,2,) soit une extension séparable (exo).Soit wy, ...,wn
une base de K comme k(z1,...,z,)—espace vectoriel. On peut choisir les
w; entiers sur k[z,...,x,]. Soit B l'anneau des éléments de K entiers sur
klzy, ..., z,]. L’application :

K — k(xla -"axT)Nv u = (HK/k(xl,...,xr)(uwi))i]il

envoie B dans k[z1, ..., x,]"V. C’est une application injective car Vi Truw; =
0=VzeK, Trux =0=Va € K, Tre =0 absurde car K/k(x1,...,2z,) est
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séparable. Donc B est un k[z1, ..., x,|]— module de type fini en tant que sous-

k[xi,...,zy]—module d'un k[z1,...,z,]— module de type fini. Si K 7<é L, no-
tons encore B ’anneau des éléments de L entiers sur A ; soient yq,...,yq € L
entiers sur A qui forment une base de L comme K —espace vectoriel. Alors
B est un Alyi, ..., yq]—module de type fini d’apreés le cas précédent. Donc B
est un A—module de type fini. Q.e.d.

Lemme 20.2 Soit t € k(X) un élément non nul. Soit Ry l'anneau des élé-
ments de k(X)) entiers sur k[t]. Alors il existe un ouvert affine U de X tel
que k[U] = Ry.

Démonstration : L’anneau R; est de type fini sur k£ d’aprés le lemme
précédent. Il existe donc une variété affine Q < AN et un isomorphisme
¢ : Ry = Kk[Q]. Forcément, Q est une courbe affine irréductible et lisse (car
k[Q] = R; est intégralement clos. Comme k() ~ Frac(R;) = k(X), il existe
un isomorphisme birationnel f : O ——— > X tel que f* = ¢. Il existe donc
U CQetV C X des ouverts affines non vides tels que f : U ~ V. Comme {2
est lisse, f se prolonge a Q; comme X est lisse f~! se prolonge & X. On en
déduit que f(Q) est un ouvert affine de X et que k[f(Q)] = (f~1)*k[Q] = R;.

Q.e.d.
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20.2 Degré des diviseurs principaux

Théoréme 20.3 Soit K := k(X). Pour toutx € K \ k, on a :

(K : k(z)] = z max{ordp(z),0} .
Pex
Démonstration : Soit U un ouvert affine de X tel que R, = k[U].
L’anneau R, est de Dedekind donc :

pPecU

on vérifie facilement que n,(P) = ordp(z). De plus si P € X, ordp(z) >
0 = P € U. En effet, soit un tel P. Alors ordpx > 0 = = € Op = k[z] <
Op = R, < Op car Op est intégralement clos. Si mp N R, = 0, alors
klz) \ 0 < Of = k(z) < Op = K < Op car K/k(x) est entier. C’est
absurde car ordp : K — 7 ne serait plus surjective. Donc il existe () € U tel
que Mg = mp N R,. Forcément @ = P. En effet, écrivons Q = [qo : ... : qn],
P = [po : ... : pn]. Choisissons h une forme linéaire sur AN*! telle que
h(P) # 0, h(Q) # 0. Alors pour tous 4,4, X;q; — X;¢i/h* € k(U) s’annule
en Q. Donc X;q; — X;qi/h* = a/b avec a € Mg et 0 # b € k[U] et donc
a(P) = 0 et p;qj = p;jq; pour tous i,j i.e. P = Q. En particulier, P ¢ U =
ordp(z) < 0.

Comme k[z] est principal, R, est un k[xr]—module libre de rang fini (c’est
de type fini et sans torsion). Comme FracR, = K, lerang est n := [K : k(x)].

Donc R, /xR, ~ klz|"/zk[x]™ ~ k™. D’aprés le théoréme des restes chi-
nois :

Ry TL M =~ TT w01/
pel PeU

et k[U]/Mp? est de dimension n, (ero). Q.e.d.

1l y a autant de zéros que de pdles, comptés avec multiplicité :
Corollaire 20.3.1 Siz € K \ k, alors deg(=o(z)) = deg(+oo(x)) = [K :
k(x)]. En particulier, deg(=x) = 0.

20.3 Les adéles et ’inégalité de Riemann

Nous allons montrer que {(D) > deg D—g+1 pour une certaine constante
g qui dépend de K.

Définition 20 (anneau des adéles) On pose A le produit restreint de
K par rapport aux points P de X et aux anneauzr Op :

Ag :={(xp)pex : VP, zp € K et xp € Op sauf au plus pour un nombre fini de P € X}.
On a un plongement diagonal de K dans Ag : x+— (x,x,....). Si D est un

diviseur de X, on pose Ag (D) := {(zp) : VP, ordp(z) +np > 0}.
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Lemme 20.4 Soient D := Y pnpP, E:=Y pnpP deuz diviseurs. On a :
(i) si D < E, alors Ag(D) < Ag(FE);

(ii)) Ax(min{D,E})=Ag(D)NAx(E);

(i) Ag(max{D,E})=Ax(D)+ Ax(E);

(iv) KNAgkg(D)=L(D).

Lemme 20.5 Si D < E sont des diviseurs, alors dimy Ax(F)/Ax(D) =
deg E — deg D.

Démonstration : Par récurrence sur deg F—deg D. Sideg E—deg D =
0,alors D < F = D = FE et c’est évident !

Sideg F—deg D = 1, alors E = D+P ou P € X. Soit t une uniformisante
de Op. L’application :

AK(D) — Op/mp, (xQ) — tnD+1ajp mod mp

est surjective de noyau Ag (D).
Si deg E — deg D > 1, alors il existe un diviseur £’ tel que D < E' < E
et degE —degE’ =1.On a:

dimy Ag(E)/Ax (D) = dimy Ax(E)/Ax(E') + dimy Ag(E') /A (D)
=degE —degE' + deg B/ —deg D .
Q.e.d.

Lemme 20.6 Si D < E, alors dimy Ag(E) + K/Ax(D) + K = (deg E —
I(E)) — (deg D — I(D)).

Démonstration : L’application Ag(E) — % est surjective de

noyau Ax (E) N (Ax(D) + K) = Ar(D) + L(E).

Ak (E) Ak (E)/Ak(D) t Ax(D)YL(E) L(E)

Ordlmkm dlmkA (D)+L(E)/Ag (D )e Ak (D) xk(D)NL(E)"

Mais Ag(D)NL(E) = Ax(D)NKNL(E) = L(D)NL(E) = L

—~

Si D est un diviseur, on pose r(D) := deg D — (D).

Lemme 20.7 Si D < E, alors r(D) < r(E) et si f € K*, r(D+ +f) =
r(D).

Théoréme 20.8 La fonction r(D) est magjorée lorsque D décrit les diviseurs
de X.
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Démonstration : Soit z € K \ k. On a deg(+wo(2)) = [K : k(z)] =: n.
Siy € Ry, alors on a : ordpx > 0 = = € Op = k[z] < Op = y entier
sur Op = y € Op car Op est intégralement clos. De maniére équivalente :
ordpy < 0 = ordpz < 0. Donc supp(+ocy) C supp(+ooz). Il existe donc
k>0 tel que +ooy <k +oozie. k +0o x4+ +y > <oy > 0. Donc pour tout
y € Ry, y € L(k +o x) pour un certain k£ > 0. Soit y,...,y, une base de
K/k(z). On choisit les y; dans R,. Pour tout i, y; € L(k; +o ) pour un
certain k; > 0. Soit k := max{k;}. Pour tout i, y; € L(k +~ (z)). Comme
x est transcendant sur k, les éléments aziyj, 0 <t <m—k 1< j < n,
sont dans L(m +. ) et sont k—linéairement indépendants sur k. Donc
l(m +o0 ) > n(m —k+1). Donc :

r(m -+ x) =deg(m +oo ) —l(m+ox) < (mn) —n(m—k+1) =nk—n .

La suite croissante r(m-ox) est donc majorée donc stationnaire. Notons
g — 1 la limite. Soit D un diviseur de X, nous allons voir que r(D) < g — 1.

On a —D = D1+ D5 ot suppD1Nsupp+ox = 0 et suppDy C Supp +o0 T.
Soit P € X tel que np(D1) < 0. On a k[z] < Op et mp Nk[z] = (7p) # 0
pour un certain 7p € k[z]. Soit mp tel que ordp(np”) + np(Dy) > 0. De
plus, comme k[z] < R, supp(+oomp) C supp(+oo) et donc supp(+oomp) N
suppD1 = 0. Soit f := [Ip.,p(py)<op” ol les mp > 0 sont choisis pour
que ordp(mp?)+np(D1) > 0. Donc les éventuels coefficients < 0 de = f + Dy
sont dans ’ensemble des poéles de x. Comme suppDs C supp +oo &, ~f —
D = +f+ Dy + Ds a des coefficients < 0 seulement (éventuellement) dans
I’ensemble des poles de x. Donc pour m assez grand, ~f — D +m -+ z > 0.
Donc

~f4+m+x>D

=r(+f+m-+x ) >r(D)
= r(m -+ x) > 1(D)
=g—1>r(D) .
Qed.

Définition 21 On pose g := 1+max{deg D—1(D)} ou D décrit les diviseurs
de X. C’est le genre de X.

Remarque :on a g = 1+ maxyez{deg(m <o ) — (M +o0 )} pour tout
re K\ k.

Exercice : retrouver que g = 0 si X = P!,

Corollaire 20.8.1 Pour tout diviseur D de X, on a :

I(D)>degD+1—g .
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Corollaire 20.8.2 Pour tout diviseur D, dimy Ax/Ax (D) + K < co.

Démonstration : Onsait quesi D' > D, r(D')—r(D) = dimy A (D")+
K/Ak(D) + K. Or r(D’) est majoré donc comme Ax = UpAg(D’),
dimg Ag /A (D) + K <sup{r(D’) : D'} —r(D). Q.e.d.
On pose pour tout diviseur D, H(D) := Ag/Ak(D) + K. On a donc
r(D) = g —1—dimy H(D). Donc g = dimy H(0).

Pour démontrer le théoréme de Riemann-Roch il suffit donc de démontrer
que dimy H(D) = I[(Kx — D) pour un certain diviseur K.

20.4 Fin de la démonstration du théoréme de Riemann-Roch

Une forme différentielle w sur K est une forme linéaire sur Ax qui s’an-
nule sur le sous-espace A (D) + K pour un certain diviseur D de X. On
peut donc identifier une forme différentielle avec un élément de H(D)*.

Soit 2(X) Pensemble des formes différentielles de K. Si f € K et w €
Q(X), on pose fw(€) :=w(f€) si & € Ak. L'ensemble Q(X) devient ainsi un
K —espace vectoriel.

Remarque :siw € H(D)*, fwe H(D — =f)*.

Proposition 20.9 dimg Q(X) = 1.

Lemme 20.10 Soit 0 # w € Q(X), il existe un diviseur mazimal (pour <)
tel que w € H(D)*.

Démonstration : Remarquons que siw € H(D1)*( H(D2)*, alors w €
H(max{D1, D2})*. 1l suffit donc de montrer que les degrés des diviseurs D
tels que w € H(D)* sont majorés. Soit D un tel diviseur. Si D’ est un diviseur
et si f € L(D'),on a Agx(D—D') < Ag(D + =f). Soient fi,..., f une
k—base de L(D'),on a fiw, ..., frw quis’annulent sur Ag (D—D") < Ag(D+
+fi) (Vi) et qui sont k—linéairement indépendants. Donc dimy H(D — D’) >
(D). D’ou :

g—1—deg(D—D")+1(D—-D")>1(D")
SdegD<g—1+rD)+I(D-D)<29—-2+1(D—-D")=29-2
si on choisit D' > D tel que L(D — D') = 0. Q.e.d.

Démonstration de la proposition : Raisonnons par ’absurde. Soient
w,w € Q(X) K-linéairement indépendants. Soit (ay,...,a,) une base de
L(D"). Alors ajw, ..., apw, a1w’, ..., apw’ sont k—linéairements indépendantes
dans H(D — D’)* si on choisit D tel que w,w’ € H(D)*. Donc dimy H (D —
D) > 2n = 2l(D’). On en déduit que :

g—1—degD+deg D' + (D — D) >2I(D)
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= g—1+2(deg D' — (D)) > deg D + deg D’
=39 —3>deg D +degD

pour tout D’ > D absurde si on choisit D’ assez grand.

Q.e.d.

Soit 0 # w € Q(X), on choisit D maximal tel que w € H(D)*. On note
D =: +w, c’est le diviseur de w.

Corollaire 20.10.1 Soient 0 # w,w’ € Q(X), alors : +w ~ +w’

Démonstration : Soit f € K tel que fw = w'. Alors w € H(D)* =
fwo=uw € HD+ +f)*. Donc +w' = +fw = +w+ +f. Q.e.d.

Démonstration du théoréme de Riemann-Roch : Il reste & montrer
que pour tout diviseur D, dimy H(D) = I[(Kx — D) ou encore :

dimy H(Kx — D) = (D) .

Soit w € Q(X) tel que ~w = Kx. Si f € L(D), alors fw € H(Kx +
+f)* < H(Kx—D)*. D’oti une application linéaire ¢ : L(D) - H(Kx—D)*.
Réciproquement, si A € H(Kx — D)*, soit K’ := +\. Alors A = gw pour une
gEK. Ona:w=g " N\=wecHKy—-D—-+9)=Kx—-D—+g<Kx
par maximalité de Kx. Donc ~g + D > 0 i.e. ¢ € L(D). L’application
H(Kx — D)* — L(D) obtenue, A — g est I'inverse ¢~!. Donc dimy H (K y —
D)* =1(D).

Q.e.d.

20.5 Lien avec les différentielles usuelles

On note I le noyau du morphisme k(X) @ k(X) — k(X), a ® b — ab.
On pose Q! := I/I?. Si f € k(X), on pose df := f®1—1® fmodI?.
L’application d : k(X) — Q! induit un isomorphisme :

Homy,(x)(Q', k(X)) ~ Derg(k(X), k(X)) .

Si P e X,siw e Q, alors soit £ une uniformisante de X en P. On aw =
fdt pour un f € k(X). On pose Résp(w) := c_1, coefficient de f devant ¢!
dans k((t)) 2 k(X). Ce nombre est indépendant de I'uniformisante choisie.

Si £ € Ak, on pose (w,§) := > pcx Résp({pw). On obtient ainsi un
éléement de Q. L’application Q' — Q, w + (w,-) est un isomorphisme (cf.
J.-P Serre, Groupes algébriques et corps de classes, 11 §8).
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20.6 Application

Théoréme 20.11 Soit X une courbe projective irréductible lisse de genre 1.
Alors X est isomorphe & une cubique plane lisse ¢ C P2.

Démonstration : D’aprés le théoréme de riemann-roch, si deg D > 0,
on al(D) = deg D. En particulier, si z € X, il existe f € L(2z) non constant
et g € L(3x)\ L(2z). Alors 1, f, f2, f3, 9, 9%, fg € L(6z) sont k—linéairement
indépendants :

ap +a1f +asf? +azf 4+ asg + asfg+ agg® =0

pour des a; non tous nuls. On vérifie que Vi, a; # 0, que k(f,g) = k(X) donc
X \ {z} = A% 2+ (f(x),g(z)) est un isomorphisme birationnel. Comme
X n’est pas rationnelle, I'image est bien une cubique lisse de P2. Q.e.d.
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