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CORRIGE DU PARTIEL DU 12 NOVEMBRE 2012
(durée : 2h30)
Soit k un corps algébriquement clos. Soit G = SLa (k). Soient :
Ty Iy
B = cx€ekyeky, U= cyek
0 27! 0 1
Soient :
by = Ty U by = T2 Y2
0 ax;t 0 ay?
On a:
z
biboby 'yt =
0 1
ou :
z =11 — ToY2 + T122(T1Y2 — Tay1) -
: : Ly
Donc (B,B) C U. Réciproquement, si u = € U, alors u =
0 1
biboby tby t avec 1 = 1,yp = 0,29 # +1 et y; := y/(1 —23). Donc (B, B) =
x
U. 1l est clair que U C B,. Si g = yl € B, alors g — 1 est
0 ==

nilpotent donc x = let g € U.

Soit x : Gy, — Gy, un caractére. On a x € k[G,,] = k[T,T~!] donc
X=2,a, " Ona:

X(TT) = x(D)X(T') & > a,T"T" =Y apma, T"T™ .
n m,n
En particulier, il n’existe pas m # n tels que a,,a, # 0. Donc x = aT™ pour
unn €Zetuna € k. On a alors a =1 car x(1) = 1.
Soit x : B — G,,, un caractére. 1l existe m € 7Z tel que :

z 0
Vax#0,x =a™ .
0 27!

Orsig e U, x(g) = 1 car 1 est le seuml élément unipotent de G,,. Or
Ve ek*,Vy €k,

r oy z 0
= mod U
0 z~! 0 z!
donc :
Tz oy z 0 m
X =X =z



4) Soit f € V. Sig,xz € G,sibe B, alors :
1(9)f(xb) = flg™ 2b) = xm (D) f (9 &) = xm (b)7(9) f ()
donc v(g)f € Vin

. . Ty to t2
5) Soit F € k[Ty, T1]. Soient ) € B, €G.Ona:

0 =z~ t1 i3
P*(F)(gb) = F(gb(e1)) = F(tox,t12) = 2™ F(tg,t1 == ™Y " F(g) .

Donc ¢*F € V,,.

x Yy . .
Ona: f; =a'zm
z t

6) Ona:

x 0 a b ar~' br! ~ ) 9i i .
Vo e kX, y fi =fi = (az” ) ()"t =™ a' ™!
0 z=! c d cx dx

z 0 m—2i
donc ~ fi== fi-
0 27!

De méme on a :

0 1 c d 0 1 c d

donc :

7) Soit ng la matrice :

Soient :
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10)

11)

Alors :

-1
Ty ay—=x
ungb = v eG\B
x a

car x # 0. Réciproquement, si :

XY
g= €eG\ B
Z T
yalors Z #0et XT —YZ =1donc: g =unsbaveca =T,y = X/Z,
r=2.
Comme B est fermé dans G, UngB = G \ B est ouvert.
Soit f € V,,, soit h € k[T](~ k[U]) tel que pour tout y € k :

1y
h(y) = f L0
01
Alors si z # 0, on a :

; xi :f< 1 z/z ol ):th(x/z).

La fonction : A — k, z — f = 2z™h(1/z) est réguliére donc
z 1
est un polynéme en z. Forcément, degh < m. En particulier, si m < 0,
h=0= f =0.Donc V,, =0. Si m =0, forcément, degh = 0 et f est
constante. Donc V) = k. Si m > 0, il existe un polynéme F' homogéne de
degré m tel que :
F(x,z) =2"h(x/z)

pour tout z € k*,z € k. On a donc ¥*F = f sur l'ouvert UngB. Comme
G est connexe, cet ouvert est dense et ¢*F = f. En particulier, f €
Vect{ fo, ..., fm}- Or, les f; sont clairement linéairement indépendants (par
exemple parce que ¢ est dominant et donc ¢* est injectif). Ainsi, si m > 0,
les f; forment une base de V,.

Soit m > 0; soit f € VV. Alorssiu € U, b€ B, on a :

flungb) = y(u™") f(nob) = f(nob) = xm(b)f(no) -

Or, xm(b) = fo(ungb). Donc f = f(ng)fo car ces deux fonctions coincident
sur ouvert U, 0B8.

Soit m > 0. Soit L < V,,, un sous-espace G—stable. Soit ¢ le morphisme
de groupes algébriques : U — GL(L), v — v(u)|r. Comme ¢(U) est un
sous-groupe unipotent, il est conjugué a un sous-groupe du groupe

Lo

U(L)::{ 0 eGL(L)}
00 1



12)

13)
14)

15)

16)

en particulier, il existe un vecteur non nul de V,, laissé fixe par U. Forcément
ce vecteur c’et fy (& multiplication par un scalaire nonul prés). Donc L
contient : L,, le sous-espace de V,,, engendré par les :

v(9)(fo), 9€G .

On en déduit que L,, est irréductible et que c’est le seul G—module irré-
ductible de V,,.

Soit m > 0. Le G—module L,, admet une base formée de T —vecteurs

0
0 z7t
propres de V,,, sont les f;, L,, admet une base formée de certains f;.
Or, pour tout y € k,

propres ou T est le tore { cx € kX } Comme les T'—vecteurs

1 0 ™ rm\
v fo=Y . )v'f €Lm .
-y 1 j=0 J
Si k est de caractéristique 0 ou p > m, alors tous les (TJ”) sont non nuls
dans k et donc tous les f;, 0 < j < m sont dans Ly, et V;;, = Ly, est donc

irréductible.
Si k est de caractéristique p, on a L, = kfy + kf,

Soit r : G — GL(V) une représentation rationnelle de dimension finie. Soit
V' le dual de V. On pose pour tout g € G et tout A € V' et tout v € V' :

("' (@A) (v) = A(r(g™ ) -

Soit v1, ..., v, une base de V. Si (r; ;) est la matrice de r(g) dans cette base,
alors dans la base duale v}, ..., v,, r'(g) a pour matrice :

frig) .

donc le morphisme : G — GL(V’), g = 7/(g9) = *(r;;)~! est bien un mor-
phisme de groupes algébriques, i.e. 7’ est bien représentation rationnelle de

G.

D’aprés le théoréme de Lie-Kolchin appliqué au groupe 7(B) qui est bien
connexe et résoluble, il existe un vecteur propre commun a tous les r(g),
g€ Bie. :ilexiste 0 £ v eV et m € 7Z tel que :

v v eB,r v v=a"v .
0 o _
On définit alors Papplication k—linéaire : ¢ : V' — k[G] telle que
VAEV, Vg e G, 6N (g) = A(r(g)v)
Soient A\e V', ge G,be B.On a:
H(N)(gb) = A(r(gb)v) = A(r(g)r (b))
= Xm(b)A(r(g)v)
= Xm(b)o(A)(9)

donc : ¢(A) € V.
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17)

18)

Si r est une représentation irréductible et si A € ker ¢, alors Vg € G, r(g)v €
ker A. Or le sous-espace de V engendré par les r(g)v est un sous-espace
G—stable de V non nul. Comme V est irréductible, c’est V' tout entier et
V Cker A i.e. A =0. Donc ¢ est injective. Mais alors Im¢ C V,,, = V,,, #0
donc m > 0.

Si r est une représentation irréductible, si W C V' est un sous-espace
G—stable non nul, alors W° := {v € V. : VA € W, A(v) = 0} est un
sous-espace G—stable de V' de dimension dim V' — dim W < dim V. Comme
V est irréductible, W° = 0 i.e. W = V’. Donc V' aussi est irréductible.
Donc V" =V est isomorphe & L,, pour un certain m > 0.



