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Chapitre 1

Rappel sur les variétés
algébriques affines

1.1 Deéfinition
Une variété algébrique affine est la donnée d’une paire
(X, k[XT])

ot X est un ensemble et k[X| une sous-k—algebre de type fini de 1’algébre
des fonctions X — k tels que

X — Homy_ a5 (K[ X], k),  — evy

est bijective.

On dit que k[X] est algébre des fonctions réguliéres sur X.

Remarque : en particulier, si z # 2/, il existe f € k[X] tel que f(z) #
Fa).

Si I est un idéal de k[X], on note Z(I) ’ensemble des x € X tels que
f(x) = 0 pour tout f € I. Il existe une topologie, la topologie de Zariski,
dont les fermés sont précisément les sous-ensembles Z(I) de X.

Remarque : la paire (X, k[X]) est entiérement déterminée par k[X].

Ezxzemples :

i) tout ensemble fini X avec k[X] = k¥ ;
ii) on notera A", la variété algébrique affine (k", k[T, ...,T,]);

iii) on notera G, la variété algébrique affine (K, k[T, T1]).

1.2 Morphismes

Un morphisme de variétés algébriques f : (X, k[X]) — (Y, k[Y]) est une
application f: X — Y telle que pour tout h € k[Y], ho f € k[X].
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Remarque : Si X est fini, alors toute application vers une variété algé-
brique Y : f: X — Y est un morphisme.

Exercice 1 Vérifier que si X est une variété algébrique affine, k[X] est
aussi l’ensemble des morphismes de variétés algébriques X — AL,

Exemple : soient X un fermé algébrique de A™, Y un fermé algébrique
de A", alors si f1, ..., fn, € k[X] et si pour tout z € X, (fi(x),..., fu(x)) €Y,
alors l'application :

X =Y, 2= (filz),..., fulz))

est un morphisme de variétés algébriques. De plus tous les morphismes de
variétés : X — Y sont de cette forme.

Si f : X — Y est un morphisme de variétés algébriques, on notera
¥ k[Y] — k[X] le morphisme de k—algebres associé.

Remarque : soient X,Y deux variétés algébriques affines. Pour tout mor-
phisme de k—algebres : ¢ : k[Y] — k[X], il existe un unique morphisme de
de variétés algébriques f: X — Y tel que f* = ¢.

Exercice 2 Toute variété algébrique affine est isomorphe a un sous-ensemble
algébrique d’un certain k™.

Exercice 3 Soit f: X — Y un morphisme de variétés algébriques. Alors f
est un isomorphisme si et seulement si f* : k[Y| — k[X] est un isomorphisme
d’algebres. Contre-exemple : le morphisme f : Al — Z(X? —Y3) C A2,
t s (t3,12) est bijectif mais n’est pas un isomorphisme.

Soit X une variété algébrique affine.

SiY est un fermé de X, alors Y a une structure canonique de variété
algébrique affine avec pour k—algébre k[Y] l’algébre des restrictions a X des
fonctions réguliéres sur X. On dit que Y est une sous-variété fermée de Y.

On notera I(Y) l'idéal {f € k[X] : fly =0}. Ona: k[Y] ~ E[X]/I(Y).

Soit 0 # f € k[X]. L'ouvert D(f) == {z € X : f(z) # 0} de X a
une structure canonique de variété algébrique affine avec pour k—algébre
E[D(f)] = k[X]; ~ k[X][T]/(1 — fT). Tout ouvert de X est une réunion
finie de certains D(f). On dit que D(f) est un ouvert principal de X.

Ezemple : GLy (k) est un ouvert principal de A",

Exercice 4 Vérifier que l'on a un isomorphisme de variétés : k™ ~ Z(1 —

XY) C A2
Exercice 5 Soit X une variété algébrique affine. Soit f € k[X] tel que Vx €

X, f(z) # 0. Montrer que % € k[X] (indication : considérer l'idéal de k[X] :
{h € k[X] : h/f € k[X]} et utiliser le théoréme des zéros de Hilbert).
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Produit

Soient X, Y deux variétés algébriques affines, on munit le produit X x Y
d’une structure de variétés en posant :

KX x Y] = k[X] @ k[Y] .

Remarque : on peut identifier k[X] ® k[Y] avec la sous-algébre des fonc-
tions X x Y — k de la forme :

(.y) = > fil@)gi(y)

pour certains f; € k[X], g; € k[Y].

Exercice 6 i) Vérifier que A™ x A" ~ A™",
ii) Veérifier que px : X XY — X et py : X XY =Y sont des morphismes

et que pour tous morphismes de variétés : f1 : Z — X, fo: Z =Y,
il existe un unique morphisme f : Z — X XY tel que nxf = f1 et

myf = fa.

Exercice 7 Vérifier que la topologie de Zariski de A? est plus fine que la
topologie produit de A" x A'.

Exercice 8 Vérifier que si X est une variété algébrique le morphisme dia-
gonal :

X—=>XxX, o (z,2)

est bien un morphisme de variétés et que A* est le morphisme de multipli-
cation m : k[X] @y, k[X] — E[X].

1.2.1 Propriétés topologiques

Soit X une variété algébrique affine. Comme espace topologique, X est
neethérien i.e. toute famille de fermés contient un élément minimal.

On dit qu'un espace topologique non vide X est irréductible si X n’est
pas la réunion de deux fermés propres; autrement dit tous les ouverts non
vides sont denses.

Propriétés :

i) siY C X est une partie d'un espace topologique, alors Y est irréductible
si et seulement si Y Dest ;

ii) l'image continue d’un irréductible est aussi irréductible.

Proposition 1.2.1 Une variété algébrique affine est irréductible si et seule-
ment si k[X] est intégre.
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Corollaire 1.2.1.1 Si X est une variété algébrique, alors un fermé Z C X
est irréductible si et seulement si I1(Z) est un idéal premier de k[X].

Par exemple, A™ est irréductible.
Soit f € k[X1,..., X;,] un polynéme non nul. Alors le fermé Z(f) de A"
est irréductible si et seulement si f est irréductible. Si

f =g

est la décomposition de f en produit d’irréductibles distincts, alors on a une
décomposition en union de fermés irréductibles :

Z(f) =UiZ(f:)

Proposition 1.2.2 Une variété algébrique affine est une réunion finie de
fermés irréductibles maximauz : ce sont les composantes irréductibles de X.

Proposition 1.2.3 Si XY sont irréductibles, alors X XY aussi.
Contre-exemple : vérifier que C ®p C n’est pas intégre.
Exercice 9 Montrer que sur C, Vge (22 + 4% — 1) ~ Ve (zy = 1).

Proposition 1.2.4 (X x Y, k[X xY]) est une variété algébrique et les pro-
gections mx : X XY = Xetmy : X XY — Y sont des morphismes.
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Chapitre 2

Groupes algébriques affines

2.1 Définition, groupes classiques

Soit G un groupe. On dit que G est un groupe algébrique affine si G est
aussi une variété algébrique affine telle que :

i) la multiplication : u: G x G = G, (9,9') — g9;

i) 'inversion : i : G = G, g+ g1

sont des morphismes de variétés.
Autrement dit, pour tout f € k[G],

(g, h) = f(gh) € k[G] @ k[G]
g flg™h) € k[G] .
Exemples :

i) Tout groupe fini est un groupe algébrique;

ii) on note G le groupe algébrique k£ muni de 1’addition :
EGo| = k[T et pw'T=TR14+1T, *T =T .

iii) GL, avec k[GL,] = k[T};,det™']. On notera G, := GL; : k[G,,] =

k[T, T~1].
Soient I : G — G et i : G x G — G l'inversion et la multiplication. On
a: o
(—1)14_] detji
T;i0ol =————" €ck|G
»J o det € [ ]

—1
det ol = det € k[G]

Tijop=>Y T,®Th; € kG x G] = k[G] ® k[G]
k=1

-1 -1 -1
detop = det ®det € k[G x G] .
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iv)

Si G1, G2 sont des groupes algébriques, alors G; X G2 aussi.

Proposition 2.1.1 Tout sous-groupe fermé d’un groupe algébrique linéaire
(en particulier de GLy,) est un groupe algébrique linéaire.

Un morphisme de groupes algébriques est un morphisme de groupes qui

est en méme temps un morphisme de variétés.

Ezemple : nous verrons que si k est un corps de caractéristique 2, alors

SLo(k) est isomorphe & PSLy(k) comme groupe abstrait mais non comme
groupe algébrique.

2.1.1 Les groupes classiques

i)

ii)

iii)

iv)

v)

Ezemples :

le groupe By, (k) (resp. Dy (k) (resp. U, (k))) des matrices inversibles tri-
angulaires supérieures (resp. diagonales (resp. triangulaires supérieures
avec seulement des 1 sur la diagonale)) ;

SL,, avec k[SLy,] = k[T; ;]/(det —1);
Soit S € GL,, le sous-groupe des M € GL,, tels que

MS(‘*M) =S

forme un groupe algébrique linéaire. On obtient ainsi les groupes clas-
siques :

si n = 2m est pair, si :

on obtient le groupe symplectique Sps,,, .

si k est de caractéristique # 2, si S = I, on obtient le groupe orthogo-
nal O,. Le groupe spécial orthogonal SO,, est I'intersection O,, N SL,,.

Un (iso)morphisme de groupes algébriques est un (iso)morphisme de

groupes qui est en méme temps un (iso)morphisme de variétés.

exo : SOy ~ Gy, si k est de caractéristique # 2.
On appelle groupes classiques les groupes algébriques suivants :

— type An—1: SLy(k), k quelconque,
— type By, : SOgp,4+1(k), k de caractéristique # 2,
— type C,, : Span (k) := {g € GL,(k) : tgJg = J}, k quelconque, ou J

est une matrice antisymétrique inversible.

— type Dy, : SO, (k), k de caractéristique # 2.
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Exercice 10 Soit A := ]C[SLQ] = k[Tl, TQ, Tg, T4]/(T1T4 — T2T3 — 1) Posons
t; image de T; dans A. Soit B la sous-k—algébre de A engendrée par les
titj, 1 <i,5 < 4.
i) Montrer que u®*B C B ® B et i*B C B. En déduire qu’il existe un
groupe algébrique dont l’algébre des fonctions réguliéres est B.

On notera PSLo ce groupe.

it) Montrer que linclusion B C A induit un morphisme de groupes :
d) : SL2 — PSL2

dont le noyau est d’ordre au plus 2.

ii1) sik est de caractéristique # 2, montrer que B est l’algébre des fonctions
f e A telle que f(M) = f(—=M) pour tout M € SLg ;

i) si k est de caractéristique 2, montrer que ¢ est un isomorphisme de
groupes mais n’est pas un isomorphisme de groupes algébriques.

2.2 Schémas en groupes

Soit G un groupe algébrique linéaire. Notons e le neutre de G.
La multiplication, 'inversion et le neutre induisent des morphismes de
k—algébres :
u* : k[G) — k]G] ® k[G]

i* : k|G| — k[G]
e kG =k, f— f(e) .

Si on note A := k[G] et m : A® A — A la multiplication, alors les
axiomes de définition d’un groupe se traduisent par les diagrammes commu-
tatifs suivants :

associativité :

Td®u*
ARA—F+AQA®A
w T u*®IdT

A—t—ApA

définition du neutre :
A=———FARA

Id®e
* Id *
o T N T

AR A

H'*
définition de l'inverse :
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Soit R un anneau commutatif (avec 1). Soit A une R—algébre. On sup-
pose qu’il existe des morphismes de R—algébres :

w:A—AQRrA
A= A
e A R

qui vérifient les diagrammes commutatifs ci-dessus. On dit alors que A
définit un schéma en groupes affine sur R.

Supposons que G est un groupe algébrique linéaire sur k et que k est une
R—algebre. On dit que G posséde une R—structure s’il existe un schéma en
groupes affine A tel que

kGl = A®gk

et tel que les opérations de groupes sont associées aux morphismes :
pwRId,i* ®@Id, e @1d .

Dans cette situation, on note G(R) les morphismes A — R. Alors p*
induit un produit :

G(R) x G(R) — G(R)

qui définit une structure de groupes sur G(R). C’est le groupe des R—points
de G.

Ezemples :

i) les groupes GL,,, SOy, Spy,,, SLy, ont tous une Z—structure.

ii) Sin > 1, soit A := Z[T]/[T™ — 1]. Les morphismes tels que p*t =
tot, i*t =t""1 et =1out:=T modT"—1 définissent un schéma en
groupes affine noté p,,. C’est le schéma en groupes des racines n—iémes
de 'unité. Si k est de caractéristique premiére a n ou zéro, A®yzk définit
le groupe algébrique linéaire fini des racines n—iémes de l'unité. Si k
est de caractéristique n, A®yz k = k[T]/(T™ — 1) n’est pas réduite donc
ce n’est pas 'algébre des fonctions réguliéres sur un groupe algébrique.
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2.3 Premiéres propriétés des sous-groupes
Soit G un groupe algébrique affine.

Lemme 2.3.1 Soient U,V des parties de G. On suppose que U est dense et
que V' est un ouvert non vide de G. Alors UV = G.

Démonstration : Soit g € G. Comme l'inversion et la multiplication
par g sont des homéomorphismes : G — G, U g est dense dans G.Donc
rencontre V : il existe v € VN U g i.e. : il existe u,v € U x V tel que :
g = uv. Q.e.d.

Lemme 2.3.2 Soit H < G un sous-groupe. Alors, H est un sous-groupe de
G et si H contient un ouvert non vide de H, alors, H est fermé.

Démonstration : Comme ~! est un homéomorphisme, H'=H1

Soit h € H. La multiplication & gauche par h est un homéomorphisme.
Donc hH = hH = H.

Soit ¢ € H. La multiplication & droite par g est un homéomorphisme donc
Hg = Hg C H. D’ou la stabilité par passage a I'inverse et par multiplication.

Soit V un ouvert de H contenu dans H. On applique le lemme précédent
aVetH Q.e.d.

Ezxemples : soit S une partie d’'un groupe algébrique G. Les sous-groupes
suivants sont fermés :

— le normalisateur Ng(S) :={g € G : gSg~! = S};

— le centralisateur : Cg(S) :={g € G : Vs€ S, gsg~! = s}.

2.4 Composante neutre

Théoréme 2.4.1 Soit G un groupe algébrique linéaire.

1l existe une unique composante irréductible de G contenant 1, notée G°.
De plus, on a :

— G° est la composante conneze de 1;

— G° est un sous-groupe distingué et d’indice fini dans G ;

— tout sous-groupe fermé d’indice fini contient G°.

Remarque : en particulier, pour un groupe algébrique, connexe < irré-
ductible. Contre-exemple : Z(xy) = Z(z)U Z(y) est réductible dans A% mais
connexe.

Démonstration : Unicité : Soit X une autre composante irréductible
de G contenant 1. Alors X.G° = u(X x G°) est irréductible, contient G° et
X et donc est égal & G° = X.
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On a de plus G°.G° = G°. Donc G° est bien un sous-groupe car 'inversion
étant un isomorphisme, elle préserve G°.

Siz € G, xG°xz~! est une composante irréductible contenant 1 ¢’est donc
G°. Donc G° est distingué.

Les classes a gauche de G° sont des composantes irréductibles car si
x € G, \z : G = G,y — zy est un isomorphisme. Comme G n’a qu'un
nombre fini de composantes irréductibles, G° n’a qu’un nombre fini de classes
a gauche donc est d’indice fini.

En particulier, les composantes irréductibles sont disjointes donc ce sont
aussi les composantes connexes.

Enfin, si H est fermé et d’indice fini dans G, la composante connexe G°
est contenue dans une classe & gauche de H. C’est forcément la classe de 1.
Donc G° C H.

Q.e.d.

Exercice 11 Montrer que O(2,k)° = SO(2, k).
Exercice 12 G, G,,, GL,,, D,, By, U,, SL, sont connexes

Puisque 'on est dans des rappels de nature topologiques, voici une di-
gression sur la notion importante de dimension

2.5 Rappels sur la dimension

Soit X une variété algébrique affine non vide. On définit la dimension de

X comme Oxk[X] :=sup{m : 3, a1, .., an, € k[X] algébriquements indépendants}.
FExemples :

dim X =0 < X fini et dans ce cas, | X| = dimy, k[X];

dim(cercle)=1;

dim(SL(2;k)) = 3;

dim(sous — espace vectoriel de k") =dimension usuelle ;

si X est irréductible et si X7 # (), alors, dim X = dim X ;

dimX xY =dim X +dimY.

Proposition 2.5.1 Soit X une variété affine non vide. Soient Xi,..., X,
ses composantes irréductibles. Alors dim X = max; dim X;.

Démonstration : X; est fermé dans X donc k[X;] est une image de
k[X]. En particulier Oxk[X;] < Oxk[X]. Donc le max est plus petit que dim X.
Dans l'autre sens : Soient m > max; dim X;. Soient ay,...,a,, € k[X].
Pour tout 7, a1x,, ..., am|x, sont forcément algébriquement dépendants sur
k. Donc pour tout 4, il existe un f; € k[T, ..., T),] non nul tel que fi(ai, ...,am)|x, =
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0. Mais alors si f =[[; fi- Ona f # 0 et f(ai,...,am) =0 sur U;X; = X et
donc les a; ne sauraient étre algébriquement indépendants sur k. On a donc
dim X < m.

Q.e.d.

Proposition 2.5.2 (IMPORTANTE) SoitY un fermé de X, une variété
affine irréductible.
SiY % X, alors : dimY < dim X.

Démonstration : Soient f1,..., f, € k[X] tels que fily,..., fy|y soient
algébriquement indépendants dans k[Y] et y = dimY. Soit f € k[X] non
nul tel que f|y = 0. Alors, (f1,..., fy, f) sont algébriquement indépendants
dans k[X].

En effet, si ag, ...,an € k[T1, ..., T,] vérivient :

ao(f1y s PN + oo A (fry o fy) = 0

dans k[X]. En restreignant a Y, on trouve : an(fily,..., fyly) = 0 dans
k[Y]. Donc an(Th, ..., Ty) = 0. Comme k[X] est intégre et f non nul, on peut
simplifier par f et on trouve que an—1(71,...,Ty) = 0, etc. Q.e.d.

2.6 Quelques propriétés des morphismes

2.6.1 Morphismes dominants et immersions fermées

Soit ¢ : Z — X. Si ¢(Z) = X, on dit que ¢ est dominant.
On dit que ¢ est une immersion fermée si ¢(Z) est fermé dans X et
¢ : Z — ¢(Z) est un isomorphisme.

Proposition 2.6.1 Soit ¢ : Z — X un morphisme.

i) ¢ est dominant & ¢* injective ;

ii) ¢ est une immersion fermée < ¢* est surjective (on n'en a peut-étre
pas besoin!).

ii) Si Z est irréductible, alors ¢(Z) aussi et dim¢(Z) < dim Z.

Démonstration
i) = : Si f € ker ¢*, alors fo¢p =0 i.e. fest nulle sur ¢(Z); par densité,
f est nulle sur tout X.

< 8i ¢(Z) C X, alors il existe f € k[X] non nulle mais nulle sur ¢(Z).

Mézalor : ¢*(f) = 0= f = 0 impossible!
ii) = : exo < : ¢(Z) = Vx(ker ¢*).
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En effet, ¢(Z) C Vx(ker ¢*) (facile) et réciproquement, si y € Vx (ker ¢*),
alors le morphisme :

eyt k[X] = k

passe au quotient :
kE[X]/ker¢p* ~ k[Z] — k .

Ce morphisme est de la forme e, pour un certain z € Z. Et on a :
e, 0 Q" = ey ie ey = ey ie y=¢(z).

Pour montrer que Z ~ ¢(Z), on va supposer ¢(Z) = X i.e. ¢* est un
isomorphisme d’apreés 7).

On utilise alors la caractérisation des isomorphismes ci-dessus. Q.e.d.

2.6.2 Constructibilité de I'image

Théoréme 2.6.2 Soit ¢ : X — Y un morphisme de variétés. Alors ¢p(X)
contient un ouvert non vide de ¢p(X).

Ezemple : soit ¢ : A2 — A% (z,y) — (z,2y). On a :
B x k C ¢(A?) =k x kU{(0,0)} C A* = ¢(A2) .
Démonstration

Théoréme 2.6.3 Soient A C B deux anneauz intégres tels que B est de
type fini sur A. Soit K un corps algébriquement clos et soit 0 #b € B. Alors
il eriste 0 # a € A tel que tout morphisme d’anneauzr ¢ : A — K tel que
¢(a) # 0 se prolonge en un morphisme é: B — K tel que o(b) # 0.

Remarque : comme corollaire on retrouve la forme faible du théoréme
des zéros : Si L/K est une K —algébre de type fini qui est un corps, alors
L/K est une extension algébrique.

ler cas : X irréductible. On suppose Y = ¢(X). Donc : k[Y] C k[X]. TI
existe a # 0 € k[Y] tel que si ¢ : k[Y] — k est un morphisme d’algebres tel
que t(a) # 0, t se prolonge a k[X]. Alors ¢(X) D Y,.

2e cas : X = X; U ..U X, décomposition en union d’irréductibles.

Soient U; ouverts de ¢(X;) contenus dans ¢(X;). Soient §2; ouverts de ¢(X)

tels que Q; N ¢(X;) = U;. Soit k maximal pour qu'’il existe iy, ..., i tels que :
Q= M1<j<r Qi; # 0. Alors Q convient. Q.e.d.

Démonstration : du théoréme 2.6.3

Supposons que B = A[z] pour un certain x € B. On considére le noyau
I du morphisme A[T] — B, P(T) — P(x).

—si I =0:exo;

— sinon, soit f=cI" +... € I \ {0} de degré minimal n > 0.
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Comme B est intégre, f est irréductible sur le corps des fractions de A,
noté L.
Remarque : En utilisant ’algorithme d’Euclide on trouve que :

2.1 el= dm >0, f|c"g dans A .
( g g

Soit h € A[T] tel que b = h(x). Puisque b # 0, h ¢ I. On en déduit que
h et f sont premiers entre eux sur L. Il existe donc «, 3,7 € A tels que :

af+Bh=~v#0.

On pose alors : a := 7.

Soit ¢ : A — K un morphisme d’anneaux tel que ¢(a) # 0. Alors,
p(c) # 0 et ¢(y) # 0. Posons pour tout P = pg + p1T + ... € A[T], P? :=
6(p0) + S(p)T + ... € K[T).

Comme ¢(c) # 0, le polynome f® e K [T] est non constant et admet
donc une racine z € K.

On pose alors

¢: AT - K, P P%(2) .

Remarquons que ¢(h) # 0 car ¢(f) = 0 et ¢(v) # 0.

D’apreés (2.1), et comme ¢(c) # 0, ¢ passe au quotient par I et on obtient
ainsi un prolongement de ¢ & B ~ A[T]/I tel que ¢(b) # 0.
Q.e.d.

2.7 Sous-groupes engendrés

Corollaire 2.7.0.1 Si¢ : G — G’ est un morphisme de groupes algébriques,
alors ¢(G) est fermé. On a aussi p(G°) = ¢(G)°.

Démonstration : Le sous-groupe ¢(G) contient un ouvert de son
adhérence d’aprés le théoréme 2.6.2. C’est donc un sous-groupe fermé de
G’ d’aprés le lemme 2.3.2.

On a ¢(G°) C ¢(G)° car ¢(G°) est connexe et contient 1. Le morphisme
de groupes G/G° — ¢(G)/H(G°) auquel on pense est surjectif. Donc ¢(G®)
est d’indice fini dans ¢(G). On a donc ¢(G°) = ¢(G)°. Q.e.d.

Proposition 2.7.1 Soient (X;, ¢;)icr une famille de morphismes ¢; : X; —
G ou G est un groupe algébrique linéaire, les X; sont des variétés irréduc-
tibles. On suppose que 1 € ¢;(X;) pour tout i.

Soit H le plus petit sous-groupe de G contenant les ¢;(X;). Alors :

i) H est fermé connexe ;

ZZ) di1,eyin € 1,€1,...,6, € {:l:l}, H = (d)llX“)el(gf)ZnXln)e"
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Démonstration : Posons pour tout i € I, Y; := ¢;(X;). Quitte a les
ajouter, on peut supposer que les ensemble Y;*l figurent dans la liste des Y},
jel.

Pour toute suite finie a = (ay,...,a,) d’éléments de I, on pose Y, :=
Yy, .Y, ; c’est 'image de Y,, x ... x Y, dans G par la multiplication :
G" — @G. Cette multiplication est un morphisme de variétés algébriques et
le produit Yy, X ... x Yy, est irréductible, donc pour toute suite finie a, Y,
est une partie irréductible de G. Il en est de méme pour les Y;. Si a, b sont
des suites finies on note (a,b) leur mise bout & bout. On a :

VoY, =Yg, .

On a donc : Y,.Y, C Y, p. Soit a une suite finie telle que la partie Y, de
G soit de dimension maximale.

Pour toute suite finie b, Y, C Y,.Y}, C Y, ;, puisque 1 € Y,. Comme la
dimension de Y, est maximale et comme Y,y est irréductible, Y, = ﬁ,b En
particulier, Y, = Y,.Y}. Et donc Y}, C Y, pour toute suite finie b. En parti-
culier, Y, est stable par passage & l'inverse et Y, = Y,.Y,; d’ou : Y, est un
sous-groupe fermé de G. Puisque Y, contient un ouvert non vide de Y, (cf.
le théoréme 2.6.2), Y, = Y,.Y, = Y, .. Q.e.d.

Corollaire 2.7.1.1 Soient G; une famille de sous-groupes fermés connezes
de G. Alors les G; engendrent un sous-groupe H de G fermé connexe; de
plus, H = G;,...G;, pour certains indices i;.

Exercice 13 SL,, SO, et Spa, sont connezxes (indication pour le groupe
orthogonal : montrer que SOy, est engendré par les s, : y — y — 2(x,y)x,
avec x € k", (z,x) =1).

Soient H, K < G. On pose (H,K) := (xyz~'y~! : x € H,y € K).

Corollaire 2.7.1.2 Soient H, K deux sous-groupes fermés de G dont l'un
est conneze. Alors (H, K) est un sous-groupe fermé connezxe de G.

Démonstration : Si par exemple, H est connexe, le groupe (H, K) est
engendré par les sous-groupes connexes kHk™1. Q.e.d.

Par exemple, si G est connexe, les groupes dérivé D(G) = (G, G), D"(G) =
(D" Y(G), D" 1(@)), sont connexes.

2.8 Linéarisation des groupes algébriques affines

Définition 1 Soit G un groupe algébrique affine. pour tout x € G, on pose :
6(2) : KIG] — KIG], f > f(2) et 7(x) : K[G] — kG, f > [z,
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Proposition 2.8.1 Soit G un groupe algébrique affine et p: G x G — G sa
multiplication.

i) Soit V' un sous-espace de k|G| de dimension finie alors il existe W un
sous-espace de k[G] de dimension finie contenant V' et stable par 6(x) (resp.
~v(x) ))pour tout = € G.

i) Si 'V est un sous-espace vectoriel de k[G], alors V est stable pour
tous les 0(x) (resp. tous les y(x)), x € G, & p*(V) C V ® k[G] (resp.
(V) CklGle V).

Démonstration : i) Il suffit de traiter le cas o V' = k. f pour un certain

[ € E[G].
Soit 4 : G X G — G la multiplication. On a :

fon=> pi®q € kG & k[G]

=1

pour certains p;, ¢; € k[G]. On a alors pour tout g,z € G :

flgz) = p1(g)q1(z) + ... + Pn(9)gn(z)

donc 6(z)(f) € (p1,...,pn) pour tout z € G. L’espace vectoriel W :=
(0(x)(f) : = € G) est donc de dimension finie.
ii) «<: facile!

=: Soit (f;)ier une base de V. On la compléte en une base (f;)icrU(f;) e
de k[G]. Pour tout a € I, on a :

pr(fa) = fi®vai+> fi®a;
il jer

pour certains a;, a; € k[G]. Mais alors pour tout x € G :

§(x)(fa) =D _ai(@)fi + Y _aj(@)f; €V => kfi .

iel jeJ iel

Comme les f;, i € I U J, sont linéairement indépendants, a;(xz) = 0
pour tout j € J et tout € G. Donc les a; sont nuls dans k[G], pour tout
j € J. Ainsi, p*(fo) € VRE[G], pour tous a € I et p*(V) C VRK[G]. Q.e.d.

Proposition 2.8.2 (Linéarisation des groupes algébriques) Soit G un
groupe algébrique affine. Alors G est un groupe algébrique linéaire i.e. iso-
morphe & un sous-groupe fermé de GLy (k) pour un certain n > 0 et un
certain corps k.

Démonstration : Comme k[G] est de type fini, il existe f1, ..., fn € k[G]
tels que k[f1,...fn] = k[G]. Quitte & ajouter des f;, on peut supposer, d’aprés
la proposition 2.8.1, que kf1 + ... + k f,, est stable par §(x) pour tout x € G.
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On peut aussi supposer que les f; sont linéairement indépendants. D’aprés
la proposition 2.8.1 ii), on a pour tout z € G :

8(x)fj = aij(x)f;
=1

ot les a; ; sont des éléments de k[G].

On a alors une application : G — GLy(k), g = (ai;(9))1<ij<n qui est
un morphisme de groupes algébriques (exo).

Ce morphisme est injectif car si g est dans le noyau, §(g)f; = f; pour
tout j. Donc 6(¢)(f) = f pour tout f € k[G] i.e. : f(xg) = f(x) pour tout
x € G. En conséquence comme k[G] sépare les points de G :

VeeGrg=x=>g=1.
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Chapitre 3

Décomposition de Jordan

3.1 Décomposition de Jordan dans GL,

Soit V un k—ev de dimension finie. Si g € GL(V'), on dit que g est semi-
stmple 81l existe une base de V' formée de vecteurs propres de g et que g est
unipotent si g — 1 est nilpotent.

Autrement dit g semi-simple < ¢ diagonalisable et g unipotent < g¢
conjugué a une matrice de la forme

1 * %
0 *
0 0 1

Remarques :
— ¢ semi-simple ET unipotent < g = 1.
— en caractéristique p, g unipotent < 35, g?° = 1.

Théoréme 3.1.1 Soit g € GL(V). Il existe un unique couple (gs,gy) €
GL(V) x GL(V) tel que :
i) gs semi-simple;
it) gy unipotent;
Z’L’L) 9 = 9sGu = Guls-
De plus, on a :
— gs = P(g) avec P(T) € Tk[T];
— gy est un polynéme en g ;
— si W <V est stable par g, alors W est stable par g5 et g, et : (glw)s =
gs|Wf (g’W)u = gu‘W .

Démonstration : Soit x4(7") le polynome caractéristique de g. On le

factorise :
,

Xo(T) = [T(T = x)™

1=1
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ou les \; sont les valeurs propres de g, deux a deux distinctes (et non nulles).
On choisit Ps(7") un polynoéme tel que :

Aimod (T'— N\)% (V1<i<r)
T modT

P(T) =

On pose gs := Py(g) et gu = Ps(9)~'g. Ona: g, = A et (gu — [d)* =0
sur ker(g — ;)% Q.e.d.

Exercice 14 Soient V1 et Vo deux k—espaces vectoriels et ¢; un endomor-
phisme de V; (i =1 ou2). Alors : (p1®2¢2)s = ($1,Q¢25) (resp. (p1Rp2), =
(¢1u ® (b?u))

3.2 Décomposition de Jordan dans un groupe algé-
brique

3.2.1 Endomorphismes localement finis

Soit V un k—ev éventuellement de dimension infinie.

On dit qu’un endomorphisme g € Endg (V') est localement fini si V' est
une réunion de sous-k—espaces vectoriels stables par g et de dimension finie.

Ezemples : les semi-simples; ou f(T') — f(T + a) dans k[T].

Contre-exzemple : f(T) — f(T + a) dans k(T).

On dit que g € Endg (V) est localement nilpotent si V est une réunion
finie de sous-espaces de dimension finie stables par g ol g est nilpotent.

On dit que g est unipotent si g — 1 est localement nilpotent.

Ezemple : la dérivation sur k[T] localement nilpotente mais non nilpo-
tente.

Définition 2 Soit g un endomorphisme localement fini d’un k—espace vec-
toriel V.. On définit gs (resp. gu) comme l’endomorphisme de V' tel que
pour tout sous-espace stable W de dimension finie, gslw = (glw)s (resp.

Gulw = (glw )u-
Remarque : C’est bien défini sans ambiguité d’aprés le théoréme 3.1.1.

3.2.2 Parties semi-simple et unipotente

Soit G un groupe algébrique linéaire. Soit A = k[G] On pose § : G —
GL(A), f = f(g).

26



Théoréme 3.2.1 (Décomposition de Jordan dans G) Soit g € G.

i) 3 !(gsagu) € G, 9= 0gsGu = Gu¥s, 5(9)3 = 5(93), 6(Q)u = 5(gu) ;
ii) Pour tout morphisme de groupes algébriques : ¢ : G — G', on a :

$(9)s = ¢(9s), p(9u) = ¢(g)u -

iii) Si G C GLy(k), alors gs et gy, sont les composantes semi-simples et
unipotentes traditionnelles!

On dira que g5 et g, sont les composantes semi-simple et unipotente de
g.

Définition 3 g est semi-simple (resp. unipotent) si g = gs (resp. g = gu)-

Corollaire 3.2.1.1 Soit g € G. Alors g est semisimple (respectivement uni-
potent) si et seulement si pour un isomorphisme quelconque ¢ de G vers un
sous-groupe fermé de GL,, ¢(g) est semi-simple (respectivement unipotent)
au sens traditionnel.

Démonstration

i)

L’unicité est donnée par I'injectivité de § ; montrons ’existence.

On remarque que 6(g) : A — A est en fait un automorphisme d’algebre
(pour tout g € G). Cela signifie que :

6(g)op=po(s(g) ®(g))

ot p : k[G] ® k|G] — k[G], a ® b+ a.b est la multiplication.

Mais alors :
5(9)5 oOp=po (5(9)8 @ 5(9 s) s
5(g)uop=po(0(9)u ®(g)u),

car sur chaque sous-espace de dimension finie de k[G] stable par 6(g), (¢)s, d(9)u
sont des polynémes en d(g) (exo).

On en déduit que 6(g)s et d(g), sont aussi des automorphismes de ’al-
geébre A = k[G].

On a donc un morphisme de k—algébres :

K[G] =k, f = (6(9)s () (1) (resp. f = (6(9)ul(f))(1) -

Il existe donc gs € G (resp. g, € G) tel que f(gs) = (3(g9)s(f))(1) (resp.
f(gu) = (6(9)u(f))(1)) pour tout f € k[G].

Or §(g) commute a v(¢') (la représentation par multiplication a gauche)
pour tous g,¢" € G. Donc :

Vg,9' € G,0(g9)s0v(g") =~(g") 0 d(g)s -

)
)
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D’ot les équivalences :

3(gs) = 6(g)s & Y f € K[G],8(g5)(f) = 8(g)s
SV feklG,Vy € G, d(gs)f)g) =(9)s(f)g)

SV fekG,Yg €G.[(v(g ") o d(g)(HIW) = [(v(g' ") 0 8(9)s(FNID)
& 8(gs) 0 ¥(g (D) = b(g)s 0 v(g'~)(F)(1)

ce qui est vérifié!
ii) Pour tout g € G :

(f)
)

/

6(g) 09" = ¢ 0d(g(9)) -
Donc :

5(g)s 0 ¢" = ¢" 0 0(d(9))s
= 0(gs) 0 " = ¢ 0 5(¢(9)s)
:>Vf€/€[G’], f(#(gs)) = f((9)s)
o(gs) = 0(9)s ;

de méme : ¢(gu) = ¢(9)u-
Qe.d.

Exercice 15 Soit x : G — G,, un morphisme de groupes algébriques. Mon-
trer que x est trivial sur les unipotents (g € G, est unipotent ssi g =1).

Contre-ezemple : soit K = [Fo(T'). Soit

0 1
x = € GLy(K) .
T 0

Alors xg, z,, & GLa(K).
On notera G5 ’ensemble des éléments semi-simples de G et G, ’ensemble
des éléments unipotents de G.

Corollaire 3.2.1.2 G, est fermé.

Démonstration : D’aprés le iii) du théoréme 3.2.1, il suffit de le vérifier
pour G = GL, (k). Q.e.d.

Remarques :

i) Vérifier que pour tout g € G, v(gs) =7(9)s et v(gu) = Y(9)u-
ii) Gs n’est pas forcément fermé ni ouvert (ex : By (k)).

iii) ATTENTION : en général, G4, G, ne sont pas des sous-groupes de G
(trouver des contre-exemples dans GLa(k)).
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3.2.3 Groupes unipotents

Définition 4 Un groupe algébrique linéaire est unipotent si tous ses €lé-
ments le sont.

Remarque : Un groupe semi-simple n’est pas un groupe dont tous les
éléments sont semi-simples (ex : SL,, (k) est semi-simple).

Proposition 3.2.2 Soit G sous-groupe de GL,, formé de matrices unipo-
tentes. Alors il eviste x € GLy(k) tel que xGz~! C U,,.

Démonstration

On raisonne par récurrence sur n > 0. C’est évident si n = 1.

On peut supposer que G est un sous-groupe fermé de GL, (k). Soit V un
sous-espace non nul de k", stable par G et de dimension minimale. Le groupe
G agit irréductiblement sur V. Notons pour tout g € G, p(g) la restriction
de g & V. Posons A := > c;k.p(g) € Endy(V). D’aprés la fiche de td III
(ou bien « Maths en téte » de X. Gourdon, chapitre IV, pb. 7), on a :

(3.1) A=End(V) .
Or toute matrice unipotente de GL(V') est de trace dim V.
Donc :

Vg,h € G, Tr((1 = p(g))p(h)) = Tr(p(g)) — Tr(p(9)p(h)) =0 .
Mais alors d’aprés (3.1), on a :
Va € End(V), Tr((1 — p(g))a) =0

et donc p(g) =1, dans End(V'), pour tout g € G.
Donc il existe 0 # v € k™ tel que g.v = v pour tout g € G. On applique
I’hypothése de récurrence a k™ /k.v. Q.e.d.

Suite centrale et suite dérivée

Soit G un groupe quelconque (non forcément algébrique). On définit par
récurrence : — la suite centrale :

(@) =G, (@) = (G, HG) (Vi>0);
— la suite dérivée :
PY@G) := G, DY(G) := (DH@G), DH@Q)) (Vi>0) .
On a bien entendu :

oo e) D ..
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L D2DYG) 2 DTHG) D ...

On dit que G est nilpotent (resp. résoluble) si CH(G) = 1 (resp. DI(G) = 1)
pour ¢ assez grand.

Ezemple : le groupe U, est nilpotent et le groupe B, est résoluble (mais
non nilpotent).

Corollaire 3.2.2.1 Tout groupe algébrique unipotent est est un groupe nil-
potent.

Exercice 16 Soit G un sous-groupe fermé de GL,, qui agit irréductiblement
sur k™. Alors le groupe trivial est le seul sous-groupe unipotent et distingué

de G.

3.3 Groupes commutatifs

Théoréme 3.3.1 Soit G un groupe algébrique commutatif. Alors :
i) Gs et Gy, sont fermés;
i) Gs x Gy ~ G.

Démonstration : On suppose que G est un sous-groupe fermé de
GL, (k).

i) Comme G est commutatif, on peut diagonaliser simultanément les
éléments de G5. On a donc une décomposition :

k" = BV

ot pour toute famille de scalaires A = (A\g)geq,, on anoté : Vy := Ngeq, (ker g—
AgIn).

Puis que G est commutatif, les sous-espaces V), sont G—stables et on
peut donc triangulariser simultanémént les gly, , g € G.

Il existe donc une base de k™ formée de vecteurs propres des g € G5 ou
toutes les matrices g € G sont triangulaires supérieures.

On peut donc supposer que G C By, (k), le groupe des matrices triangu-
laires supérieures inversibles et que G5 C D, (k), le sous-groupe des matrices
diagonales inversibles.

On a alors : Gs = GN Dy (k) et G, = GNU,(k) : Gs et Gy sont donc
bien des sous-groupes fermés de G.

ii) L’application Gsx Gy, — G, (gs, gu) = gs-gu €st bien stir un morphisme
de groupes algébriques. La réciproque est :

G — Gy x Gy, g— (95,95 19)

qui est bien un morphisme de variétés car (en se ramenant, comme dans
i) au cas ou G C By, (k) et Gs C Dy, (k), g — g5 est simplement la « prise des
coefficients diagonaux de g ».

Q.e.d.
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Corollaire 3.3.1.1 Si G est un groupe algébrique commutatif conneze, alors
Gs et Gy sont aussi des groupes algébriques commutatifs connezes.

3.3.1 Groupes connexes de dimension 1

Proposition 3.3.2 Soit G un groupe connezxe de dimension 1. Alors :
i ) G commutatif ;

ii) G = Gs ou Gy,

Démonstration : On suppose que G est un sous-groupe fermé de GL,, (k).

i) Soit g € G. On considére ¢ : G — G, &+ gzt
Comme G est connexe de dimension 1, ¢(G) est irréductible de dimension

< 1. Donc ¢(G) = {g} ou G. Dans le premier cas, g est dans le centre de G.
Dans le second, puisque ¢(G) contient un ouvert non vide de ¢(G), G\ ¢(G)
est fini. En particulier, I’ensemble des polynomes x,(T') € k[T], h € G est
fini. Comme G est connexe, tous les éléments de G ont le méme polynéme
caractéristique : celuide I, i.e. : (T'—1)™. En particulier, G est un sous-groupe

unipotent de GL, (k) donc G est nilpotent. Mézalor: (G, G) ; G. Comme G

est connexe et de dimension 1, (G, G) est aussi connexe et (G,G) =1 i.e. G
est commutatif.

Dans tous les cas, g commute a tous les éléments de G. On en déduit que
G est commutatif.

ii) Comme G est commutatif et connexe, G5 et G, sont des sous-groupes
fermés connexes de G et G ~ G4 x G,,. Puisque G est de dimension 1, G = G
ou Gy.

Q.e.d.

Nous verrons plus tard que G est isomorphe a G, ou GGg.
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Chapitre 4
(G —variétés

4.1 Cas des variétés algébriques affines

Une G—wariété est une variété X munie d’une action (& gauche)
de G telle que G x X — X est un morphisme de variétés.

Exercice 17 Si G est un groupe algébrique linéaire, si X est une variété
affine, un morphisme o : G x X — X définit une action de G sur X si et
seulement si :

i) (p*®id)ooc* =(id® o*) oo™ : k[X] — k[G] ® k[G] ® k[X];
ii) e*®idoo* =id: k[X] — k[X];
ot p: G x G — G estlaloi de groupes et e : {1} — G est le neutre.

4.1.1 Exemples

i) soit V un k—espace vectoriel de dimension finie. Un morphisme de
groupes algébriques ¢ : G — GL(V') est aussi appelé une représentation
rationnelle de G dans V. Dans ce cas, la variété V est une G—variété
et on dit que 'action est linéaire .

ii) Soit G = Gyy. Soit X une variété affine. Se donner une G—action sur
X équivaut & donner une Z-—graduation sur l'algébre k[X] i.e. une
décomposition :

k[X] = @nEZk[X]n

en somme directe de sous-espaces telle que :
k[X]mk[X]n - k[X]m-&-n

pour tous m,n.

En effet si on a une telle graduation, alors le morphisme d’algébres :

o* 1 k[X] = k[G] @ k[X], &mfm = D T" @ fm
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correspond a une action o : G x X — X.

Réciproquement si on a une action o : G x X — X, alors on pose pour
tout m entier :

k[ X]m = A{f € k[X] : o (f) =T" @ [} .
Comme ¢* est un morphisme d’algébres, on a bien
KX ]k (X € K[X]tn

pour tous m,n.
De plus, si f € k[X], alors o*(f) = >.,,T™ ® fm pour certains f,, €
k[X] et les f,, sont uniques (exo). De plus, on a :

th,tg S G,Vx S G, f(tl.(tg..%')> = f((tltg).x)

equiV ty,to € G, ZZtTtS‘fm,n = Z(tth)mfm
m n

m

SVm#n, fmp=0

i.e. fm € k[X]m pour tout m et on en déduit que :
k[X] = @neZk[X]n .

ili) Si G = Gy, si k est de caractéristique 0, se donner une action de G sur
une variété X revient a se donner une k—dérivation D sur k[X] tellle
que tout élément de k[X] est annulé par une puissance de D. Le lien
entre 'action et la dérivation est donné par la relation :

D™(f)
=Y e U)
0 m)!
4.1.2 Actions induites sur ’algébre des fonctions réguliéres

Soient G un groupe algébrique linéaire et X une variété affine. Soit G x
X — X une action algébrique. Pour tout g € G, pour toute f € k[X], on
peut définir une nouvelle fonction réguliére :

p(a)(f) = flg~"x) € kX] .

Le morphisme p définit une représentation du groupe abstrait g dans le
k—espace vectoriel (en général de dimension infinie) k[X].

Proposition 4.1.1 Il existe une suite croissante E, de sous-k—espaces vec-
toriels de k[X] tels que :
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iii) les morphismes induits par p : G — GL(E,) sont des représentations
rationnelles de G dans E,, pour tout n.

Si p est une représentation de G dans un k—espace vectoriel FE, s'il
existe une suite croissante de sous-k—espaces vectoriels F, de E qui vé-
rifient i),ii),iii) de la proposition (avec E & la place de k[X]), on dit que p
est une représentation rationnelle de G dans E.

Ezxemple : soit G un groupe algébrique linéaire. Les translations a gauche et
a droite G x G — G, g,x — gz, g, — xg~ " définissent des représentations
rationnelles de G dans k|G| qui « commutent » :

VgeGYfeklX]VreX 1(g)(f)(x) = flg™"z) et 6(9)(f)(x) = f(zg) -

On a : v(g)d(h) = d(h)y(g) pour tous g,h € G.

Théoréme 4.1.2 (Kostant-Rosenlicht) Soient G un groupe algébrique uni-
potent et X une variété algébrique affine. Soit une action algébrique de G
sur X. Alors toutes les orbites de G sont fermées.

Démonstration : Soit z € X. Posons Y := G.x. Alors, l'orbite G.z est
ouverte dans Y. En effet, il existe un ouvert non vide U de Y contenu dans
G.x et on a :

G.x = UgeagU

qui est ouvert dans Y. Soient Z :=Y \ G.z et I(Z) l'idéal des fonctions
réguliéres sur Y nulles sur Z. Comme G est unipotent et comme 'action
de G sur I(Z) est une représentation rationnelle de G, il existe un élément
f € I(Z) non nul et G—invariant. Forcément, f(z) # 0 (sinon f serait nulle
sur G.z et donc sur Y = G.x). On a alors :

Vged, flgr) = f(z) #0

d’ou f est constante égale & f(x) sur G.z et donc sur Y. Mais alors f est
inversible et I(Z) = (1). Donc Z = ) i.e. G.x = G.x est une orbite fermée.

Q.e.d.

4.2 Variétés algébriques

Un espace a fonctions est un couple (X,0x) ot X est un espace to-
pologique et pour tout ouvert U de X, Ox(U) est une sous-k—algebre des
fonctions U — k tel que :

35



i) pour tout recouvrement ouvert : U = U,U,, f € O(U) & Va, flu, €
O(Uoz) 5

i) Si f € Ox(U), alors : D(f) = {xz € U : f(x) # 0} est ouvert et
7t eo(d(f));

Si f € 0Ox(U), on dit que f est réguliere sur U.

Soient (X, Ox), (Y, Oy) deux espaces a fonctions Un morphisme de (X, Ox)
vers (Y, 0y ) est une application continue f : X — Y telle que pour tout
a€0y(U),aofe0x(f1U).

Exercice 18 La composée de morphismes est encore un morphisme.

Exemples :
— X = R ou € muni de la topologie usuelle et pour tout ouvert U de
X Ox(U) = les fonctions continues (resp. analytiques) sur U.

— X = A'! muni de la topologie de Zariski et pour tout ouvert U =
X\ {x1, ., zn}, 1, e € K,y

t .
Ox(U) = {zgt; g € KV, q(z:) # o} :
— X = P! muni de la topologie dont les ouverts non vides sont les

complémentaires d’ensembles finis et pour tout ouvert U = X \ {z1, ..., 2n},
21y, 2n € P

XY
Ox(U) := {Z((X’Y; : p,q € k[X,Y] homogeénes de méme degré et V z;, q(z;) # O} .

Remarque :siY est localement fermé dans un espace a fonctions X,si U
est un ouvert de Y, on dira qu'une fonction f : U — k est réguliére sur U
s’il existe un recouvrement ouvert U = U,U, et pour tout «, un ouvert €2,
de X, une fonction g, € Ox(Q) qui vérifient Uy, = U N Qq, fo = galv, -
Soit Oy (U) l'algebre des fonctions réguliéres sur U.

On obtient ainsi (Y, Oy) la seule structure d’espaces a fonctions sur Y
telle que l'inclusion Y C X est un morphisme.

Exercice 19 Si f : X — Y est un morphisme d’espaces a fonctions, si
Z est un sous-espace localement fermé de Y tel que f(X) C Z, alors la
restriction :f : X — Z est encore un morphisme.

Notation : . Si f : X — Y est un morphisme d’espaces a fonctions, on
note f* la famille des morphismes de k—algébres :

Oy(U) = Ox(fU), h+ hf,
U ouvert de Y.
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4.2.1 Variétés affines

Soit (X, k[X]) une variété affine. Soit x € X ; on dit que f est réguliére
au voisinage de z s’il existe g, h € k[X], U un ouvert de X qui contient x tel

que :
9(t)
t h(t t f(t) = "% .
ViteUh(t) # 0et f(t) 10
On pose Ox(U) := les fonctions U — k réguliéres au voisinage de tout
rzel.

Exercice 20 Vérifier que Ox(X) = k[X] et que si f € k[X], si Xy :={x €
X ¢ f(x) #0}, alors Ox(Xy) = k[X];.

Notation : Si X, Ox est un espace a fonctions, on pose k[X] := Ox(X).

Nouvelle définition des variétés affines :

On dit qu'un espace a fonctions (Y, Oy) est affine si (Y, k[Y]) est affine
i.e. si k[Y] est de type fini comme k—algebre et si Y — Homy_a(K[Y], k)
est bijective.

Vérifier

Proposition 4.2.1 Un espace a fonctions (X, Ox) est affine si et seulement
si k[X] est une k—algébre de type fini et pour tout espace a fonctions (Y, Oy ),
on a une bijection :

Mor(X,Y) — Homy_a.(E[Y], K[ X]), f— " .

Exercice 21 Un fermé d’une variélé affine est encore une variété affine.

4.2.2 Produit

Soient X, Y deux espaces a fonctions on définit ’espace a fonctions (X x
Y,Oxxy) :

(topologie) : les ouverts sont les réunions d’ensemble de la forme Oy =
{(u,v) e UxV : f(u,v) # 0} ou U est un ouvert de X, V un ouvert de Y et f
une fonction sur U x V' de la forme : (u,v) € UXV — f(u,v) =, fi(u)gi(v)
pour certaines fonctions f; réguliéres sur U et certaines fonctions g; réguliéres
sur V;

(fonctions) : si £ est un ouvert de X x Y, on dira que f : Q — k est
réguliére sur € si :

Q= U,’Ofi

ol les Oy, sont des ouverts comme ci-dessus et si pour tout i, f ‘o 5, est
de la forme (u,v) — >4 ap(w)br(v)/fi(u,v)™ pour certains ar € O(U),
b € O(V), ng > 0.

Remarques :
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— les applications px : X XY — X, py : X XY — Y sont des mor-
phismes.
— Pour X, Y affines, on retrouve la définition usuelle.

Définition 5 Un espace a fonctions X est une prévariété algébrique si X
admet un recouvrement ouvert FINI X = U; X; ou les X; sont affines. Une
variété algébrique est une prévariété X telle que la digonale de X, Ax, est
fermée dans X x X.

Remarque : une partie localement fermée d’une variété algébrique est
encore une variété algébrique et un produit de variétés est encore une variété.

Exercice 22 Veérifier que k|A% \ {0}] = k[A?] et en déduire que la variété
A%\ {0} n’est pas affine.
4.2.3 Variétés projectives

L’espace projectif P" := k"1 \ {0}/k* a une structure d’espace a
fonctions. En effet, soit 7 : k"1 \ {0} — P" la projection canonique.

(topologie) : on dira que U C P™ est ouvert si 7~ 1(U) est ouvert dans
Antl :

(fonctions) : pour tout ouvert U de P™, on dira qu’une fonction f : U — k
est réguliére si f o7 est réguliére sur 7 1U.

On obtient ainsi un espace a fonctions (P", Opn) (exo).

Exercice 23 Soit F' une partie de P™. Montrer que I’ est fermée si et seule-
ment si F' est de la forme

F={lz] € P" : fo(z)=..= fi(z) =0}
ot les f; sont des polynémes homogénes en n + 1 variables.
Proposition 4.2.2 L’espace (P", Opn) est une variété algébrique.
Démonstration : Posons U; = {[zg : ... : ] € P™ : x; # 0}. Les

U; sont des ouverts qui recouvrent P" et pour tout i, (U;, %) ~ " : [z] —
(zx/x;)1<k<n . De plus, il est facile de voir que Apn est fermé dans P™ x P™ :
ki

en effet, si [z], [y] € P, alors :
] =yl eVi<i<j<n, zy; —xy,=0.

Q.e.d.

Exercice 24 k[P"] = k. En déduire que sin > 1, P™ n’est pas affine.
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En particulier, tout sous-espace localement fermé d’un IP” est une variété
algébrique. On dit qu’une variété est projective (resp. quasi projective) si elle
est isomorphe & un fermé (resp. un localement fermé) d’un P™.

Ezxemple : une variété affine est quasiprojective.

Proposition 4.2.3 Soit fo,..., fn € k[T0,...,T1n] des polynémes homogénes
de méme degré. Soit U l'ouvert de P™ des points ou au moins un des f; n’est
pas nul. Alors Uapplication :

foU =P [z = [fo(z) ot fu(2)]
est un morphisme.

Exercice 25 Soient k,l,m > 0 des entiers. Soient fo, ..., fm € k[Uo, ..., Uk, Vo, ..., V]
des polynomes homogénes de méme degré en les variables V;. Soit Q) l'en-
semble des (u,[v]) € A* x P! tels que :

i, fi(u,v) #0 .

Alors Q est un ouvert de AF x P! et lapplication :
Q= P™ (u,[v]) — [folu,v) : ...t fin(u,v)]

est un morphisme.

4.2.4 Composantes irréductibles, dimension

Toute variété est quasicompacte donc est un espace neethérien. On peut
définir comme dans le cas affine les composantes irréductibles. Si X est une
variété irréductible, alors tous les ouverts affines non vides U de X ont la
méme dimension (comme variété affine i.e. degtry(k[U])). On dit que cette
dimension commune est la dimension de X. Pour une variété X quelconque,
on définit sa dimension comme le maximum des dimensions de ses compo-
santes irréductibles.

4.2.5 Germes de fonctions

Soit X une variété algébrique.

Définition 6 Si x € X, on note Ox, ou O, l'anneau des germes de fonc-
tions en x i.e. :

0z = lim Ox (U) = {(f,U) : U ouvert tel que z € U et f € Ox(U)}/ ~

U
zeU

ou (f,U) ~ (g,V) s’il existe un ouvert x € W C UNV tel que flw = glw
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Remarque : Si U est un ouvert de X contenant x, alors les restrictions
de V. aVnNnU, V ouvert de X contenant x, induisent un isomorphisme :
OX@ ~ OU@.

Exercice 26 Soit X une variété. Si x € X, si U est un ouvert affine de X
qui contient z, alors kU] — O, f— (f,U) mod ~ induit un isomorphisme
d’algébres :

kU], — Oy

ot My est l'idéal mazimal de k[U] des fonctions qui s’annulent en x.
On note m, l'idéal des fonctions nulles en x.

Proposition 4.2.4 L’anneau O, est un local d’idéal mazimal m, et O, /m, ~

k, [ f(z).

4.2.6 Orbites

Soit G un groupe algébrique. Soit X une G—uvariété i.e. une variété al-
gébrique X avec une action (a gauche) de G telle que 'action :

GxX—>X
est un morphisme. Si x € X, l'orbite de X est I'ensemble :
Gz :={gx : g€ G}
le groupe d’isotropie de x est le sous-groupe fermé :
Gy ={9€G: gr==zx}.

Si G, = G, on dit que = est un point fixe de G. L’ensemble des points
fixes de G est un fermé de X, noté X©.

Exercice 27 Vérifier que G, est fermé dans G et que X est fermé dans
X.

Un morphisme de G—variétés ¢ : X — Y est G—équivariant si :
VgeG.VreX, ¢(gr) = go(x) .

Proposition 4.2.5 Une orbite est toujours localement fermée i.e. ouverte
dans son adhérence.

On utilise cette propriété des morphismes :

Lemme 4.2.6 Soit f : X — Y un morphisme de variétés, alors il existe un
ouvert non vide de f(X) contenu dans f(X).
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Démonstration : Il suffit de le démontrer dans le cas affine. Q.e.d.

On dit que X est un espace homogéne si G agit transitivement sur X.
Ezemple : la droite projective P! est une G—variété homogéne avec G = SLy
pour :

G xP!' - P!

a b
Jrryl = lax+by s cx +dy] .
c

L’action induite du sous-groupe B des matrices triangulaires supérieures
a deux orbites :

U:=P"\ {[1:0]}, F:={[1:0]} .

Exercice 28 Déterminer les orbites de GL,, et D, dans A", et dans P™.

4.3 Espaces homogénes

Soit G un groupe algébrique linéaire.
On dit qu'une G—variété

Lemme 4.3.1 i ) Les composantes irréductibles de X sont homogénes pour
laction de G°.

ii) Les composantes de X sont ouvetes et fermées et X est leur union
disjointe.

Théoréme 4.3.2 Soit ¢ : X — Y un morphisme G—équivariant d’espaces
homogeénes pour G. Soit v :=dim X —dim Y. ¢ est dominant et :

i) pour toute variété Z, ¢ x Id : X x Z =Y x Z est ouvert;

ii) S1Y' est une sous-variété fermée irréductible de' Y et X' une compo-
sante irréductible de ¢~1Y”, alors :

dim X’ = dim Y’ +r. En particulier, toutes les composantes irréductibles
des fibres sont de dimension r ;

iii) ¢ est un isomorphisme < ¢ est bijective et pour un certain x € X,
la différentielle : do|, : To X — Ty, Y est un isomorphisme.

Corollaire 4.3.2.1 Soit ¢ : G — H wun morphisme surjectif de groupes
algébriques. Alors :

i) dim G = dim H + dimker ¢ ;

ii) ¢ est un isomorphisme ssi dole est bijective.

exo : Les composantes d’un espace homogéne sont lisses.
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4.3.1 Quotients

Soient G un groupe algébrique linéaire et H un sous-groupe fermé de G.

Définition 7 On munit G/H d’une structure d’espace a fonctions :
— topologie : U C G/H ouvert si n~'U ouvert de G ;
— fonctions : f : U — k réguliére si f o réguliere sur n—1U.

Théoréme 4.3.3 G/H est isomorphe & une variété quasi-projective (c’est
donc une variété algébrique. De plus, si Y est une G—wvariété, et y € Y
est un point dont le groupe d’isotropie contient H alors il existe un unique
morphisme G—équivariant : G/H —'Y qui envoie H/H sury.

Propriété universelle : exo!
Quasi-projectivité :
Nous le démontrerons plus tard !

Proposition 4.3.4 Soit H un sous-groupe fermé distingué de G, alors G/H
est un groupe algébrique.
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Chapitre 5

Espace tangent, algébre de Lie

5.1 Espace tangent

5.1.1 Dérivations

Soient A une R—algeébre. et M un A—module. Une R—dérivation de A
dans M est un morphisme R—linéaire : d: A — M tel que :

d(ab) = ad(b) 4 bd(a)
pour tous a,b € A.

D’aprés cette définition, une R—dérivation d vérifie toujours : d(a) = 0
pour tout a € A. De plus, 'ensemble des R—dérivations de A dans M,
Dergr(A, M), forme un A—module.

Exercice 29 Si A = k(T1,...,T),), déterminer Derg(A, A).
5.1.2 Tangentes

Soit X un fermé de A™ défini par des équations fi, ..., fn, € k[T, ..., T},].
Soient v € k™ \ {0} et L, := {z +tv : t € k} la droite passant par z
dirigée par v. On a :

LynX ={x+tv: Vi, filr +tv)} .
D’un autre coté, si v = (vy, ..., vy,), alors

filx +tv) = t(z 9; fi(x)v;) mod ¢
J

On dira que L, est tangente & X en z si 0 est une racine (commune)
double des équations :

Vi, filx +tv) =0
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t.e. sl
A4 i, Z ajfi(l‘)’[)j =0.
J
Notons k; le corps k vu comme k[X]—module via : f.z := f(z)z. Autre-
ment dit : k[X]/M, ~ k.

On a alors une bijection :

{0#£vek™ : L, est tangente & X en z} U {0} <21> Dery(k[X], kz)

vl 225 vi9;

(d(Th), .., d(T})) d

5.1.3 Espace tangent de Zariski

Soit X une variété algébrique, si x € X, on définit ’espace tangent de X
en x comme le k—espace vectoriel :

T, X := Derg(Oy, kz) .

Remarque : si X est affine, alors le morphisme k[X] — O, induit un
insomorphisme (de k—espaces vectoriels) :

Der(Og, ky) — Derg (k[ X], k) .

Exercice 30 Montrer que pour tout x € A™, T,A™ ~ k™ puis déterminer
T, X dans les cas suivants : X est un point, X = {(u,v) € A% : uv =0} et
r=(0,0), X = {(u,v) € A% : u? =3} etz = (0,0) .

Si D € T, X, alors D(m2) = 0. On en déduit donc une forme linéaire :
AD):m,/m2 =k .
Lemme 5.1.1 On a un isomorphisme :
XX = (mg/m2)"

Différentielles

Si f: X — Y est un morphisme de variétés algébriques, alors f induit
un morphisme local : Oy t;) = Ox » et donc une application linéaire :

df|x : TIX — Tf(z)y
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qu’on appelle la diférentielle de f en x.

Remarque : Si f: X —-Y, g:Y — Z sont des morphismes de variétés,
alors pour tout € X, d(go f)|» = dg‘f(x) odf|;.

Remarques :

i) si f: X — Y est un isomorphisme sur un ouvert de Y, alors df|, :
Ty X — Tp)Y est un isomorphisme linéaire;

i) siZ=2Z(f1,.., fr) est un fermé d’une variété affine X, alors pour tout
x € Z, T, Z s’identifie au sous-espace des D € T, X tels que :
D(fi)=0

pour tout ¢. En particulier, pour toute variété algébrique X et tout
x € X, l'espace vectoriel T, X est de dimension finie.

Exercice 31 Déterminer T, X dans les cas suivants :
a) X ={(x,y) € A? : xy =0}, 2 = (0,0);
b) X ={(r,y) € A : y? =%}, = = (0,0).

Exercice 32 Soient X,Y des variétés, v € X, y € Y. Alors Ty ) X XY =~
T, XoT,Y.

Exercice 33 Soit X une variété affine. On pose kle] := k[T]/(T?) avec
e = Tmod T?. Soit x € X. Montrer T, X est en bijection avec ’ensemble
des morphismes de k—algébres ¢ : k[X] — k[e] tels que pour toute f € k[X],
o(f)— f(x) € ke (c’est Uensemble des « k[e]—points de X au-dessus de x » ).

5.2 Algeébre de Lie d’un groupe algébrique

Soit G un groupe algébrique.

5.2.1 Définition avec les nombres duaux

Rappelons que pour toute k—algébre A, on note G(A) := Homy,_44(k[G], A).
Cet ensemble a une structure de groupe induite par le comorphisme p* :
k|G| — k[G] ® k[G] :

V¢, € G(A), ¢¢' :==mo (¢ ®¢)op”

oum : A®r A— A est la multiplication de A.
On considére k[e] := k[T]/(T?) avec ¢ = T mod T2,
Soit G un groupe algébrique linéaire sur k. Le morphisme 7 : kle] — k,
a + be — a induit un morphisme de groupes (abstraits) : G(k[e]) — G(k).
On pose :
Lie(G) := ker (G(k[e]) — G(k))
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Ezxemple : si G = GL,,, alors Lie(G) = {I,, + €A : A€ #,(k)}.
On en déduit que si G est un sous-groupe fermé de GL,,, et si ¢ € Lie(G),
alors dans l'algebre ., (k[e]), on a :

(0(Tij))1<ij<n = I, mod e .

Structure de k—espace vectoriel

Sit € k, on note 0; : k[e] — kle], a + be — a + tbe.
On pose alors pour tous ¢, ¢’ € Lie(G), t € k :

o+ =04
t¢::9t0¢ .

Exercice 34 Vérifier que pour ces opérations, Lie(G) est bien un espace
vectoriel (en particulier que ¢¢' = phi'¢ dans Lie(G))(indication : il suffit
de le vérifier pour un sous-groupe fermé de GLy, ).

Remarques :

i) on a un isomorphisme T.G — Lie(G), d — (f — f(e) + d(f)e) et en
particulier, Lie(G°) = Lie(G). En particulier, si G est fini, Lie(G) est
nul (comme espace vectoriel).

ii) tout morphisme de groupes ¢ : G — K induit un morphisme k—linéaire :
d¢ : Lie(G) — Lie(K). En particulier, si H est un sous-groupe fermé
de g, on peut identifier Lie(H) et le sous-espace des A € Lie(G) tels
que A € H(k[e]) C G(k[e]).

Si G est un sous-groupe fermé de GL,, on pourra donc identifier G et
I'espace g des matrices M € gl,, telles que I, + eM € G(k[e]).

5.2.2 Exemples

i) Lie(SL,) ~ espace des matrices de traces nulles;

) Lie(D,,) ~ espace des matrices diagonales;

iii) Lie(B
)

Lie(U,) ~ espace des matrices triangulaires supérieures de diagonale
nulle ;

) = espace des matrices triangulaires supérieures;

v) Lie(SO,,) ~ espace des matrices antisymétriques.

On trouve a chaque fois des sous-algébres de Lie de gl,,.

Si G est un sous-groupe fermé de GL,, nous verrons que pour tous
M,M'" € gl,, si I, + eM, I, + eM' € Lie(G), alors I, + e(MM' — M'M) €
Lie(G).
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5.2.3 Dérivations invariantes

L’espace T' := Dery(k[G], k[G]) est une algébre de Lie pour le crochet :
[d,d]:=dod —d od .

De plus, si k est de caractéristique p, pour tout d € T, dP € T (on dit
que T est une p—algebre de Lie ou algébre de Lie restreinte.

Pour tout g € G, on note y(g) : k[G] — Kk[G], f — f(g~1).

On note L(G) l'espace des dérivations d € Der(k[G], k[G]) qui com-
mutent a tous les y(g), g € G.

Remarque : Palgebre Lie(G) est une sous-algébre de Lie de T' (et méme
une sous-algébre de Lie restreinte).

Exercice 35 Notons p* : k|G| — k[G] ®j, k[G] le morphisme induit par la
multiplication de G. Vérifier que si d € T, alors

deL(G) e Aod=Td®do A .

Proposition 5.2.1 On a un isomorphisme :

L(G) =———T.G

d——>¢od

(1®d)opu* <——§

ot ¥ : k[G] — Ek[G] — E[G] est le morphisme induit par la multiplication u
de G.

En particulier, L(G) est de dimension finie.

5.2.4 Adjoint

Si g € G, on note
Ad(g):9— o0

I'isomorphisme linéaire induit par 'automorphisme intérieur G — G, z —
grg .

Ezemple : si G = GLj, si on identifie Lie(GL,,) et gl,,, on a Ad(g)(M) =
gMg~! pour tout M € gl,,.

Vérifier que G — GL(g), g — Ad(g) est un morphisme de groupes.

On en déduit en différentiant une application :

ad: g — gl(g) .
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On pose alors : [A, B] := ad(A)(B) pour tous A, B € Lie(G).
Ezemple : si G = GL,, vérifier que [A, B] = AB — BA (en identifiant
I, +eM € Lie(G) et M € A,,.

Proposition 5.2.2 ) [,:] : Lie(G) x Lie(G) — Lie(G) est un crochet de
Lie ;
it) on a un isomorphisme d’algébres de Lie (restreinte) : Lie(G) ~ Tc(G) —
L(G);
iii) si ¢ : G — G' est un morphisme de groupes algébriques, alors d¢ :
Lie(G) — Lie(G") est un morphisme d’algébres de Lie.

Démonstration : Si on suppose que G est un sous-groupe fermé de GL,,,
tout est clair. Q.e.d.

5.2.5 Distributions

Soit G un groupe algébrique linéaire. On va voir ici une autre maniére
(plus directe) de définir une structure d’algebre de Lie sur T.G : Notons
1 G x G — G le produit de G.

On pose Dist,(G,e) = {0 € k[G]* : 6’M§+1 = 0}, Dist(G,1) :=
Un>0Dist, (G, 1) et Dist}(G,1) := {leftd € Dist,(G,1) : §(1) = 0}.

On munit Dist(G, 1) du produit suivant :

V8,8, 80 =808 oput: k[G]™S KG9 k[G]°Y ko k~k

o V€ KIGL 8.8 (f) =Y 6(£)3(g:)
ou f(gg') =X fi(9)gi(g)-

Exercice 36 Pour le produit défini ci-dessus, Dist(G, 1) est une algébre as-
sociative et Disty,(G,1).Dist,(G,1) C Distyin(G,1).

On a T,G = Dist}(G,e). Pour tout 6,8 € T.G, on pose : [4,d] :=
56" —¢'4.

Le produit se fait dans Dist(G, e) et le résultat tombe dans Dist} (G, 1) =
T.G.

Soit G C GL,(k) un sous-groupe fermé. L’algébre k[G|] est une image de
k[GL,] donc une dérivation d € T.G est entiérement déterminé par les

d(Tij)1<ij<n -
On vérifie facilement que :

T.G — gly, d = (d(T}5))1<i,j<n
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est un morphisme injectif d’algébres de Lie.
Plus génééralement :

Proposition 5.2.3 Si ¢ : G — H est un morhisme de groupes algébriques,
alors do|e : T.G — T H est un morphisme d’algébres de Lie.

5.3 Dérivations abstraites

5.3.1 Séparabilité

Définition 8 Soit E/F une extension de corps. On dit que E/F est sépa-
rable si F' est de caractéristique nulle ou si F' est de caractéristique p et si
pour tous x1,...,x, € E F—linéairement indépendants, x¥,...,2F sont aussi
F—linéairement indépendants.

On dit que x est séparable algébrique sur F si F(x)/F est algébrique et
séparable

Exercice 37 Vérifier que l'on retrouve la définition bien connue pour les
éléments algébriques i.e. x séparable si et seulement si x est racine d’un
polyndme a racines simples.

Ezxemples : toutes les extensions des corps finis, des corps algébriquement
clos sont séparables (pas évident), si K est un corps, K(T')/K est séparable.
Contre-ezemple : 'extension F,(T")/F,(T?) n’est pas séparable.

Lemme 5.3.1 Soit E/F une extension de corps de type fini. Alors E/F
est séparable si et seulement s’il existe une base de transcendance 1, ..., Tm,
de E sur F telle que E/F(x1,...,xy) soit algébrique séparable (on dit que
X1,y ..oy Ty forment une base de transcendance séparante de E/F ).

Théoréme 5.3.2 Soit E/F une extension de corps de type fini. Alors on
a:
dimg Derp(E, E) > degtr(E/F)

et E/F est séparable si et seulement si dimg Derp(E, E) = degtrE/F.
Ezemple : Si K = k(X7, ..., X,,), alors K /k est séparable car : Der, (K, K)
Kox, @& ..® Koy, .

Démonstration : Soit E//F une extension finie. Supposons que E C )
est une extension de corps. Soit z € €. On a un isomorphisme :

E(z) ®g Derp(E, E) — Derp(E, E(z)), r(x) @ d — r(x)d
(pour la surjectivité, on vérifie que si d € Derp(E, E(z)), alors comme E/F

est de type fini, il existe 0 # ¢(x) € E(x) tel que g¢(x)d € Derp(E, Elx]); on
a alors pour tout e € E, q(x)d(e) = >, dn(e) X" avec des d,, € Derp(E, E)).
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Donc dimg Derp(E, E) = dimpg,) Derp(E, E(x)). Soit D € Derp(E, E(x)).
Si x est transcendant sur E, alors on peut prolonger D a E|x], en posant :

ﬁ(r(w)) = rP(z)

ott P est le polynome obtenu en appliquant D aux coefficients de r. On
obtient une dérivation sur F[z] que 'on peut alors prolonger & E(x).

Si z est algébrique séparable sur F, de polynéme minimal P € E[T], on
peut prolonger D & E(x) = E[z] en posant :

D(x) = —PP(2)/P'(x)

et :
D(r(z)) := rP(z) + r'(z)D(z) .

Si aP € E et x ¢ E, alors on peut prolonger D a E(x) seulemnt si
D(xP) = 0. Dans ce cas, il suffit de poser :

D(r(x)) :=rP(x)
pour tout r(x) € E(x). Remarquons que
{D € Derp(E, E(z)) : D(zP) =0}

est un hyperplan de Derp(E, E(z)) (sauf si Derp(E, E(z)) = 0.
Or l'application E(x)—linéaire :

Derp(E(z), E(z)) — Derp(E, E(z)), D — D|g

est de noyau :
Derg(E(z), E(x)) .

On vérifie que :

] 1 six est transcendant sur E ou si a? € E;
dimg,) Derg(E(z), E(z)) =
0 si x est algébrique séparable sur E.

On en déduit donc que :
dimp(,) Derp(E(z), E(z)) > dimg Derp(E, E) + degtr(E(z)/E)

si (1) x est transcendant sur F, (2) = est algébrique séparable sur E,
(3) 2P € E. Dans les cas (1), (2), (3), on a égalité sauf dans le cas (3) si
Derp(E, E(x)) = 0.

On en déduit que :

dimg Derp(E, E) > degtr(E/F) .
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Veérifions que Derp(E, E) = 0 < E/F algébrique séparable.
D’apreés ce qui précéde, on a bien : <. Supposons que Derp(E, E) = 0.
Alors, on peut trouver des éléments 1, ..., yn dans E tels que :

E=F(yi, . yn)

et pour tout k :
(I) yg est transcendant sur F(yi,...,yx—1) ou
(IT) yi est algébrique séparable sur F(yi, ..., yx—1) ou

(III) yz € F(yb "'7yk—1) et Yk ¢ $F(y1a "'7yk—1)'

Considérons le plus grand entier k£ < N tel que l'on ait (I1) ou (I11). Il est
clair que I'on peut trouver une dérivation 0 # D € Derg(y, o\ (F (Y1, -, Yk), F(y1,
et que l'on peut prolonger cette dérivation a E : absurde ! Donc E/F est bien
algébrique séparable.

Soient 1, ...,y € E tels que E = F(x1,...,x,). Il est clair que I'applica-
tion F—linéaire :

Derp(E,E) = E", D — (D(x1), ..., D(zy))

est injective. Donc Derp(FE, E) est de dimension finie r < n. Soit Dy, ..., D,
une base de Derp(F, E). La matrice (D;(x}))1<i j<r est de rang r. Supposons
par exemple (quitte & renumeéroter les x;) que la matrice extraite :

(Di(z5))1<ij<r
est inversible. On a alors pour tout D € Derp(E, E) :
V1<k<r, D(xg)=0=>V1<j<n, D(x;)=0=D=0
donc Derp(y, ... ) (E, E) = 0 et Uextension E/F(z1,...,2,) est algébrique
séparable. Si r = dimg Derp(E, E) = degtr(E/F), alors les xp, 1 < k <r
forme une base de transcendance de E/F qui est séparante.

Réciproquement, s’il existe une base de transcendance séparante : y1, ..., Yq
de E/F, alors :

dimg(E/F) = dimpy, .y Dere(F(y1, - ya), F(y1, - ya)) = d = degtr B/ F).

Q.e.d.

5.4 Points lisses

Soit X une variété algébrique. Si x € X, on note dim, X la dimension
maximale d’une composante irréductible de X passant par x.
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Ezemple : Soit I := (X,Y)(X?+Y?2+ Z%2 - 1) < C[X,Y,Z]. Alors
dimp Z(I) =2si P =(0,0,1).

On dit qu’un point x sur une variété X est lisse si dim, X = dim 7T, X.
Sinon, on dit que x est singulier.

On dit que la variété X est lisse si tous ses points le sont.

Nous verrons que ’ensemble des points lisses d’une variété forme un
ouvert non vide.

Ezxemple : A™ est lisse.

Exercice 38 Déterminer les points lisses de X1 = {(z,y) € A? : xy = 0}
et Xo:={(z,y) € A? : y? = 23}

Soit X une sous-variété fermée irréductible de A™ définie par des équa-
tions f1,..., fm € k[T1,...,Ts]. On pose A := (I, fi) 1gizm € Mpmxn(k(X))
(out k(X)) est le corps des fractions de k[X]).
Lemme 5.4.1 i) n—rg(A)=dimX ;
it) n—rg(A(r)) =dimT,X ;
iti) Pour tout x € X, dimT, X > dim X ;
i) pourtoutd,{z : dimT,X < d} est un ouvertde X et{z : dimT,X = dim X'}

est un ouvert non vide de X.

Démonstration : Pour le i), on remarque que I'on a un isomorphisme
de k(X)—espace vectoriel :

Derk(k(X), ]{(X)) — kerk(X) A, d— d(Tj)lSan .

Q.e.d.

Théoréme 5.4.2 Soit X une variété algébrique. Alors l’ensembmle des points
lisses de X est un ouvert non vide.

Démonstration : Il suffit de vérifier que ’ensemble X' des points
lisses est un ouvert. Soit € X un point lisse. Notons C1, ..., Cy les compo-
santes irréductible qui ne contiennent pas x, Cgy1, ..., Cn celles qui contiennent
z. On a : dim, X = max?_; dim C; =: d et 'ensemble

{xeX \ CLU..UC), : dmT,X <d}

est un voisinage ouvert de x formé de points lisses. Q.e.d.

Proposition 5.4.3 Soit G un groupe algébrique linéaire. Alors G est lisse
et dim G = dim T, G = dim Lie(G) = dim L(G).
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Exercice 39 FEn calculant la dimension de leur algebre de Lie, retrouver les
dimensions des groupes Span, SOpn,SLy, : 2n? +n, n(n —1)/2 et n? — 1.

Lemme 5.4.4 Soit M € My, n(k[X]) une matrice. Soit r le rang de M vue
comme matrice & coefficients dans k(X).

i) 1l existe B € GL,,(k(X)), C € GL,,(k(X)) tels que :

BMC =

ii) si M(x) est de razng r, on peut choisir B,C a coefficients dans k[U]
ot U est un voisinage ouvert affine de x.

Démonstration

Démonstration : Supposons que rgM (z) = r. Quitte & permuter les
lignes et les colonnes de M (ce qui revient & multiplier & gauche et a droite
par des matrices de permutations), on peut supposer que le mineur

f —det( z])1<z]<r

est non nul en z.

A|B
On a M = oun A € . (k[X]), f = detA # 0, B €
C|D
My g—r( ), C € My—rr(k[X]), D € Mp—r q—r(k[X]).
I, ‘ 0 Al ‘ —-A"'B
Soient P := € GL,(k[X]f) et Q :=
—CAl‘pT O‘Iq_r
GLy(k[X]f). On a :
I. 1 0
PMQ =
017
Comme M est de rang r, PM (@) aussi et donc 7 = 0.
Q.e.d
Q.ed
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Chapitre 6

Le théoréme de Chevalley

6.1 Propriétés des morphismes

Théoréme 6.1.1 Soit ¢ : X — Y un morphisme de variétés irréducibles.
i) Six € X et ¢(v) €Y sont lisses et si dply @ ToX — Typ)Y est
surjectif alors ¢ est dominant et séparable (i.e. 'extension ¢*(k(Y)) C k(X)
est séparable).
ii) St ¢ est dominant et séparable, alors les x qui satisfont auz hypothéses
de i) forment un ouvert non vide de X.

Démonstration : On commence par 7).

I1 suffit de traiter le cas ou X,Y sont des variétés affines. Supposons que
X est un fermé de A™ de dimension ¢ et Y un fermé de A™ de dimension wu.
Quitte a remplacer Y par un voisinage ouvert de de y = ¢(x) et X par un
voisinage ouvert de x, on peut supposer que X, Y sont lisses.

Soient Fi, ..., F, € k[X1, ..., X,,] des générateurs de l'idéal I(X). Soient
G1,...,Gq € k[Y1,...,Y,] des générateurs de l'idéal I(Y"). On pose :

1<j<m

My = (anGi) 1<i<q € «//q,n(k[y])

1<j<n

Quitte a remplacer X par un voisinage ouvert affine de x, on peut sup-
poser qu’il existe B € GL,(k[X]), C € GL,(k[X]) tels que :

BMxC =

ou d =rangMyx =m — dim X.
Pour tout z € X, tout 2’ € Y, on identifiera T, X au noyau de My (z) et
T./Y au noyau de My (2').
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Notons ¢1, ..., ¢, € k[X1, ..., X;n] les fonctions coordonnées du morphisme
b.

On pose :

Jy = (3}9@5,‘) 1<i<n € /ln,m(k[XD .
1<j<m

On vérifie facilement que pour tout z € X, la matrice Jy(2)(T2X) =
do,(T.X).

Il existe des vecteurs colonnes Ci,...,C; € Kk[X]|™ tels que pour tout
z € X, T,X est engendré par les vecteurs C(z), ..., C¢(z). Il suffit de prendre
les t derniéres colonnes de la matrice C' ci-dessus.

Donc pour tout z € X, d¢, : T, X — Ty,)Y est surjective si et seule-
ment si la matrice B(z) de colonnes Jy(2)C1(2), ..., Jp(2)Ci(z) est de rang
> dimTy,)Y = dimY. En particulier, 'ensemble S des z € X tels que do|,
est surjective est un voisinage ouvert de 2 dans X. Soit V 'ouvert (non vide)
des points lisses de ¢(X). Comme X est irréductible, S N ¢~ (V) est non
vide. Il existe donc z € X tel que dp(2)(T.X) = Ty(,)Y et dim Ty(,)d(X) =

dim ¢(X). Comme do(2)(T.X) C Ty,)d(X), on a : Ty)d(X) = Ty)Y =
dim¢(X) = dimY =Y = ¢(X)

Donc ¢ est dominant. D’ott un morphisme injectif de corps : ¢* : k(Y) —
kE(X).

Les colonnes C1, ..., C; forment une base de ker Mx. Or, on a :

D(X1)
ker My :{ : . D € Derg((X), k(X)) }
D(Xm)
De plus, si D € Dery(k(X), k(X)), alors :
D € Derge vy (K(X), k(X)) © V1 <i<n, DY) =0
& Vi, D(¢;) =0

Vi, > Ox,6:D(X;) =0

J

D(X1)
& : € kerJy .
D(Xom)
Donc :
dimy, Der g« vy (K(X), k(X)) = dimker Jy|ker 1y, = dimker My —dim Jy(ker Mx)

=dim X — dimy VeCtk{J¢Cl, ey J¢Ct}
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< dim X — dimy, vecty{Jy(2)C1(x), ..., Jo(x)Ci(z)}
< dim X — dimy, J(z)(T,X)
<dmX —dimY .

Donc l'extension k(X)/¢*k(Y') est séparable.

ii)

Il suffit de montrer qu’il existe un € X tel que do|, : To X — Ty)Y
est surjective.

Supposons que X et Y sont lisses. Comme dans la démonstration de i),
on peut trouver des colonnes Ci,...,Cy € k[X]™ qui forment une base de
ker M x. On a alors :

dimy, Der g« (jy(yy) (K(X), k(X)) = dim ker Jg|xer pr,, = dim ker My —dim Jy(ker Mx)

=dim X — dimk VeCtk{J¢Cl, ceny J¢Ct}
=dimX —dimY .

Comme do|, (T X) = vecty{Jy(z)Ci(x), ..., Jy(x)Ci(z)}, dp|, est sur-
jective si et seulement si dimy vecty{JyC1, ..., JsCt} = dim Ty(,)Y = dim Y’
car Y est lisse. L’ensemble des = qui vérifient cette égalité est bien un ouvert
de X. Q.e.d.

Théoréme 6.1.2 Soient X,Y deux variétés irréductibles. Soit ¢ : X — Y
un morphisme dominant; on pose r := dim X — dimY . Alors il existe un
ouvert non vide U de X tel que :

i) pour toute variété Z, la restriction ¢ xId : U X Z — Y X Z est ouverte ;

ii) pour toute sous-variété fermée irréductible Y' de Y et toute compo-
sante irréductible X' de ¢~'Y' telle que X' N U # 0, on a : dim X' =
dim Y’ + r (en particulier les composantes irréductibles des fibres qui ren-
contrent U sont de dimension v ;

i) Sir = 0, alors ¢~ 1oU C U et pour tout x € U, ¢~ '¢(x) est de
cardinal |¢~ 1 px| = [k(X) : k(Y)]s (ot [k(X) : k(Y)]s := [E(X)s : k(Y)] avec
k(X)s = le sous-corps des éléments de k(X) séparables sur k(Y)).

Remarque : dans iii), pour tout € U, on a ¢~ Lpz = ¢|y ' ¢|y .

Démonstration

Pour une variété affine V' et une fonction h # 0, réguliére sur V', on
notera V}, I'ouvert affine :

Vi,={veV : h(v)#0} .

Il suffit de traiter le cas ou X, Y, Z sont affines. Dans 4), il suffit de traiter
le cas ol Z est un espace affine AN,
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Remarquons que si ¢1 : X1 — X9 et ¢ : Xo — X3 sont deux morphismes
dominants qui vérifient 4),47),4ii), alors ¢g o ¢1 : X1 — X3 aussi (exo).

Soit ¢ : X — Y un morphisme dominant. Comme k[X] est une ¢*k[Y|—algébre
de type fini, en utilisant la remarque précédente, il suffit de traiter un des
cas suivants :

k[X] = ¢"k[Y][h]

ou h € k[X] et :
(I) h est transcendant sur ¢*k(Y) ;
(IT) h est algébrique séparable sur ¢*k(Y);
(III) % est de caractéristique p, h € ¢*k(Y') et h? € ¢*k(Y).

Lemme 6.1.3 Le théoréme est vrai dans le cas (I).
Démonstration : Le diagramme suivant commute :

T (¢(z), h(z))

~

Y x Al

Y

X

Il suffit donc de traiter le cas ot X =Y x Al et ot ¢ = py : Y x Al :
facile! Q.e.d.

Lemme 6.1.4 Le théoreme est vrai dans le cas (II).

Démonstration : Soit F' € ¢*k(Y)[T] le polynéme minimal unitaire
de h sur ¢*k(Y"). Soit f € k[Y] tel que F' € ¢*k[Y]f[T]. Quitte a remplacer
X parl’ouvert affine ¢~ (Yy) = Xy« s, on peut supposer que F € ¢*k[Y][T].
Soit n le degré de F en T :

F=¢*ap+ ...+ ¢ an T 1 +1T7

pour certains a; € k[Y]. Le discriminant de F' est un élément A € ¢*k[Y]
non nul car h est séparable. Quitte a remplacer X par 'ouvert affine XA, on
peut supposer que pour tout € X, le polynéme F(¢(z),T) € k[T] est de
discriminant A(z) # 0.

Soit X le fermé de Y x Al défini par le polynome Y, a;,T% € k[Y][T] :

X :={(y,t) €Y x A : ag(y) +...+t" =0} .
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On a k[X1] ~ k[X] d’ott un isomorphisme X; ~ X. De plus le diagramme
suivant commute :

z = (¢(), h(z))

X—>X;CY x Al
Py
xl
Y

I1 suffit donc de traiter le cas ou X = X7 et ot ¢ = py : X7 — Y. Posons
F(y,t) := ag(y)+...+an_1t""14+t". i) Dans ce cas, ¢xId : X x AN — Y x AN
est ouverte. En effet, soit G € k[Y x AN][T], alors :

pxId(G#0)={(y,2) €Y x AN : It € AL, F(y,t) =0et G(y, z,t) # 0} .

Ona:G =Y, ¢;T" pour certains g; € k[Y x AN]. En faisant une division
euclidienne par F', on peut supposer que G est de degré < n en 1. Mais alors :

¢ x 1d(G #0) = U5 (Y x AY),, .

En effet, si g;(y, z) # 0, pour un certain j, alors le polynéme :
n—1 )
> gily, )T
i=0

est non nul de degré < n et a donc au plus n — 1 racines dans A'. Or,
F(y,T) est un polynéme de degré n avec n racines distinctes dans A! (son
discriminant est non nul). Donc il y a au moins une racine t de F(y,T) qui
n’est pas une racine de G(y, z,T).

ii) Soit Y’ un fermé irréductible de Y. On a :

Y ={(y,t) €Y' x A : F(y,t) =0} .

Notons F € k[Y'][T] le polynéme ag|y+ + ... + T™.

Soient Py, ..., P, des idéaux premiers de k[Y'][T] tels que : \/(F) =
Ni_;F;. On peut supposer qu’il n’y a pas d’inclusion entre les F;. On a

\/(F) = I(¢~1Y"). Les composantes irréductibles de ¢~'Y” sont définies par
les P;. Pour tout i, P,Nk[Y'] = {0}. En effet, si par exemple P Nk[Y'] # 0,

soit 0 # a; € PLNE[Y']. Sir =1, alors P; = \/(F) et dans k[Y'][T],
Flaf

pour un certain ¢ : impossible vu que k[Y’] est intégre et F est de degré
n>0.Sir>1,soient ag € P» \ Pi,...,a, € P, \ P;.Ona:

ai...a, € ﬁ
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= Fl(ay...a;)?

pour un certain ¢ > 0. Or, (ag...a,)9 = p1 + ... + 17" mod F (car F est
unitaire de degré n). Donc af(az...a,;)? = apy + ... + alpp—1T" P mod F =
0 mod F. Pour des raisons de degré on a alors afp; = 0 dans k[Y”] pour tout
i et donc p; = 0 dans k[Y”] pour tout ¢ d’ou :

(ag...ar)q eF CcCh

= a9...ay € P

absurde !
On a donc :
k[Y'] C k[Y'][T]/P;

pour tout ¢ et les extensions de corps :
k(Y') C Frac(k[Y'][T]/P)

sont algébriques. Donc : degtr(Frac(k[Y'][T]/F;)/k) = degtr(k(Y”)/k) pur
tout %.

iii) Soit & = (yo,t0) € X1, 0ona: ¢~ 'é(x) = {(yo,t) € Y x Al : F(yo,t) =
0} qui est bien de cardinal n car F(yo,T) € k[T] est un polynéme de degré
n avec n racines distinctes dans k.

Remarquons que I'on a en fait montrer qu’il existe un ouvert non vide U
de X tel que ¢|y 71¢|U (z) est de cardinal n pour tout = € U. Mais a priori,
dlu ol (v) = ¢71p(z) NU # ¢~ ' ().

Il suffit alors de remplacer U par 'ouvert non vide :
U'=Un¢ ' (Y \ (X \ U)

(comme dim X = dimY, comme X est irréductible, dim(¢(X \ U)) <
dimX = dimY donc l'ouvert Y \ ¢(X \ U) est non vide et rencontre
H(X)).

Ona: ¢ loU)CU. Q.e.d.

Lemme 6.1.5 Le théoréme est vrai dans le cas (II1) :

Démonstration : Le polynome TP — h? € ¢*k(Y)[T] est le polyndome
minimal de h sur ¢*k(Y’). Comme précédemment, quitte a remplacer X par
un ouvert afinne non vide, on peut supposer que h? = ¢*a € ¢*k[Y]*, que
X={(y,t) cY xA! : tP=qa} et que p=py : X = Y.

i) Soit f = fo+ ... + fmT™ € k[Y x AN][T]. On a :

dXIA(f #0) = {(y,2) € Yx AN : 3t, P = a(y) et fo(y, 2)+...4 fm(y, 2)t™ # 0}
*. pour un a € k[Y] € k(Y)P.
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={(y,2) €Y x AY : 3t 1 = a(y) et (fo(y, 2) + ... + fm(y, 2)t")P # 0}
={(y,2) €Y x AN foly,2)" + ... + fin(y, 2)Pa(y)™ # 0}

qui est bien un ouvert de Y.

De plus, ¢ est bijective (en caractéristique p, tout élément de k a une
seule racine p—iéme) d’ou ii7).

ii) Soit Y’ un fermé irréductible de Y. On a :

oY) ={y,t) €Y' x Al : #? =a(y)} .

Posons a’ := aly. Si le polynoéme T? — o’ € k[Y'][T] est irréductible sur
k(Y"), alors TP — a’ est le polynome minimal sur k(Y”) de son unique racine
(dans une extension algébrique de k(Y”)). L’idéal (TP — @) est donc premier
dans k[Y'][T] et k[¢p~'Y’] = k[Y'][T]/(TP — a') est intégre et son corps des
fractions est une extension algébrique de k(Y”) donc : ¢~ 'Y” est irréductible
et dim¢~ 'Y’ =dimY".

Si TP — a’ est réductible sur k(Y’), alors il existe a € k(Y’) tel que
a? = a'. Soit P le noyau du morphisme :

EY')T] — k(Y"), 7 — r(a) .

L’idéal P est un idéal premier. De plus, r(a) = 0 & r(a)? = 0 & rP =
0mod T? — a’. Donc P = /(TP — a’). On a alors :

klo™Y'] = k[Y'|[T]/P
PNk[Y']=0

et comme précédemment, ¢~ 1Y’ est irréductible de dimension dim ¢~ 1Y’ =
dimY”’.
Q.e.d.

Q.e.d.

6.2 Application : G/H

Soit G un groupe algébrique affine. Soit H un sous-groupe fermé de G ;
Soient g (resp. h) l'algébre de Lie de G (resp. de H). On identifiera b avec
le sous-espace di|. (h) de g (ou ¢ est I'inclusion H — G.

Si f € k[G], £ € g, on pose &.f € k[G] : g = £(6(9)(f))-

Remarque :si p*(f) =Y, a;®@b; € k|G x G, alors £.f = >, £(a;)b; pour
tout € € g.

Exercice 40 Notons I(H) l’idéal des fonctions réguliéres sur G nulles sur
H;

Vérifier que § € h <V f e I(H),§.f € I(H).
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Lemme 6.2.1 [l existe V C k[G] de dim finie, W C V tels que :
i) V est stable par §(z),Vx € G;
ii)
H={zeG : §x)W=W}

h={leg: EWCW}.
Démonstration : Soient fi,..., f, € k[G] des générateurs de 'idéal

I(H). Soit V' C k[G] un sous-espace de k[G] de dimension finie stable par
tous les 6(x), x € G. il suffit de poser W :=V NI(H). Q.e.d.

Lemme 6.2.2 ][] existe V' k—espace vectoriel de dim finie et v € V non nul
et ¢ : G — GL(V') un morphisme de groupes algébriques tels que :

H={xeG : ¢(x)v e kv}
h={X€g: (dpX)v € kv} .

Démonstration : Soient Vy, Wy comme dans le lemme précédent. Soit
wy, ..., wq une base de Wy. On pose :
Vi=AVy,v:i=w A... \Nwg et ¢:

G — GL(V), z — A% (x) .
Q.e.d.

On pose X := la G—orbite de [v] dans P(V'). Soit x := [v] on a :

Proposition 6.2.3 i) G, = H ; ii) ¢ : g — g.x définit un morphisme sépa-
rable : G° — ¢G° ; iii) Les fibres de ¢ sont les gH, g € G.

Démonstration : Pour le ii), il suffit de remarquer que 7},|V s’identifie
naturellement a V/kv. Q.e.d.

On peut définir une structure d’espace a fonctions sur G/H : soit p: g —
G/H, g gH;

topologie : si U C G/H, on dit que U est ouvert si p~'U est ouvert dans
G;

fonctions : si U C G/H est ouvert, on dit qu’une fonction f : U — k est
réguliére si f op est sur p~1U.

Proposition 6.2.4 L’orbite X = G.[v] est ouverte dans son adhérence
(dans P(V')). L’application gH +— g.[v] est induit un isomorphisme d’es-
pace & fonctions :

(G/Ha ﬁG/H) - (X7 ﬁX)

en particulier, (G/H,O¢/p) est une variété algébrique.
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Remarque : on a la propriété universelle suivante : si Y est une G—variété
avec un point yg H—stable alors gH + g.y9 est un morphisme de variétés.

Démonstration : Soit z := [v]. Il s’agit de montrer que ¢ : G/H — X,
gH — g.x est un isomorphisme. Les G°—orbites de X : X7, ..., X4 sont les
composantes irréductibles de X et elles sont donc ouvertes et fermées. En
particulier, il suffit de montrer que ¢ : ¢~ 1X; — X; est un isomorphisme
pour tout 7. Il suffit donc de traiter le cas ou G est connexe.

Posons ¢ : G — X, g — g.x. L’application ¢ est ouverte. On en dé-
duit que ¢ aussi est ouverte. Donc ¢ est un homéomorphisme. Il reste a
montrer que pour un ouvert U de X, ¢* : Ox(U) — OG/H(¢_1U) est un
isomorphisme. Seule la surjectivité pose probléme. Soit f € Og(p~1¢p~1U)
une fonction telle que f(gh) = f(g) pour tout g € V := p~1¢~1U et btout
h € H. Soit T := {(g,f(9)) : g € V} CV x A! le graphe de f. C’est un
fermé de V x Al. Or 'application v x Id est ouverte donc I'' := 1) x IdI" est
fermé dans U x A'. Soit g la restriction a I'" de la projection sur le premier
facteur : U x A! — U. Il est clair que ¢ est bijective. De plus, ¢ est séparable
car on peut trouver un morphisme y tel que gox = ¢ : v 'U — U qui
est séparable. Donc ¢ est un isomorphisme birationnel. D’aprés le théoréme
principal de Zariski (cf. ci-dessous), ¢ est un isomorphisme. Il existe donc
une fonction F réguliere sur U telle que IV = {(u, Fu) : w € U}. il est clair
que fogpop= fsur p~tU.

Q.e.d.

Corollaire 6.2.4.1 i) G/H est une variété quasi projective de dimension
dimG —dim H ;

ii) si G est connexe, G — G/H, g — gH est séparable.

6.2.1 Théoréme principal de Zariski

On dit qu'une variété irréductible X est normale si pour tout z € X,
I’anneau Ox , est intégralement clos.

Remarque :si X est affine, alors X est normale < k[X] est intégralement
clos.

Proposition 6.2.5 (¢f. Matsumura, Commutative algebra, th. 34, th. 35,
Si x est un point lisse d’une variété irréductible X, alors Ox , est intégrale-
ment clos.

Soient X, Y deux variétés affines. On dit qu’un morphisme f : X — Y
est fini si k[X] est une f*k[Y]—algébre finie. Par exemple, Al — Al ¢ — 2.

Proposition 6.2.6 Si f : X — Y est un morphisme fini, alors les fibres
[~ f(x), x € X sont toutes finies. De plus, f est une application fermée.
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Démonstration : Notons zq,...,z,, des fonctions coordonnées pour X.
Chaque z; est entier sur f*k[Y] :

Vi, :r:g + f*alzng*l + .t ffag=0
pour certains a; € k[Y]. Le scalaire z; est une coordonnée d'un point de
f~1f(x) seulement si :

a2+ ay(f(x)xd ™ + .+ ag(f(x) =0

ce qui ne laisse qu’un nombre fini de possibilités.

Soit F' un fermé de X. Il est clair que f|p : F — Y est fini. Il suffit donc
de montrer que f(X) est fermé. Soit y € f(X) i.e. Vh € ker f*, h(y) = 0.
Alors f*m, est un idéal maximal de f*k[Y]. Il existe donc un idéal maximal
m de k[X] tel que mN f*k[Y] = f*m, (car k[X] est entier sur f*k[Y]). Soit
x € X telquemy, =m. On a:y= f(x). Q.e.d.

Lemme 6.2.7 Soit f : X — Y un morphisme dominant de variétés irré-
ductibles affines. Soit x € X tel que f~1f(z) est fini. Alors, f est localement
fini en x i.e. : il existe un owvert affine V de Y tel que f~1V soit un ouvert
affine et le morphisme restreint :

v v
soit un morphisme fini.

Démonstration : posons A := f*k[Y], B := k[X]. Soient by, ...,b, € B
tels que B = Alby, ..., by]. On raisonne par récurrence sur h.

Sih=1:

soit I le noyau de A[T] — A, P(T) — P(b1). Soit € : A[T] — k[T,
ao 4 .. + agT? — ag(x) + ... + ag(x)T?. Si el = 0, alors :

(6.1) F7H ()~ AT
absurde ! Il existe donc r € I non constant tel que er # 0. On a :
r=r,T"+..+10

avec des 1; € A tels que r,(z) = ... = rpyi(z) = 0,7, (2) # 0 pour un
certain m > 0. Si on pose s :=r, b + ...+ 7y, € B,on a:

s(z) #0et sb" +rp b1 +1rg=0.

Donc by est entier sur A[s~!]. Comme s € A[by], s est entier sur A[s™!]
et donc s est entier sur A. Donc on a des relations :

st + clsd_l +..4cqg=0
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pour certains ¢; € A. En particulier, s~ € A[s].,. Soit h € k[Y] tel que
f*h =cq. On a 71V}, = X, C X;. De plus, k[X.,] = k[X]., = A[b1]c, est
entier sur Afs]., donc sur f*k[Y;] = A.,. On peut donc prendre V =Y},

Si h > 1. On peut trouver X’ une variété affine, g : X — X', f/: X' =Y
des morphismes tels que k[X'] = A[by] et g*, f'* correspondent aux inclusions
d’algébres k[X'] € B, A C k[X']. on a: f = f'g. Comme f~lf(z) =
g_lf’_lf’g(ac) D g 'g(x), g 'g(x) est fini et par hypothése de récurrence,
g est localement fini en x : on peut trouver un voisinage ouvert affine U’
de g(z) dans X’ tel que g~ U’ est affine et la restriction g : g~ 'U’ — U’
est un morphisme fini. En particulier, g : ¢7'U’ — U’ est un morphisme
surjectif. Donc f/ 1 f'g(x) N U’ est fini. D’apres (6.1), f~'fg(z) est fini ou
isomorphe a A!. En particulier, comme f'~'f'g(z) N U’ est fini, f'~* f'g(z)
est forcément fini. Il existe donc un voisinage ouvert affine de f(z) = f'g(x)
dans Y tel que 'ouvert f’ 1V est affine et le morphisme [’ VoV oest
fini. Soit ¢ € k[X'] tel que g(z) € X C U’. Comme k[f~'V] est entier sur
" k[V], on a une relation :

4 a4 ey =0
pour certains a; € k[V]. On alors f'~'V,, C X/ et le morphisme :
_ -1
f:f/g:flvad%f/ Vad_>vad

est fini comme composé de morphismes finis. Q.e.d.

Théoréme 6.2.8 (principal de Zariski) Soient X,Y deux variétés irré-
ductibles. Soit ¢ : X — Y un morphisme bijectif, birationnel. Si'Y est nor-
male, alors ¢ est un isomorphisme ;

Remarque : en particulier, si Y est lisse, le théoréme est vrai.

Démonstration : Soit z € X, d’aprés le lemme 6.2.7, il existe un
voisinage ouvert affine V' de ¢(x) dans Y, un voisinage ouvert affine U de
x dans X tel que Q2 := qulV = ¢ 'V NU est affine et ¢ : w — V est un
morphisme fini. Mais comme ¢ est birationnel, on a :

P k[V] C K[ C E(Q) = ¢7k(V) .
Or, k[V] est intégralement clos dans son corps des fractions donc :
¢ k[V] = K[Q]

et ¢ :  — V est un isomorphisme. en particulier, 'application ¢~ : Y — X
restreinte a V' est un morphisme. C’est vrai pour tout y = ¢(z) € Y donc
¢! est un morphisme sur Y. Q.e.d.

Récapitulons : i) G/H est quasiprojective de dimension dim G—dim H ;

ii) si G est connexe, alors G — G/H est séparable.

Exercice. Si H < G est un sous-groupe fermé et distingué de G, alors
G/H est un groupe algébrique affine (¢f. TD).
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Chapitre 7

Structure des groupes
résolubles connexes

7.1 Groupes diagonalisables, tores

Un caractére de G est un morphisme de groupes algébriques G — Giy,.
Un morphisme de groupes algébriques G, — G est un cocaractére ou sous-
groupe a un parametre.

Exemple : X*(Dy) ~ 7", X.(D,) ~ 7".

Remarque : les caractéres x € X*(D,) forment une base de k[D,] et
k[Dy,] est isomorphe a 'algébre de groupes k[Z"].

Un groupe diagonalisable est un groupe isomorphe a un sous-groupe fermé
de D,,.

Un tore est un groupe diagonalisable connexe.

er : en caractéristique # 2, posons S := SOq2(k) := {

22 +y>=1}.Ona S ~ Gy, doit le nom (S x S~ G2))!

Théoréme 7.1.1 Pour un groupe algébrique G, sont équivalentes :
i) G diagonalisable ;
it) le groupe abélien X*(G) est de type fini et X*(G) forme une k—base de
k[G];

ii1) toute représentation rationnelle de G est somme directe de représenta-
tions de dimenston 1.

Remarque : la condition i¢ du théoréme montre que l'algébre k[G] est iso-
morphe a 'algébre de groupe

Démonstration : On utilisera le lemme d’Artin :
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Lemme 7.1.2 (¢f. Lang, Algébre, ch. VI, th. 4.1) Soit K un corps quel-
conque (commutatif). St G est un groupe quelconque, alors, dans le K —espace
vectoriel des applications G — K, les caractéres x : G — K* sont K—linéairement
indépendants.

i =1

Supposons que G est un sous-groupe fermé de D,,.

Remarquons que #i est vérifié pour G = D,,. Comme la restriction k[D,,] —
k[G] est un morphisme surjectif, k[G] est engendré par les caractéres y|g ou
X € X*(Dy). Soit x € X*(G). On a x € k[G]. Donc est une combinaison
linéaire de caractéres de D, restreints & G. D’aprés le lemme de Dedekind,
les caractéres de G sont k—linéairement indépendants donc x se prolonge en
un caractére de D,. On en déduit que la restriction & G induit un morphisme
surjectif X*(D,) — X*(G) Donc le groupe X*(G) est bien abélien de type
fini et X*(G) forme bien une base de k[G].

Soit f € k[G], on a : f(gh) = f(hg) pour tous g,h € G (il suffit en effet
de le vérifier pour les f € X*(G)). On en déduit que G est abélien. De méme,
on montre que si g € G, alors f(g,) = f(e) = 1 pour tout f € k[G] (c’est
facile si f est un caractére). Donc pour tout g € G, g, = e et tout g € G est
semisimple.

Supposons que V' est une représentation rationnelle de G de dimension
finie (il suffit de traiter ce cas). Notonsp : G — GL(V) le morphisme de
groupes algébriques correspondant. Si y € X*(G), on pose :

Vy={veV :Vged, gv=x(g)v}

c’est 'espace propre associé a y. Comme G est abélien et comme tous ses
éléments sont semisimples, on peut diagonaliser simultanément les p(g), g €

G. On en déduit :
V= Z Vx
X

et il est facile de voir que cette somme est directe.

191 = 1

On peut supposer que G C GL,, (k) pour un certain n. La représentation
correspondante est somme directe de représentations de dimension 1. On
peut donc trouver une base de diagonalisation commune & tous les g € G
i.e. G est conjugué & un sous-groupe fermé de D,,.

Q.e.d.

On déduit du théoréme précédent (et de laremarque sur ’algébre de
groupe) le théoréme suivant :

Théoréme 7.1.3 Soit G diagonalisable. Alors : i) G ~ tore xA ou A est
abélien, fini, d’ordre premier ¢ p;
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it) G est un tore < G connexe;
iii) G est un tore < X*(G) libre.

Exercice 41 Vérifier que dans un tore les éléments d’ordre fini forment une
partie dense (indication : il suffit de traiter le cas de G}, ).

7.1.1 Rigidité

Proposition 7.1.4 (Rigidité) G, H diagonalisables. V variété connexe af-

fine.
Soit ¢ : V x G — H un morphisme tel que :

VYoeV, é(v,-): G— H est un morphisme de groupes algébriques
alors ¢(v,-) est indépendant de V.

Démonstration : Soit ¢» € X*(H). Alors

VoeVVgeG x(¢(v,9)= > few@®)x(9)
XEX*(G)

pour certains coefficients f, , € k[V]. Comme les caractéres de G sont linéai-
rement indépendants, tous les f 4 (v) sont nuls sauf un qui vaut 1. Donc :

2
fXﬂ/} = fx’¢ :
Comme V est connexe, f,, = 0 ou 1 dans k[V]. Donc fy , = 0 pour
tous les x (¢ étant fixé) sauf pour un ot 'on a f, 4 = 1. Q.e.d.

Corollaire 7.1.4.1 Soit H un sous-groupe de G diagonalisable. Alors Ng(H)°
Za(H)® ; en particulier, N(H)/Z(H) est fini.

Théoréme 7.1.5 Soit G un groupe algébrique connexe de dimension 1. Alors :
G~ G, ou Gy -

Démonstration

On sait déja que G est commutatif et que G = G5 ou G,,.

Si G = G, alors GG est un tore. Pour des raisons de dimension : G ~ G,,.

Si G = G, alors supposons d’abord k de caractéristique nulle. Rappelons
que dans 'anneau Z[[T], on a :

exp(log(1+ 7)) =1+T et log(exp(T)) =T

ou

™ T
exp(T) :=1+T+ ..+ P et log(1+7T): =T+ ...+ (-1)"""— + ...

n
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Soit I, # g € G. On pose N := logg := Zj>0(—l)j_1(g;7.w. Soit ¢ :
Gy — GL,(k), t — exp(tN).

Alors ¢ est un morphisme de groupes algébriques. De plus, ¢(G,) C G.
En effet : pour tout entier I € Z, ¢(1) = ¢' € G donc ¢(G,) NG est infini et
donc ¢(Gy) NG = d(Gy).-

D’un autre coté, 'application induite :
¢:Go > G
est un isomorphisme de groupes car ’application :
G — kN ~ (G, g+— logg

est un morphisme de variétés. Q.e.d.

7.2 Automorphismes semisimples

Soit G un groupe algébrique. Soit ¢ : G — G un automorphisme de
groupe algébrique; on dit que o est semisimple si o* : k[G] — k[G] est un
isomorphisme semisimple.

Proposition 7.2.1 Un automorphisme o est semisimple si et seulement s’il
existe un morphisme injectif de groupes algébbriques : ¢ : G — GL, et
s € GL,, une matrice diagonalisable qui normalise ¢(G) telle que :

VgeGa(alg) =sp(g)s™" .

Démonstration : On pose d(g)f = f(-g) pour tout f € k[G].

On a c*0d(o(g)) = d(c(g)) o o* pour tout g € G.

Soient fi,..., fn € k[G] tels que k[G] = k[f1,..., fn]. Il existe un sous-
espace V' de k[G] de dimension finie qui contient f,..., f,, et qui est stable
par o et par tous les §(g), g € G. On pose ¢(g) = 0(g)|v et s:=o*|y.

Q.e.d.

Théoréme 7.2.2 soit G un groupe algébrique d’algébre de Lie g. Soit o :
G — G un automorphisme semisimple. On note G° .= {g € G : o(g9) = g}
et 97 :=={{ g : dol.&=¢&}. Alors : Lie(G7) = g¢°.

Démonstration
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7.3 Groupes résolubles

Soit G un groupe non forcément algébrique. On définit, par récurrence,
la suite de ses groupes dérivés :

DPYG) := G ; DIG) = (DHG), D HG)) sii >0

(si G est un groupe algébrique, alors d’aprés la proposition 2.7.1, les groupes
D¥(G) sont des sous-groupes fermés de G).
On dit que G est 1ésoluble s’il existe n > 0 tel que : D*(G) = 1.
Ezercice :le groupe G = By,(k) est résoluble (indication : D*(G) = U, (k)
et plus généralement, si g € D(Q), alors g;; =1 et gi; =0si1 < |i—j| <1).

7.3.1 Théoréme de Lie-Kolchin

Théoréme 7.3.1 Tout sous-groupe connezxe résoluble de GLy (k) est conju-
gué a un sous-groupe de By (k).

Exzxercice : le sous-groupe de GLo engendré par les matrices :

est isomorphe au groupe S3 donc résoluble mais n’est pas inclus dans un
conjugué de B, (non connexité).

Démonstration : On raisonne par récurrence sur n + dim G. Pas de
probléme pour l'initialisation. Il suffit de montrer qu’il existe un vecteur
propre commun & toutes les matrices g € G. On peut supposer que G agit
irréductiblement sur k™. Comme G’ := (G, G) < G et comme G’ est connexe,
par hypothése de récurrence, il existe au moins un vecteur propre commun
a tous les g € (G, G). Si x est un caractére de (G, G), on note :

Vyi={vek"” : Vge (G, G),gv=x(gv} .

Comme (G, G) est distingué dans G, gV, C V,, ot xg : G' = Gy, est le
caractére x4 ¢z — x(971zg).

Donc le sous-espace @&, V, de k" est G—stable. comme on a supposé k"
irréductible, comme au moins un des V), # 0, on a :

K =@,V

Notons X1, ..., xr les caractéres x de G’ tel que Vi # 0. Le groupe G
permute les V,, donc les caractéres x;. Comme g est connexe, forcément G
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laisse fixe chaque x; i.e. g(Vy) = Vi pour tout x. Comme k™ est irréductible,
r=1et k" = V,,. En particulier,

|

Donc : pour tout g € G', x1(¢9)" = 1 (car G’ < SL,). Comme G’ est
connexe, x1(g) = 1 pour totu g € G' et G’ est réduit a la matrice I,,. En

particulier, GG est abélien et il existe bien un vecteur propre commun a tous
les g € G (et donc n = 1). Q.e.d.

X1(9)_

" 77X1(9)

Voici quelques conséquences :

Corollaire 7.3.1.1 Soit G un groupe conneze résoluble.
i) Le sous-groupe dérivé (G, G) est fermé, connexe, unipotent et distingué ;

ii) lensemble Gy, des éléments unipotents de G est un sous-groupe fermé,
unipotent conneze et distingué de G ;

iti) le quotient G/G,, est un tore;
i) si de plus, G est nilpotent, alors I’ensemble G des éléments semisiples
de G est un sous-groupe fermé et un tore contenu dans le centre de G.

De plus, Uapplication « produit » : Gs X Gy, — G est un isomorphisme
de groupes algébriques.

Remarque : le point iii) est faux pour B, : si n > 2, 'ensemble des matrices
semisimples de B,, n’est pas un sous-groupe de B,,.

Démonstration

D’apres le théoréme de Lie-Kolchin, on peut supposer que G est un sous-
groupe fermé de B,,.

i) On a bien (G,G) C (Bn,Bn) =U,. On a Gy, = GNU,.

ii) Il est facile de voir que G, est fermé et distingué. Pour montrer que
G, est connexe on se raméne au cas ou G, est fini en quotientant par
GY. Or d’aprés 1), (G, G) est connexe et (G, G) C G,,. Donc (G,G) = e
et G est abélien. Dans ce cas, on a déja vu que G ~ G4 x G, et en
particulier, G,, est connexe (donc trivial).

ili) G/G, est connexe et isomorphe & un sous-groupe fermé de B,,/U,, ~
D,,. Dong, c’est un tore.

iv) Si G est nilpotent : soit s € Gs. Le morphisme : x : G — G, g —
5gs~1g a son image fermée et dx|. : g — T.xG est surjective. Or
dx|e = Ad(s) —Id est un endomorphisme semisimple de g et nilpotent
car: Vg € G, x"(g9) € €"G = {e} pour n assez grand. Donc dx|." =0
pour n assez grand. Ainsi, dx|e = Ads—Id = 0et xG = e i.e. s € Z(G).
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On peut donc trouver une base de diagonalisation commune des g € Gs.
Comme dans le cas commutatif, on peut décomposer k" = GFE; ou
chaque F; est une intersection d’espaces propres communs a tous les
g € Gs : Ej est de la forme (¢, ker(g — Ag) pour certaines fonctions
A G5 — k. En particulier les F; sont G—stables. On peut donc ap-
pliquer Lie-Kolchin dans chaque E;. On peut donc supposer que non
seulement G < B, mais aussi que chaque matrice g € G est trian-
gulaire par blocs avec des blocs de matrices triangulaires supérieures
& diagonale constante. Pour une telle matrice g, la partie semisimple
est simplement la diagonale. Donc G — G, g — g5 est un morphisme
algébrique qui préserve le produit (car la diagonale d’un produit de
matrices triangulaires est le produit des diagonales) donc G est bien
un sous-groupe fermé de G et on en déduit un morphisem :

G — Gs x Gy, g+ (95,95 '9)

qui est bien la réciproque de g — (gs, gu)-

Q.e.d.

Corollaire 7.3.1.2 Si G est un groupe résoluble connexe, alors il existe des
sous-groupes fermés, connexes et distingués de G :

G=Gp>G1>..>2Gy=e

tels que ¥ i, G;/Git1 ~ Gy ou Gy. On peut méme choisir les G; tels que
pour un certain 0 < q < N, on ait :

V1<i<q Gi/Gip1~Gn, Vq<i<N,Gi/Gip1~ Gy .

Démonstration : cf. td (fiche 7). Q.e.d.

7.3.2 Reésultats de base sur les groupes résolubles connexes

On déduit facilement du corollaire 7.3.1.2 le :

Lemme 7.3.2 Si G est résoluble connexe et n’est pas un tore, alors il existe
un sous-groupe fermé connexe et distingué N de G contenu dans le centre de
Gy et isomorphe a GG,.

Démonstration : soit G = Gg > G1 > ... > Gy = e comme dans le

corollaire 7.3.1.2. Comme G, est nilpotent, il existe i tel que €*(G,) # 0 et
€¢*1(G,) = e. 1l suffit de prendre le plus grand p pour que dim €*(G,) N
Gp > 0. On a forcément dim6*(G,) N G, = 1 et il suffit de poser N :=
(dim € (Gy) N Gyp)°. Q.e.d.
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Lemme 7.3.3 Soit d un groupe diagonalisable qui agit par automorphismes
de groupes sur G un groupe connexe (par exemple, D est un sous-groupe
diagonalisable de G qui agit par conjugaison). On note :

ZaD):={9€G:V¥deD,dg=g}etjy(d):={{cg:VdeD,d&=¢}.
On a : Lie(Zg(D)) = 34(D).

Démonstration : On raisonne par récurrence sur dim G. Si Zg (D) = G,
c’est évident. Sinon, soit d € D tel que Zg(d) < G. On pose H = Zg(d)°.
Comme D est dommutatif, D laisse stable H et donc :

Za(D)° < Zy(D) < Zg(D) .

Par hypothése de récurrence, Lie(Zg (D)) = 34(D). Or, d est un auto-
morphisme semisimple ; donc h = 34(d). On a donc :

LieZg(D) = LieZy (D) = 3,(D) = 34(D) .

Q.e.d.

Corollaire 7.3.3.1 Soit ¢ : H — H' un morphisme surjectif de groupes. on
suppose qu’il existe un groupe diagonalisable D qui agit par automorphismes
de groupes sur H et H' et que ¢ est H— équivariant. Alors ¢(HP)? = (H’D)O.

Démonstration : Commengons par le cas ou H = H/K pour un
certain sous-groupe fermé distingué de H et ou ¢ est la surjection canonique.
Alors, d¢ est surjective de noyau Lie(K) = €. Soit n un supplémentaire
D—stable de Lie(K) dans Lie(G). On a :

dim Lie(¢(H)) > dim d¢ () = dim h” — dim €° = dimn®” = dimp'* .
Donc dim ¢(HP) = dim H'P. Or ¢(HP)" C (H'P)? don
o(HP) = (H'7)
Q.ed.

Théoréme 7.3.4 Soit G un groupe résolubles connexe. On dira qu’un tore
T contenu dans G est mazimal si dimT = dim G/G,.

i) Sis € G est semisimple, alors s appartient a un tore maximal de G (en
particulier, il existe des tores mazimauz) ;

i1) le centralisateur d’un élément semisimple s, Zg(s) est connexe ;

i11) deux tores maximaux sont conjugués dans G ;
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i) si T est un tore maximal, alors l'application produit : T X Gy, — G est
un isomorphisme de variétés.

v) G a un seul tore mazimal si et seulement si G est nilpotent.

Démonstration

Si G est nilpotent, il n’y a rien & faire car dans ce cas, il y a un seul tore
maximal : Gg et G ~ G5 x Gy. On suppose donc que G n’est pas nilpotent
i.e. G :=(); €'G est un sous-groupe connexe (et unipotent) de dimension
> 0.

Si G a un seul tore maximal, on vérifie que €*(G) < € 1(Gy) sii >0 :
il suffit de montrer que si s est semisimple, si g € G, sg = gs; soit sg = xy
la décomposition de Jordan de sg avec x semisimple, ¢ unipotent et xy = y=x.
Alors comme on le montrera plus tard, s,z sont dans I’'unique tore maximal
de G donc 7 's = yg~! est semisimple et unipotent donc trivial. Donc = s
et y = g commutent.

Pour i) : T — G/G, est injective donc bijective. Donc le produit :
p: T x Gy — G est bijectif. Deplus, p est T' x G, —équivariant et T x G, et
G sont T' x G, homogenes. Il suffit donc de montrer que dp| . est surjective
i.e. injective en raison de I’égalité des dimensions. C’est le cas car kerdp =
{zr®y € Lie(T) + Lie(Gy) : x+y =0 € Lie(G)} et Lie(T) N Lie(G,) =0
(car si x € Lie(T) N Lie(Gy,), = est semisimple et nilpotent).

On raisonne par récurrence sur dim G. Si G est nilpotent, c’est facile.

Soit N un sous-groupe unipotent central connexe de dimension 1. Soit
G := G/N. Soit s € G semisimple. Soit G1 := {g € G : gsg~'s™1 € N};clest
un sous-groupe fermé de G qui contient Zg(s) et N. De plus, G1/N ~ Z=(5).
Par hypothése de récurrence, Z=(5) est connexe donc G est connexe car
G1/N = GY/N. Si G1 # G, Zg(s) = Zg,(s) est connexe par hypothése
de récurrence. Si G1 = G, soit Z = Zg(s). 1l existe un isomorphisme :
¢ : G, — N et un caractére x de G tel que :

VgeG,Vace Gq, gpla)g™" = d(x(g)a) .

Soit m: G — G/N. On a: (Ad(s) —Id)g + 3 = g ou 3 := Lie(Z). Or, si
G1 = G, dno(Ads —Id) = 0. Donc Ads —Id(g) C kerdr = Lie(N). Mais
alors : dimj > dim G — 1. Comme s est non central, dim Z = dim G — 1 et
G =ZN.

Six(s) =1,alors N C Z et G = Z" absurde. Donc x(s) # 1l et ZNN = e.
Donc G = Z°N = Z = Z° est connexe. Dot 4i).

Soit s € G semisimple non central. Soit H := Zg(s)? = Zg(s). Par
hypothése de récurrence, H contient un tore maximal qui contient s. Or,
m: G — G/Gy est D—équivariant ou D = (s) agit par conjugaison. G/G,,
est abélien donc (G/G,)P = G/Gy. On a n(H) = G/G,, d’aprés le corollaire
7.3.3.1. Alors dim H/H,, = dim G/G,, et un tore maximal de H est un tore
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maximal de G d’otu 7) (si s est semisimple central, alors pour tout tore maxi-
malT deGona:G=TG, doncs=txpourunt € T et un z € G, ; comme
s est central, z = t~!s est semisimple donc s =t ls=e=s=tcT).

Soient T, T" deux tores maximaux de G. Soit G := G/N. Les tores T :=
7T et T' := 7T’ sont maximaux dans G. Donc il existe z € g tel que
zT'2z~1 C NT. Si NT < G on applique '’hypothése de récurrence. Si G =
NT, alors comme ci-dessus : il existe un isomorphisme : ¢ : G, — N et un
caractére x de G tel que :

Vg€ G, Vace Gqg, gpla)g™ = d(x(g)a) .

comme on suppose G non nilpotent, les éléments de T' et de N ne com-
mutent pas tous. Donc il existe t € T tel que x(t) # 1. On a alors T' = Zg(t).
De méme il existe ¢’ € T" tel que x(t') #0 et T" = Zg(t').

Soit a € G tel que t/ = ¢(a)t. Sib:= —a/(1 — x(t)) € G, alors on a :

s(0)'d(b) "' = (b)g(a)to(b) ' =1t
done ¢(b) Za(t')p(b) ™" = Za(t) =T.

P(b)t'p(b) "t =
Q.e.d.

Corollaire 7.3.4.1 Soit H C G un sous-groupe dont tous les éléments sont
semisimples.

i) H est contenu dans un tore mazimal de G ; en particulier, tout tore est
contenu dans un tore maximal ;

it) le centralisateur Zg(H) est conneze et Zg(H) = Ng(H).

Démonstration : Si H est central, c’est facile.

On raisonne ensuite par récurrence. Soit s € H non central. Alors Z :=
Z¢(s) est connexe et contient H. Il existe un tore maximal T' qui contient
s. On a alors T' C Z. Donc un tore maximal de Z est un tore maximal de
G. Par hypothése de récurrence, H est contenu dans un tore maximal de Z
donc de G. Toujours par hypothése de récurrence, Zg(H) est connexe. Si
x € Ng(H), alors pour tout h € H, on a :

zheth e HN(G,G) CHNG, =e

donc z € Zg(H). Q.e.d.

Remarque : il résulte de i) qu’un tore maximal pour 'inclusion est un
tore maximal.
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Exzxercice. Soit G un groupe nilpotent connexe et soit H < G un sous-
groupe fermé. Alors dim NgH > dim H. En particulier, si dim H = dim G —
1, H est distingué dans G (indication : raisonner par récurrence sur dim H ;
soit Z la composante neutre du centre de G, dim Z > 0 et on peut considérer
G/Z siZ CHetHZ>H siZ{H).
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Chapitre 8

Sous-groupes paraboliques,
sous-groupes de Borel et
sous-groupes de Cartan

8.1 Variétés complétes

Une variété algébrique X est compléte si pour toute variété algébrique
Y, la projection X x Y — Y est fermée (envoie fermé sur fermé).

Proposition 8.1.1 Soit X compleéte.

i) Un fermé de X est complet;

it) Si¢: X —Y est un morphisme alors ¢X est fermé est complet ;
iii) si X arréductible, alors k[ X]| =k ;

iv) si X est affine alors X est fini.

FEzercice : si G est un groupe algébrique (ot on retire I’hypothése affine)
complet. Alors G est commutatif.

Proposition 8.1.2 Une variété projective est compléte.

Démonstration : II suffit de démontrer que p : P® x Al — Al est
fermé : soit F' un fermé de P" x Al. Alors F est défini par des équations
fi € k[Xo,..., Xn;Y1,..., Y]] homogénes en les X; (exo). On peut supposer
que les f; sont en nombre fini : 1 <7< N.On a:

p(F)={ye A" : 3z e A"\ {0}, Vi, fi(z,y) =0} .

Notons k; le degré de f; en les variables X.
Donc si y € Al alors :

y € p(F) & (Xo,... Xo) € /(fi(Xiy) 1 1< i< N)



S Vs >1, (Xo,...,Xn)S g (fz(X,y) 1< < N)

sVYaeN"™ |a=s= Xc (fi(X;y) : 1<i<N)
e Vae N o] =5s= X% evect{XPf;(X,y) : 1 <i <N, Be N |5 = s—k;}.

Soient aq.5; € k[Y] des coefficients tels que :

Xﬁfz = Z aa;b’,iXa

a7ﬁ7i

ot o décrit les n + 1—uplets tels que |a] = s, 1 < i < N, B € N,
8] = s — ki.
Soit A 1= (aa;8,i)a,(8,i) € Mman.(k[Y]) ot ms = [{a € Nt ol = s}
et ng = [{(B,4) : 1<i<N,BeN" |8 =s—k}|
On a donc
yep(F) < Vs, rgA < mg

ce qui est une « condition fermée ».

Q.e.d.

8.2 Théoréme du point fixe de Borel

Théoréme 8.2.1 Soit G un groupe résoluble connexe qui agit sur une va-
riété complete X. Alors, G a au moins un point fize dans X .

Démonstration : Par le corollaire 7.3.1.2, on se raméne au cas ol
G = G, ou G,,. Dans ce cas, si G.xz est une orbite fermée dans X, alors
G/G; — G.x est un morphisme qui est un homéomorphisme donc G/G,, est
a la fois affine et complet. Donc G/G, = 1 i.e. x est un point fixe. Q.e.d.

8.3 Sous-groupes paraboliques
Soit G' un groupe algébrique.
Un sous-groupe P de G est parabolique si le quotient G/ P est une variété

compléte.
Remarque : si P est parabolique, alors G/P est projective.

Lemme 8.3.1

Lemme 8.3.2 Soient X,Y des espaces G—homogénes et ¢ : X — Y un
G—morphisme bijectif. Alors X complet < Y complet.
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Démonstration : En effet, pour toute variété Z, le morphisme ¢ x Id :
X X Z — Y x Z est un homéomorphisme. Q.e.d.

Lemme 8.3.3 (transitivité) Soient Q < P < G des sous-groupes fermés.
Si P est parabolique dans G et Q dans P, alors @QQ est parabolique dans G.

Démonstration : On note pp : G = G/P, pg : G — G/Q les projections
canoniques. Soit m : P x G — G : (p,g) — gp. Soit Z une variété; on a un
diagramme commutatif :

m 1
Pxaxz™ saxz?oq/Qx 7

im

po X1 7

P/IQxGx 2 0% qx 2L G/Px 2

Soit FF C G/Q x Z un fermé. Alors ((m x 1)(pg x 1)) 'F est un fermé,
notons le A de P x G x Z qui vérifie :

(p.g.2) e A=VqeQ, (pqg,g,2) € A .

Comme pg x 1 est ouverte, on en déduit que (pg x 1)A est fermé dans
P/Q x G x Z. Comme P/Q est compléte, mgxz(pg X 1)A est un fermé B
de G x Z et (pp x 1)B est fermé dans G/P x Z (car (g,z) € B = Vp €
P, (gp,z) € B). Comme G/P est compléte on en conclut que mzpp X 1B =
7z F est fermé dans Z.

Q.e.d.

Lemme 8.3.4 i) Soit P un sous-groupe parabolique de G alors si Q) contient
P, @ est parabolique dans G.
ii) P parabolique dans G si et seulement si P° parabolique dans G°.

Démonstration : i) : facile!

ii) : si P est parabolique dans G, alors comme P est parabolique dans P,
PY est parabolique dans G. Or G°/P? est une composante connexe de G /P°
donc PY est parabolique dans G°. Réciproquement, si P% est parabolique
dans GY, alors toutes les composantes connexes de G /P sont complétes car
isomorphes & GY/P? donc G/P° est compléte. Mais alors G/ P est compléte
d’aprés ). Q.e.d.
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Proposition 8.3.5 Soit G connexe. G contient un parabolique propre si et
seulement si G mon résoluble.

Démonstration : Si G est résoluble et si P < G est parabolique, alors
G a un point fixe dans G/ P par le théoréme du point fixe. Donc P = G.

Si G n’est pas résoluble, on peut supposer que G est un sous-groupe fermé
de GL(V) pour un certain espace V' de dimension finie. Soit x € P(V) tel
que lorbite G.x est fermée. Soit P := G,. Si P # G, on a terminé. Sinon
on remplace V par V/kx ... a la fin on trouve un stabilisateur différent de G
sinon, si GG stabilise un drapeau complet, alors G est résoluble. Q.e.d.

8.4 Sous-groupes de Borel

Un sous-groupe de Borel est un sous-groupe connexe résoluble maximal
pour ces propriétés (et pour I'inclusion).

Théoréme 8.4.1 i) Un sous-groupe fermé de G est parabolique < il contient
un Borel de G ;

it) En particulier, un sous-groupe de Borel B est parabolique i.e. G/B est
projective ;

iii) les sous-groupes de Borel sont conjugués (en particulier de méme
dimension).

Démonstration : Le iii) résulte de ii) et du théoréme de point fixe de
Borel.

Démontrons i) : si G/P est compléte et si B est un groupe résoluble
connexe, alors d’aprés le théoréme du point fixe de Borel, B est conjugué
a un sous-groupe de P. Réciproquement, si P contient un sous-groupe de
Borel B, alors G/B est projective (cf. td) et donc G/P aussi. Q.e.d.

Exemple : si G = GL,, les sous-groupes de Borel sont les conjugués de
By, et GL,,/B,, est isomorphe a la variété des drapeaux complets (cf. td).

On dit que les G/ B sont des variétés de drapeau.

Remarque : on obtient une caractérisation géométrique des sous-groupes
de Borel : un sous-groupe B résoluble connexe est un sous-groupe de Borel
si et seulement si la variété G/B est compléte.

Corollaire 8.4.1.1 Soit ¢ : G — G’ un morphisme surjectif de groupes al-
gébriques. Soit H un parabolique , respectivement un sous-groupe de Borel,
respectivement un tore maximal, de G. Alors, pH est un parabolique, res-

pectivement un sous-groupe de Borel, respectivement un tore mazimal, de
G
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Démonstration : Si H est un sous-groupe parabolique, alors G/H
est compléte donc ¢G/pH aussi. Donc ¢H est un sous-groupe paranolique
de ¢G = G’'. En particulier, si H est un sous-groupe de Borel, B est un
sous-groupe parabolique de G’ qui est résoluble et connexe : c’est donc un
sous-groupe de Borel de G’.

Soit T un tore maximal de G, soit B un sous-groupe de Borel de G qui
contient T'. Alors B’ := ¢B est un sous-groupe de Borel de G’ contenant
¢T. Soit T" un tore maximal de B’ (donc de G’) qui contient ¢T'. Alors
sit € T, t' = ¢(tu) pour un certain t € T, et un certain v € B,. Donc
p(tHt' € T'N B!, = {e}.

Donc t' = ¢t € ¢T et ¢T =T’ est un tore maximal de G’ Q.e.d.

Corollaire 8.4.1.2 Si G est conneze, alors Z(G)° C Z(B) C Z(G).

Démonstration : Pour la premiére inclusion, on remarque que Z(G)? est
résoluble connexe donc contenu dans un Borel et comme tous les Borel sont
conjugués ... Pour la deuxiéme inclusion : soit x € Z(B). On considére :
¢: G — G,y ayxly~t Alors ¢(B) = {e} donc ¢ se factorise en un
morphisme ¢ : G/B — G. En particulier, ¢(G) = ¢(G/B) est fermé (donc
affine) et complet dans G donc fini. Comme G est connexe, ¢(G) = e et
x € Z(Q). Q.e.d.

Corollaire 8.4.1.3 Soit G un groupe conneze.
i) si B est un sous-groupe de Borel nilpotent alors G = B ;

ii) le groupe G est nilpotent < G contient un seul tore mazimal.

Démonstration : i) On raisonne par récurrence sur dim G. Si dim G = 0,
c’est facile. Si dimG > 0, alors dim B > 0 (car sinon B = e et G/e = G
n’est pas complet). Donc dim Z(B) > 0 (considérer le dernier terme non
nul de la suite centrale). Comme Z(G)? < Z(B) < Z(G), on peut appli-
quer I'hypothése de récurrence & G/Z(G)? ot B/Z(G)? est un Borel. Donc
B/Z(G) =G/Z(G)" = G = B.

i7) : si G a un seul tore maximal T', soit B un sous-groupe de Borel le
contenant. Alors B est nilpotent donc G = B aussi. La réciproque est facile.

Q.e.d.

8.5 Tores maximaux

Soit G un groupe algébrique.
Un tore maximal est un tore maximal pour I'inclusion.

Théoréme 8.5.1 Les tores mazrimauz sont conjugucs.
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Démonstration : En effet, les tores maximaux d’un Borel le sont et les
Borel sont conjugués. Q.e.d.

Soit T tore maximal et soient C := Zg(T'), N := Ng(T). On dit que C
est un sous-groupe de Cartan.

Lemme 8.5.2 i) C est un sous-groupe distingué de N et W := N/C' est
fini;
i) CO est nilpotent ;
i) Soit X = {(xC%y) € G/C° x G : z7lyx € C°; l'image de la
projection pa : X — G contient un ouvert non vide de G.

Démonstration : i) : vrai pour un tore S de G quelconque a la place de
G : cf. la rigidité;

ii) : T est le seul tore maximal de C° donc CV est nilpotent.

iii) : Comme G° est ouvert dans G, il suffi de traiter le cas ou G est
connexe. Soit X := {(z,y) € Gx G : 27 yz € C°}. On remarque que X est
fermé dans G x G isomorphe & G x C° (exo)donc dim G + dim C° = dim X
et X est irréducible. Or, la projection : 7 : G x G — G/C° x G, (g1, 92) —
(g1CY, g2) est ouverte. On en déduit que X = p)? = X est un fermé irréduc-
tible de G/C° x G. Soit p : X — G la projection. Il suffit donc de montrer
qu’il existe a € X tel que p~'pa est fini (cf. le lemme 6.2.7). Soit t € T tel
que Zg(t) = Za(T) (exo). On peut prendre a = (C°,t).

En effet, dans ce cas, p~lpa ~ {gC° : t € gC%~1}. Or, sit € gC%9 1,
t € gTg~! le seul tore maximal de gC%g~'. Donc ¢T¢g~! < C° = Z5t°. Or,
T est le seul tore maximal de CY donc gTg~! =T et g € N. Donc p~'pa est
isomorphe & N/C? qui est fini. Q.e.d.

Le groupe fini W est le groupe de Weyl de (G, T), il opére fidélement sur
T.

Remarque :on a: pg(X) = UzegrC2 7. En particulier, si G = GL,, et si
T est le tore (maximal) des matrices diagonales inversibles, alors C = C° = T
et paX = Uge(;ngf1 est 'ensemble des matrices diagonalisables.

8.5.1 Propriétés supplémentaires dans le cas connexe

Soit G' un groupe connexe.

Théoréme 8.5.3 Tout élément de G est contenu dans un sous-groupe de
Borel.

Démonstration : Soit T un tore maximal ; soit B un Borel qui contient
C% = Za(T). Soit :

Y :={(zb,y) € G/Bx G : 2 'yxz € B} .
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Y est un fermé de G/B x G et la projection p : Y — G est fermée car
G/ B est compléte. D’apreés le lemme 8.5.2 i4i), p(Y') contient un ouvert non
vide de G. Donc p est surjective (car G est connexe). Q.e.d.

Corollaire 8.5.3.1 Tout élément semisimple est dans un tore mazximal de

G.

Démonstration : Grace au lemme précédent, on se raméne au cas ol
G est résoluble ... Q.e.d.

Théoréme 8.5.4 Soit S < G un tore.

i) Le centralisateur ZgS est connexe; en particulier, les sous-groupes de
Cartan sont connexes.

it) Si B > S est un sous-groupe de Borel contenant S, alors Zg(S) N B
est un sous-groupe de Borel de Zg(S) et tous les sous-groupes de Borel
de ZaS s’obtiennent ainsi..

Démonstration : i) : Soit S < G un tore. Soit € Zg(S). Le groupe
S agit sur la sous-variété fermée de G/B :

{yB : y 'ay € B}

donc laisse fixe un point d’aprés le théoréme du point fixe de Borel. On trouve
donc un Borel B qui contient S et x. Donc z € Zp(S) qui est connexe. Or
Zp(S) < Zg(S)O donc z € Zg(S)O.

ii) : Soit Z := ZgS. On sait déja que ZgS N B = ZpS est résoluble
connexe. Il reste donc & montrer que Z/Z N B est compléte. On a un mor-
phisme bijectif : Z/Z N B sur 'image de ZB dans G/B. 1l suffit donc de
montrer que l'image de Y de ZB dans G/B est compléte. Or Y est irréduc-
tible (c’est une image de Z x B). Comme la surjection canonique G — G/B
est ouverte, il suffit de montrer que ZB est fermé dans G :

siy €Y,y 1Sy C B. c’est donc vrai aussi si y € Y. Considérons le
morphisme :

$:Y xS — B/By, (y,5) — y 'symod B, .

D’aprés le théoréme de rigidité, y~'sy = s mod B,, pour tout y € Y .Donc
y~ 1Sy est un tore maximal de SB,. Or S est aussi un tore maximal de SB,
donc :

“1¢q, _ —1
y " Sy=2z "S5z
pour un certain z € B,,. Donc zy~! € N := NgS.Onadonc ZB <Y < NB.
Or N/Z est fini donc N B est une réunion (disjointe) finie de Z x B—orbites
doncZ B est une Z x B—orbite ouverte et fermée. Donc Y = ZB est fermé.

Q.e.d.
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Corollaire 8.5.4.1 Si B est un Borel qui contient T, alors B contient Z¢g(T).

8.5.2 Théoréme du normalisateur

Soit G' un groupe connexe.
Lemme 8.5.5 Soit B un sous-groupe de Borel de G. Alors B = Ng(B)°.

Démonstration : Le groupe B est le seul sous-groupe de Borel de N°. Or,
tout élément de N est dans un sous-groupe de Borel. Donc NV = B. Q.e.d.

Théoréme 8.5.6 Soit B un sous-groupe de Borel de G. Alors B = Ng(B).

Démonstration : Posons N := Ng(B).

Par récurrence sur dim G : c¢’est évident si dim G = 0; si dim G > 0, soit
T un tore maximal de B. Si & € N, alors 2Tz~ ! est un tore maximal de
B donc T2~ = bTh~! pour un certain b € B. Donc quitte a remplacer x
par b~ 'z, on peut supposer que € Ng(T). Soit ¢ : T — T, t — xtx~1t7L.
Distinguons deux cas :

a) ¢ n'est pas surjectif. Dans ce cas S := (ker ¢)" est un sous-tore non
trivial de T et © € ZgS. Il est clair que x est dans le normalisateur du
sous-groupe de Borel ZgS N B de ZgS. Si ZgS # G, alors par hypothése
de récurrence, z € B. Si ZgS = G, alors S < Z(G) et on peut appliquer
I'hypothése de récurrence a G/S.

b) ¢ est surjectif. Soit 7 : G — GL(V') une représentation rationnelle de
dimension finie et 0 # v € V tels que :

n={g€G : r(g)vekv}.

Si g € By, alors r(g)v = v (car un groupe unipotent a un seul caractére :
le caractére trivial). Sit € T, alors t = wtlx_ltfl pour un certain t; € T ;
on a donc r(t)v = v. Donc r(B)v = v d’ott un morphisme :

G/B —V,gBw—r(g)v .

Ce morphisme a son image compléte et affine (car fermé dans un af-
fine) (et irréductible) donc pour tout g € G, r(g)v = v. Ainsi, G = N. Or,
B = NV Donc B = N. Q.e.d.

Corollaire 8.5.6.1 Soit P un sous-groupe parabolique de G. Alors P =
NgP et P est connexe.

Démonstration : Soit B < P un sous-groupe de Borel de G. Si x € NgP,
alors £ Bz~ ! est aussi un sous-groupe de Borel de P°. Donc il existe y € PY
tel que zBx~! = yBy~!. Donc y 'z € NgB= B = z € PY. Q.e.d.
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Corollaire 8.5.6.2 Soient P,Q deux sous-groupes paraboliques de G qui
contiennent un méme sous-groupe de Borel de G. Si P,Q sont conjugués,
alors P = Q.

Soit #Z I'ensemble des sous-groupes de Borel de G. Fixons B € £, I'ap-
plication gB + gBg~! est une bijection entre G/B et %. On en déduit une
structure de variété projective sur Z (indépendante de B); c’est la variété
des sous-groupes de Borel de G.

Corollaire 8.5.6.3 Soit B un sous-groupe de Borel de G et soit U := B,.
Alors B = NqU.

Démonstration : Soit N := NgU. Soit € (NgU)? unipotent. Il existe
g € NgU tel que grg~! € B. Donc grg~! € U = 2 € U. Donc N°/U est
formé d’éléments semisimples ; ¢’est donc un tore. En particulier, NV est ré-
soluble et comme B C N9, forcément B = N°. Or N C NgN° = NgoB = B.
Donc N = B. Q.e.d.

Corollaire 8.5.6.4 Soit T' tore mazimal. Soit B un Borel contenant T.
L application : x — xBx~! induit une bijection entre Ng(T)/Zq(T) et l’en-
semble des Borel qui contiennent T.

Démonstration : Soit x € Ng(T) tel que zBx~! = B. Alors x € NgT.
Donc pour tout t € T, atz~'t~ 1 € (B,B)NT =e. Doz € ZgT. Q.e.d.

Ezercice : si |W| =1, alors G est résoluble (indication : soit B un sous-
groupe de Borel qui contient T ; alors si dimG/B > 0, T a au moins 2
points fizes dans G/B (pour cela, on choisit une représentation rationnelle
de dimension finie V de G telle que G/B est isomorphe a une orbite fermée
de P(V), et un sous-groupe a un parametre v : Gy, — T tel que $i X1, .., Xn
sont les caractéres propres de T dans V', Vi # j, xiov # xjov (c’est possible!
(exo)) et on utilise la démonstration de la proposition 9.2.1).

8.6 Radical

Soit G un groupe algébrique. Le radical de G, noté R(G) est le plus grand
sous-groupe fermé, connexe, résoluble et distingué de G. Le radical unipotent
de G, noté R,(G) est le plus grand sous-groupe fermé, connexe, unipotent
de G.

On dit que G est semisimple si RG = e, réductif si R,G = 1.

FEzercice : R(G) et Ry(G) existent et R,G = (RG),. De plus, on a :

R(G) = (S C G : S est fermé, connexe, résoluble et distingué ) .
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0
On a aussi : R(G) = (ﬂ B<G B) .

sous—groupe de Borel

Ezercice : Soit G un sous-groupe fermé de GL(V') qui agit irréductible-
ment sur V' (i.e. 0 et V sont les seuls sous-espaces G —invariants de V).
En considérant

Vi@ = (v eV : Vg e R,(G), g(v) =0}

montrer que G est réductif.
Ezemple : GL,, est réductif, G!, aussi mais non B, (si n > 1); SL,, est
semisimple.

Proposition 8.6.1 Si G est réductif, alors RG est un tore contenu dans le
centre de G°

Démonstration : On utilise la rigidité des tores. Q.e.d.

Lemme 8.6.2 G réductif connexe. Alors : R(G) = Z(G)°. De plus, (G, Q)
est connere et R(G) N (G, G) est fini.

Démonstration : Pour intersection finie, on suppose que G est un
sous-groupe fermé de GLV. Soient x1, ..., xn les caractéres propres de 'ac-
tion de (ZG)? sur V. Ona: V =V,, &...&V,, . Et dans une bonne base de
V', les matrices de RG sont des blocs diagonaux de diagonales constantes.
Forcément, pour un élément de (G, G) N RG, les valeurs de ces diagonales
constantes sont des racines de 'unité. Q.e.d.
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Chapitre 9

Groupes réductifs

Dans ce chapitre, G est un groupe connexe.

9.1 Racines

Soit T un tore maximal de G. Soient X = X*T et XV = X, T :=
Hom(G,,,T). Si A € X, v € XV, alors ov : G,, — Gy, est un morphisme
de groupes donc il existe un entier noté (A, v), tel que :

Vz € G, AMv(z) = 20 .

Soit R C X l'ensemble fini des craractéres propres non nuls de T' dans
g (T agit sur g par la représentation adjointe). Si o € }?, on pose T, :=
(ker ), c’est un sous-tore de codimension 1 de 7. On note G, := ZgT, son
centralisateur : c’est un sous-groupe fermé connexe de G. Si a € R est tel
que GG, est non résoluble, on dit que « est une racine de G par rapport a T.
On note R(G,T) I'ensemble des racines.

Lemme 9.1.1 i) Le groupe G est engendré par les G, o € R.

ii) Si tous les Go sont résolubles, alors G aussi.

Démonstration : i) En effet, algébre de Lie de G est engendré par
les sous-algébres de Lie des G,,.

i7) Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant 7. D’aprés le théo-
réeme 8.5.4, B contient G, si G, est résoluble. Donc G = B est résoluble si
tous les G, le sont. Q.e.d.

9.2 Le groupe de Weyl

Soit T' un tore maximal de G. Soit W = W(G,T) := NgT/Z:T le
groupe de Weyl. C’est un groupe fini. Si S est un sous-tore de 7', alors
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W(ZgS,T) est un sous-groupe de W. De plus si S est contenu dans le
centre de G, la surjection canonique : G — G/S induit un isomorphisme :
W(G,T) — W(G/S,T/S) (en effet : si n € G est tel que V¢, ntn~! =
tmod S, alors V¢, ntn~'t71 € SN (G,G). Or, SN (G, G) est fini (cf. la dé-
monstration du lemme 8.6.2). Donc I'image de T' — SN(G, G), t +— ntn~ 1t~
est réduite & un point : e. D’ountn™! =t (Vt € T)).

Soit o une racine, le sous-tore T, est central dans le groupe G, = Zg(Ty).
D’aprés ce qui précede, le groupe de Weyl W, := W(Gq,T) est un sous-
groupe de W isomorphe & W(Go/To, T/Ty).

De plus dimT'/T,, = 1.

Ezxercice :

a) Le groupe W agit fidélement et transitivement sur I’ensemble des sous-
groupes de Borel de G qui contiennent 7.

b) Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T'; il y a une bijection :
w & (G/B)T, w— wB.

9.2.1 Rang un

On suppose que G n’est pas résoluble et que rangG = 1.
Soit T un tore maximal de G et B un sous-groupe de Borel contenant T'.

Proposition 9.2.1 i) Le groupe de Weyl W de (G, T) est d’ordre 2 ;
it) si B est un sous-groupe de Borel, alors dimG/B = 1.

Démonstration : i) Comme AutG,, est d’ordre 2, |W| < 2.

Il y a une bijection entre W et les T—points fixes de G/B : w — wB.

Comme G n’est pas résoluble, dim G/B > 0. Pour finir de montrer 7), on
va montrer que G/B a au moins 2 points fixes en montrant iz).

i) : Fixons A : G,, — T un isomorphisme. Soient r : G — V une
représentation de G et v € V tels que B est le groupe d’isotropie de [v] € PV
et G/B ~ G.[v], gB — [r(g)v]. On identifiera G/B a l'orbite G.[v] (qui
est fermée dans P(V'). On suppose aussi que V est engendré par les r(g)v,
g € V. Soit ey, ..., epune base de T'—vecteurs propres de V. On suppose que :
r(A(a))e; = a™ pour tout a € G,,, pour tout i et pour certains entiers
my > ... > my. Soit 0 # x € V tel que [z] € G/B \ (G/B)T. 1l existe
1 <ig <is < ntel que :

T = Tin€50 + ... + T €y
ot les ... sont des x;e; avec ig < i < in €t OU j,, i, 7# 0. On pose alors
A0).x := zg 1= x;, et A\(00).x := oo := z;,. Le morphisme G,, — P(V),

a + [A(a).z] se prolonge en un morphisme P! — P(V) :
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A(v/u).x] siu#0,
[A(oco).z]  siu=0.

[u:v] —

Comme [z] € G/B, alors [A(0).x] et [A(c0).x] € G/B. On obtient deux
T—points fixes : [A(0).z], [A\(oc0).z] € G/B. Soit [ une forme linéaire sur V'
qui vaut 1 en 2o et 0 en xg. Soit F' := {[z] € G/B : Il(x) = 0}. Les
composantes de F' sont T —stables. Si I'une de ces composantes est de di-
mension > 0, alors on peut trouver deux T —points fixes de G/B distincts de
[Zoo] @ absurde car G/B a seulement 2 points fixes. Or, [ permet de définir
une fonction réguliére sur un voisinage ouvert de [xg] : f : G/B — — > Al

y] = [vie1 + ... + ynen] — &

Yig.
G.w < kerl < V), f est dominant et comme f~!f([xg]) C F est fini, on a
dimG/B =1 (cf. le lemme 6.2.7). Q.e.d.

. Comme f n’est pas constante (car sinon

9.2.2 Action du groupe de Weyl sur les racines

Le groupe de Weyl W = NgT'/ZaT agit sur T par conjugaison, on en
déduit une action sur X (et sur XV) qui laisse stable R(G,T). Si a € R, on
choisit ny € Ng, T \ Zg,T et on pose sq := ng mod ZgT € W.

Posons V:=R® X et VV:=R ® X". La paire de dualité (-,-) s’étend
AV x VY.

Il est commode d’introduire une forme bilinéaire définie positive sur V
qui est W—invariante :

(,): VXV =SV.

Lemme 9.2.2 i) [ existe un unique o € V'V tel que {a,a¥) =2 et :
Vo e X, solz)=2— (z,a")a .
i) Si B est une racine, et si Go = Gg, alors sg = s4.

Démonstration : Pour i) : on a s2 = 1 dans W, donc v + 5,(v)
est une réflexion orthogonale pour le produit scalaire (-,-). Or, kers, — 1
est un hyperplan. En effet, montrons que rang(s, — 1) = 1. Dans T/T,,
on a : ngtnyt =t~ donc s = —a. Or, ker(s, — 1) @ ker(sq +1) = V
et donc rang(sq, — 1) > 0. Soit x € X. Posons (sq — 1)(x) = x’- On a :
YVt e Ty X' (t) = x(natna='t71) = 1 car T, est central dans G,,. Mais alors
toa < kerx'. Or X*(T/T,) est un groupe abélien libre de rang 1 ot « est non
nul. Donc x' € Ra (dans V). Donc rang(s, — 1) = 1. Comme s, est une
réflexion orthogonale (par rapport a un hyperplan, comme s, = —«, on a :

(z, @)
(@, a)

S =x — 2
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11 suffit alors de poser a¥ € V'V I'unique élément tel que :

Q.e.d.

Théoréme 9.2.3 Le groupe de Weyl W est engendré par les sq.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur dim G.
Soit w € W représenté par x € Ng1'. On considére :

I A L A

ler cas : Comme on ’a déja vu dans la démonstration de la proposition
9.2.1, 9 est un morphisme de groupes. Si imvy < T, alors posons S :=
(ker)?. Si ZgS < G, par hypothése de récurrence, W (ZgS, T) est engendré
par les s, ; or, w € W(ZgS,T) < W(G,T). Si ZgS = G, alors S est central
et on peut appliquer I’hypothése de récurrence a G/S.

2éme cas : Si 1 est surjective, alors w — 1 : V' — V est injective (car
w—1=1® *) donc bijective. Soit a une racine. Il existe v € V tel que
(w—1)v = a. Alors :

(v,v) = (wv,wv) = (v+ o, v+ a) = (v,v) + 2(v, ) + (o, a) ,

d’oll : s = v+ a = wv. Donc sqw a 1 comme valeur propre et on est
ramené au premier cas. Q.e.d.

Remarque : on rappelle que le groupe de Weyl est fini.

Lemme 9.2.4 Si « # (3 sont des racines non proportionnelles, alors :
i) 0<(a,BY)(B,a") <3.
i) Ko, BY)>1=[(8,a")| =1
iii) (a,BY) =0« (B,a") =0.
Démonstration : On considére la matrice des,sg, vu comme auto-
morphisme du sous-espace engendré par «, dans R ®z X, dans la base

a, B
<a7/8v><187av> -1 <B’a\/>
—<OJ,5\/ -1

Or W est fini donc M, g est d’ordre fini. Donc ses valeurs propres sont
de module 1 et la [TrM, g| < 2. De plus, so # sg donc les valeurs propres
ne sont pas toutes égales a 1 ... Q.e.d.

Mao,p
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9.3 Groupes semisimples de rang un

On fixe n € NgT \ ZgT un relevé de 1’élément non trivial de W. On a
ntn~! =t~! pour tout t € T et n?> € ZgT. Posons U := B,,.

Lemme 9.3.1 i) G est l'union disjointe de B et UnB ;
i) dimU/UNnUn"!=1;
i) RG = (UNnUn™1)0,

Démonstration : i) : Soit z := B/B. Comme nx # x, x et nz sont les deux
points fixes de 7' dans G/B. Comme n~'Bn # B, Unx # nx. Or Unz est
connexe et contient nz donc Unx est ouvert dans G/B (car dimG/B = 1).
Donc S := G/B \ Unz est fini. Or T normalise U, donc T laisse fixe chaque
point de S. Mais alors G/B \ Unx = {z} i.e. G = BUUnB.

ii) : Comme U NnUn~1! est le sous-groupe d’isotropie de nz dans U, on
adimU/nUn~! =dimUnz = 1.

iii) : Le groupe (UNnUn~1)? est distingué dans U d’aprés ii) et I'exercice
ci-dessous. Comme 7 et n normalisent U , aussi, le groupe (U NnUn"1)? est
distingué dans G. Donc (U NnUn"1)? < R(G) qui est la composante neutre
de l'intersection de tous les sous-groupes de Borel de G.

Or R(G) ne contient pas de tore (sinon pour des raisons de dimension,
T < R(G) mais alors I'image de T dans G/ R(G) est trivial et donc G/R(G) a
pour tore maximal le tore trivial (cf. le corollaire 8.4.1.1) ; mais alors G/RG
serait unipotent donc résoluble et donc G aussi serait résoluble : absurde /).

Donc R(G) = (U NnnUn~1)°. Q.e.d.

Exzxercice : soit G un groupe unipotent connexe et H un sous-groupe fermé
connexe propre de G. Alors H < NgH (indication : raisonner par récurrence
sur dim G, on rappelle que dim Z(G) > 0, considérer Z(G)H ).

On note g l'algébre de Lie de G et t celle de T'.

Lemme 9.3.2 On suppose que G est semisimple de rang 1.
i) dmU =1, ZgT =T, UNnU" ! =e;

it) il existe un unique poids o de T' dans g, tel que :
g=t0g-aDga
Lie(U) = ga, Lie(nUn™') = g_, .

iii) L’application produit : (u,b) — unb est un isomorphisme de variétés
UxB—UnB=G-B.

Démonstration : i) D’aprés le lemme précédent, dim U = 1. Donc dim B =
2. De plus, U NnUn~"! est fini et unipotent. Or T normalise ce groupe fini,
T est connexe donc U NnUn~! C ZgT. Or ZaT est connexe et contenu
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dans B. Comme dim B = 2, ZgT =T ou B. Le deuxiéme cas est impossible
(sinon B est nilpotent et alors G = B). Donc ZgT = T et U NnUn"! <
T=UnnUn"!=e.

i1) : Soit u : G, — U un isomorphisme. Il existe a € X*T tel que :

Vae€ Gy, VteT, tu(a)t ! = u(a(t)a) .

Le caractére « est non trivial car ZgT =T.
Soit X un élément non nul de im du. On a :

VteT, AdtX = a(t)X, AdtAdnX = a(t) 'AdnX .

En effet, u=!toad(t)ou : G, — G, est la multiplication par a(t) (t € Gy,
fixé). Donc :

dulo ™! o Ad(t) o dul : Lie(Gy) — Lie(G,)

est aussi la multiplication par a(t). De plus, Ad(t)Ad(n) = Ad(n)Ad(n"'tn) =
Ad(n)Ad(t71).

Comme UnB est ouvert dans G, dimG < 3. Or, t ® kX & kAdnX < g.
Donc dimg = dim G = 3.

iii) : L’application n~'Unx B — n~'UnB, n~'un, b+ n~tunb est bijec-
tive d’apreés ¢ et de plus, sa différentielle est aussi bijective d’aprés i7). Cest
n~'Un x B—équivariant, on en déduit que c¢’est un isomorphisme. Q.e.d.

Théoréme 9.3.3 Soit G un groupe connexe semisimple de rang 1, alors

G ~ SLy ou PGLs.

Démonstration : On a dimU = 1, dim7T = 1. On fixe des isomor-
phismes :
t:Gpm =T, x—tx),u: Go = U, y— uly) .

Il existe m € Z tel que Vo € Gy, Vy € Gq, t(z)u(y)t(z!) = u(z™y), nt(x)n~! =
t(x~1). Soit € tel que t(e = n%. Alors nt(e)n=! = t(e) = € = £1. On a un
isomorphisme de variétés :

Gy X Gy, x G, — G\ B, z,y,z = u(z)nt(y)u(z) .
Or, nu(y)n=t € U si y # 0 d’aprés 9.3.2. Donc :
(9.1) Vy # 0, nu(y)n™" = u(f(y))nt((g(y))u(h(y))

pour certaines fonctions rationnelles non nulles f, g, h € kly,y~!].
On conjugue (9.1) par t(z) et on obtient :

nu(z"™y)n~ = u(z™ f(y))nt(z2g(y))u(z"h(y))
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d’ou :
FETy) =2"f(y), g(z"™y) = 2 2g(y), h(z7™y) = 2"h(y) .

Donc : g(y™) = y%g(1), f(y) = ay~!, h(y) = by~! pour certains a,b € k.
En particulier, m = 1 ou 2. En prenant I'inverse des deux membres de (9.1),
on trouve que : a = b et g(—y) = €g(y). Comme n ¢ B, a,b # 0. Quitte &

changer n en nt(yp) pour un certain yy, on peut supposer que a = b = —1.
Si m = 1, alors g(y) = cy? pour un certain ¢ € k* et € = 1; si m = 2,
alors ¢g(y) = cy pour un certain ¢ € k™ et e = —1.
On a donc :
(9:2) vy # 0, nu(y)n ™ = u(—y nt(g(y)u(-y ) -

En remarquant que :

nu(y + 1)n~t = nu(y)n tnu(l)n!

on trouve :
g)" =y* .

Sim =2, on a g(y) =ny avec n = £1. Quitte a remplacer n par nt(n),

ona:g(y) =y.
On peut donc supposer que 'on a les relations :

’ /

Vy #0, nu(y)n™" = u(—y nt(y"™ Ju(—y "), n® = t((-1)"

Va,y € Gq, V2 € G, u(z+y) = u(@)u(y), t(zw) = t(2)t(w), t(z)u(z)t(z) ' = u(z"z)

ou mm’ = 2.

Ces relations déterminent la structure de groupe de G.

Soit GG1 := SLo. On note 77 les sous-groupe des matrices diagonales de
G1, Bj le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de G1, Uy le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures & diagonale constante 1
de Giet nq la matrice :

0 1
-1 0

On a G \ B; = Ujn;Bj et des isomorphismes de variétés :

Gl\Bl GmXGaXGm G\B

ur(z)mt1(Y)ui (2) <———— 2, Y, 2 ————— u(@)nt(y)u(z)
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1 =z y 0
0 1 0 y !

qui induisent un morphisme surjectif de groupes ¢ : G; — G. De plus,

si m = 2, ¢ est un isomorphisme sur 'ouvert UjnB; et donc sur tous ses
translatés donc SLs ~ G. Si m = 1, on montre que G ~ PGLo.

Q.e.d.

Lemme 9.3.4 Pour tout o € R, Il existe un unique ¥ € XV tel que :
VreX, sqx=1—(r,0")a

VoY e XV, sqx” =x¥ — (a,2¥)a"

de plus, {a,a") =2 et s2 =1 etima” < (G,G) .

Démonstration : On montre que dans le lemme 9.2.2, on a a¥ € X. Pour
cela, on peut supposer que G = G, et que G est réductif. Alors comme
les tores maximaux de G sont conjugués, on peut supposer que 7' contient
un tore maximal 7} de G7 := (G,G). Comme R(G) = (ker )’ et comme
R(G)N (G, G) est fini, Gy est semisimple de rang 1. Soit o : G, — T1 un
isomorphisme. On peut considérer o} comme un élément de XV. Il résulte
de la démo du théoréme 9.3.3 que (o, o)) = £1ou £2. Oron a: s,, (t) = t1
donc :

af — (e, of)a” = —af

d’ot a¥ = +ay ou +2ay.
Q.e.d.

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T dont 1'algébre de Lie
est t® gq.

Corollaire 9.3.4.1 Soit f € k[G] dont la restriction o (G,G) n’est pas
constante. On suppose qu’il existe x un caractére de B tel que f(gb) =
X(b)f(g) pour tout g € G et tout b € B. Alors, (x,a") > 0.

9.4 Données radicielles

Une donnée radicielle est un quadruplet (X, R, XV, RY) ou : X et XV
sont des réseaux en dualité :
.e.:
XxXV =17

(z,2Y) = (x,2")
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est bilinéaire et induit des isomorphismes : X =~ homyz(XV,7Z), XV —
homy(X,Z); ot R et RY sont des parties finies respectivement de X et
XV en bijection :

R RY

aaV

tels que d'une part {a, ") = 2 pour tout a € R et si I'on pose :
sa(r) =2 — (z,0V)a et so(2Y) = 2V — (o, V)"

on ait :

sa(R) = Ret so(RY) = RY .

Remarque : on a automatiquement 83 =1et s = —a.

9.4.1 Systémes de racines

Soit ¥ := (X, R, XV, RY) une donnée radicielle. On suppose R # (). On
note @ le sous-groupe de X engendré par Ret V := Q®R. Alors R(= R®1)
est un systéme de racine de V' au sens o :

1) R est fini et engendre V'

2) si a € R, il existe ¥ € VV, le dual de V, tel que : {a,a") = 2 et
Sq :=Id — (-, aV)« laisse stable R;

3) sia,ER, (a,8Y) €Z.

Proposition 9.4.1 Soit G un groupe réductif connexe non résoluble et’T’" un
tore mazimal de G. Soit R(G,T) l’ensemble des racines de (G,T). Soit Q le
sous-groupe de X*T engendré par R(G,T) etV := R®Q. Alors R(G,T) est
un systéme de racines réduit de V' (i.e. si ca € R avec a € R(G,T), c € Q,
alors ¢ = £1).

Soit R un systéme de racines d’'un R—espace vectoriel V. On note W le
sous-groupe de GL(V') engendré par les so, a € R. Un systéme de racines
positives de R est une partie RT de R telle que :

1) R=R"U—(R");
2) pour toute famille finie de racines a; € R, et toute famille d’entiers
ni >0, 32 nia; # 0.

Si R est un systéme de racines positives, il existe une unique partie D C
RT telle que tout élément de R' est une combinaison linéaire a coefficients
entiers > 0 d’éléments de D ; on dit que D est la base de R associée & R™T.
Dans ce cas, W est engendré par les sq, a € D.
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9.5 Caractérisation du radical unipotent

Exercice. Soit G = SLy. On note B le sous-groupe de G formé des ma-
trices triangulaires supérieures. Soit f € k[G] telle que :

VgeG,Vbe B, f(gb) = x(b)f(g)

pour un certain caractére x de B. Alors, montrer que :
. r oy
VxEkX,Vymk:,X< )zxm
0 z~!

pour un certain entier m > 0. De plus m > 0 si f est non constante. Vérifier
les mémes résultats pour PGLg a la place de SLg (cf. 'examen partiel).

On fixe T' < G un tore maximal. Si « est une racine de (G,T), alors
Go/R(G,) est semisimple de rang 1. Donc :

Lie(Go/Ru(Ga)) = Lie(Z6T/ZaT N RyGa) ® kXo @ kX _a,

ou X, X_, sont des vecteurs propres de o et —a respectivement. Si B est
un sous-groupe de Borel de G contenant T', alors BN G, est un sous-groupe

de Borel de G. On a donc :
Lie(BNGo/Ru(Ga)) = Lie(ZgT/ZcT N R,Go) ® kX

ou 8 = +a. Soit RT(B) I'ensemble des 3 ainsi obtenus, a décrivant R(G,T).
On pose R := R(G,T).

Proposition 9.5.1 RT(B) est un systéme de racines positives pour R i.e.
R = R"(B)U—R"(B) et une combinaison linéaire d’éléments de RT(B) a
coefficients > 0 non tous nuls est non nulle.

Démonstration : Si G = B, il n’y a rien & montrer. Supposons G # B.
Si a € R, alors posons Gy, := Zg(T, ou T, := (ker a)°.

Comme B N G, est un sous-groupe de Borel de G, on a a ou —«a €
R*(B). Soit 7 : G — GL(V) un morphisme injectif de groupes algébriques
(ot V' est un k—espace vectoriel de dimension finie) tel qu’il existe 0 # v € V
vérifiant B = {g € G : gv € kv}. Soit A\ : B — G, le caractére avec lequel
B agit sur kv. Soit [ une forme linéaire sur V qui vaut 1 en v. On pose :

F:G—k,g— F(g):=1l(gv) .

On a F(gb) = x(b)F(g) pour tout g € g, tout b € B. Soit & € RT(B). On
restreint au sous-groupe G, := (G4, Gy) qui est isomorphe a SLy ou PGLy,
on a d’aprés Pexercice ci-dessus, F(ga"(s)) = s%@") F(g) avec (x, V) > 0.
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Si (x, @) = 0 pour une certaine racine « € R (B), alors F est constante
sur GG, pour toute forme linéaire I. Donc G, < B absurde car GG, n’est pas
résoluble. On a donc Va € RT(B), (x,a") > 0.

Donc si on considére V' := R®zX et (-, -) un produit scalaire W —invariant
sur V on a :

Yae R, (x,a) >0 .

On en déduit l'existence d'un v € X, (T) tel que Va € RT, (a,v) > 0. On
en déduit que si ), cp+ noa = 0 pour certains entiers n, € N, alors :

<Z nea,v) =0=VYan, =0 .

a€R*

Q.e.d.

Théoréme 9.5.2 Soit G un groupe connexe et T un tore mazimal de G.
Alors, R,G = (ﬂBZTBu)O ot B décrit les sous-groupes de Borel qui contiennent
T.

Démonstration : On utilise le lemme suivant

Lemme 9.5.3 Soit R un systéme de racines avec R™ un systéeme de racines
positives, soient o, 8 € R deuzr racines non colinéaires. Il existe alors un
w € W tel que wo,wfB € RT.

Démonstration : On note § > 0 (respectivement § < 0) si § € RT
(respectivement —R™). On peut supposer o < 0 et 8 > 0 (quitte a échanger
a et B ou a remplacer «a,  par s,q, so3) et ensuite on peut supposer que
sa3 < 0 en particulier, (38,a") < 0.

Soit a := (o, BY)(B,a"). On sait que a = 0,1,2 ou 3. Si a = 0, w = s,
convient.

Sia=1, w= s,sp convient.

Sia=2,3, alors (sqs3)* = —1 (considérer la matrice M, g comme dans
le lemme 9.2.4). Donc on peut si nécessaire remplacer «, 3 par —f3, —a et
supposer que :

(a, Y = —1et (B,a") = —a .

Sia = 2, alors on prend w = 54 si 2+ >0, w = —sgsi a4+ 5 < 0,
W = 845 sinon.

Sia=3,w=Sq,—58,5q58, —535a OU 54535, convient.

Sia=
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Corollaire 9.5.3.1 Soit S un sous-tore fermé de G. Alors R, (ZgS) C
R,G. En particulier, si G est réducif, ZgS aussi.

Corollaire 9.5.3.2 Soit G un groupe réductif. Si T est un tore maximal de
G, alors ZgT = T i.e. les sous-groupes de Cartan et les tores mazximaux
coincident.

Proposition 9.5.4 Soit G un groupe réductif connezxe. Soit R [’ensemble
des racines de (G,T). On note g l’algébre de Lie de G.

i) Pour tout o € R, il existe un unique sous-groupe fermé U, tel qu’il
existe un isomorphisme o, : G, — Uy vérifiant :

VteT,ack, tea(a)t ™! =zq(a(t)a) ;
de plus, im dug = gq, ’espace propre de g de poids a.
it) T et les Uy, o € R engendrent G.

Les U, sont les groupes radiciels de G.

Corollaire 9.5.4.1 Les racines de R sont les poids non nuls de T dans
l’algébre de Lie de G et dimg, = 1 pour tout o € R ;

Corollaire 9.5.4.2 Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant T'. Soit
a € R. On note b l’algébre d Lie de B.

i) Sont équivalentes : a) a € RY(B), b) Xo < B, ¢) ga <b;
it) soit r:=dimT le rang de G ; alors : dim B = r + @, dimG =r + R.

9.5.1 Groupes semisimples

Théoréme 9.5.5 Soit G un groupe semisimple connexe.
i) Les U, engendrent G ;

ii) (G,G)=G;
iii) l'ensemble des sous-groupes fermé distingués de G de dimension > 0
minimale est fini; notons le G, ...,Gn ;

iv) pour tous i # j, (Gi,Gj) =e;
v) Uapplication produit G1 X ... Xx G, — G est surjective de noyau fini.

Corollaire 9.5.5.1 Soit G un groupe réductif connezxe. Alors G = R(G).(G,G)
et (G,G) est semisimple.

Démonstration : On remarque que G/R(G) est semisimple donc (G/R(G),G/R(G)) =
G/R(G)- Q.e.d.

Soit (X, RV, XV, RY) une donnée radicielle. On note @ le sous-groupe de
X engendré par R. C’est le réseau radiciel.
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Lemme 9.5.6 Le groupe G est semisimple si et seulement si Q est d’indice
fini dans X.

Si G est semisimple soit V := R ® X. On pose :
P:={veV: (R CZ} .

C’est le réseau des poids. Ona Q < X < P.

Remarque : P/Q est fini et le systéme de racines R étant fixé, il y a un
nombre fini de posiibilités pour X.

On dit que G est adjoint si X = @), simplement connexe si X = P.

Proposition 9.5.7 Le groupe semisimple G est quasisimple si et seulement
st R est irréductible. Dans ce cas, le centre de G est isomorphe a X/Q.

9.6 Classification des groupes quasisimples

Un groupe connexe est quasisimple s’il n’a pas de sous-groupe fermé
distingué de dimension > 0.

Soit G un groupe semisimple connexe. Soient B un sous-groupe de Borel
de G et T' < B un tore maximal. Notons R = R(G,T) le systéme de racines
et D < R la base associés.

On associe un graphe Z 4 G > B> 1T :

a) les sommets sont les éléments de D.

b) deux sommets «, 8 sont reliés par (o, 3Y)(B, ") arétes avec une fleche
qui pointe de « vers 3 (respectivement dans 'autre sens) si 0 > («, V) >
(B,a") (respectivement si (o, BY) < {B,a") < 0).

Remarque : d’aprés le lemme 9.2.4, («, 3V)(B,a") =0,1,2 ou 3.

9.7 Existence et unicité

Théoréme 9.7.1 i) (existence) : Soit U une donnée radicielle. Il existe
un groupe réductif connexe G et un tore mazrimal T de G tel que ¥ =
U(G,T).

ii) (unicité) : Soient G,G' deux groupes réductifs connexes, T,T' deux
tores mazimauz (respectifs). Si f : (G, T) — (G, T') est un iso-
morphisme de données radicielles, alors il existe un isomorphisme de
groupes algébriques :

o:G— G

tel que f = f(&). Si ¢1 : G — G’ est un autre isomorphisme tel que

f(#1) = f(¢) = f, alors il existe un t € T tel que :¢1(g) = p(tgt™!)
pour tout g € G.
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9.8 Décomposition de Bruhat

9.8.1 Sous-groupes paraboliques associés a un sous-groupe a
un parameétre

Soit G un groupe réductif connezxe. Soit A : G, — G un morhisme de
groupes. Si P est un sous-groupe parabolique de G, on dit qu’un sous-groupe
fermé L < P est un sous-groupe de Levi si la muliplication : L x R,P — P
est un isomorphisme de variétés.

Proposition 9.8.1 i) L’ensemble de g € G tels que G,,, — G, t —
At)gA(t)~! se prolonge en un morphisme : A* — G est un sous-groupe
parabolique de G noté P(\). Si g € P()\), on note limy_o A\(t)gA(t)~?
limage de O par le prolongement. Le centralisateur de A\(Gy,) est un
sous-groupe de Levi de P(\) et :

R,P(\) ={g € G : m A(t)gA(t) " =e .}
it) Tous les sous-groupes paraboliques de G sont de la forme P(\).

Démonstration : Supposons que G est un sous-groupe fermé de GL,,.
On peut supposer que v est de la forme : v : G, — GL,,, t — diag(t*, ..., t%)
pour certains entiers a;. Alors on a :

Pv)={9=1(9ij) €G : Vi,j,a;—a; <0=g;; =0} .

Donc P(v) est fermé dans G. Soit T' un tore maximal de G qui contient
v(Gp).

On a P(v) > T donc Lie(P(v) est un sous-T'—module de g l’algébre de
Lie de G. Soit R := R(G,T). Si « est une racine de (G,T), alors U, <
P(v) & go < Lie(P(v) < (a,v) > 0. On en déduit que si on note R(P) les
racines de (P,T), alors R(P) U—R(P) = R; donc P est parabolique.

(#7) : Soit P un parabolique de G. On raisonne comme dans la démons-
tration de la porposition 9.5.1 : soient  : GGL(V') un morphisme injectif de
groupes algébriques et 0 # v € V tels que :

P={geG : r(gvekv}.

Soit x le caractére avec lequel P agit sur kv.

Soient T" < B un tore maximal et un sous-groupe de Borel de P donc
de G. Alors on vérifie que si @ € R(G,T), alors o € R(P,T) < Uy <
P & (x,aV) > 0. Il existe certainement un sous-groupe a un parameétre
v de T tel que si @ € R, {a,v) > O(respectivement > 0) < (y,aV) >
0(respectivement > 0). On a alors P = P(v). Q.e.d.

Application : Construction de B~ et U™.
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Si G est réductif connexe et si T' < B sont un tore maximal et un sous-
groupe de Borel. Notons RT le systéme positif de racines associé. Il existe
un cocaractére v de T tel que Va € RT, (a,v) > 0.

Alors B = P(v). On pose B~ = P(—v).Ona: B NB =T et B~ est
un sous-groupe de borel de G; On note U™ := B,,.

Remarque : U™ est le sous-groupe de G engendré par les U_,, o € R
et B~ est le sous-groupe de G engendré par les U_,, « € RT et T

9.8.2 Sous-groupes directement engendrés

Soit H un groupe et Hy, ..., H,, des sous-groupes de H. On dira que H est
directement engendré par Hy, ..., H, si la multiplication : Hy X ... x H, - H
est un morphisme bijectif.

Remarque : si de plus, les H; sont connexes et si la différentielle en
(1,...,1) est injective (donc surjective), alors H; X ... x H, — H est un
isomorphisme de variétés.

Soit G un groupe réductif connexe. On fixe T" un tore maximal de G
et T < B un sous-groupe de Borel. On note U := B,. Pour tout racine «
de (G,T), on note U, le sous-groupe unipotent fermé de dimension 1 de G
d’algébre de Lie gq.

Proposition 9.8.2 Soit H un sous-groupe fermé de U, normalisé par T.
Alors H est directement engendré par les Uy, ot v décrit les racines de (G, T)
telles que go < b, lalgébre de Lie de H. En particulier, H est conneze.

Démonstration : On démontre par récurrence le lemme suivant :

Lemme 9.8.3 Soit H un T—groupe unipotent connexe d’algébre de Lie b
tel que :

(i) H' =e;
(ii) les poids o de T dans b sont tels que les noyaux connezxes T, :=

(ker a)? sont deux a deuz distincts (i.e. les poids a sont deux @ deux
non proportionnels) .

Alors pour tout « poids de T dans b, Hy = Zy(Ty,) est Uunique sous-
groupe fermé de H d’algébre de Lie b, et H est directement engendré par les
H, := Zy(T,) (peu importe 'ordre).

On commence par le cas ou H est commutatif. On numérote les poids de
T dans b; ay, ..., an, ... Q.e.d.

Soit R™ le systéme de racines positives de R défini par B. Si a € R,
on notera a > 0 si @ € R'. On note W le groupe de Weyl NgT/T. On
notera U~ le sous-groupe de G engendré par les U_,, a > 0. On notera
RY={a>0:wla>0}, Ry ={a>0: wla<0}
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Corollaire 9.8.3.1 i) Le groupe U est directement engendré par les Uy,
a > 0.

i) Siw € W, on note Uy, :== U NwUw™! et U, ;== UNwU w™!. Alors
U =U,U =U,U, et Uy, (respectivement U,,) est engendré par les
sous-groupes Uy, o € R} (respectivement Ry, ).

9.8.3 Racines simples

Soit G > B > T un groupe réductif connexe, un sous-groupe de Borel et
un tore maximal. Soit R le systéme de racines associées. Soit A I’ensemble
des racines de R* indécomposables : ce sont les racines simples.

Proposition 9.8.4 i) A est une base de R au sens o :

Vae R,3! (n(;)(;eA € N2 U (—N)A, Zn55 =« .
é

ii) Sia €A, alors so(RT \ {a}) = R" \ {a}.
iii) WA =RT.
iv) W est engendré par les sq, o € A.

v) JwrRT N (=R")| est le plus petit entier [ tel qu’il existe o, ...,y € A
vérifiant : Sq,...5q¢; = W.

On note I(w) := |[w™RT N (—=R")| : c’est la longueur de w.
Démonstration : 7) il suffit de démontrer que les 6 € A sont Z—linéairement
indépendants. Or si ) 5ns0 = 0 pour certains entiers ns € Z, on a :

Z ngd = Z —ngd

s )
ng>0 ng<0

Notons A de caractére. Soit V := R ®z X. Il existe un produit scalaire
W —invariant sur V tel que pour tout A € X et tout « € R, (\,aV) =
2()"0‘%. On a (A,A) > 0 (si au moins un des coefficients ns; # 0); or, si

(o,

a#pBeA (a,8) <0. En effet, s4(8) = 8 — 9{8:a) ¢ R; comme 3 et «

(a,cx)
sont indépendantes et indécomposables,, s,(8) € R et donc (8,a) < 0. En
particulier, on a :

(M) = Z —ngng (6,8') <0
n5>g:(il/5/ <0

d’ou la contradiction.
i1) : facile.
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i11) Soit B = > 5ca nsd € R, avec V4, ns € N. On montre par récurrence
sur N := Y sns qu'il existe w € W tel que wB € A. Comme (3,5) > 0, il
existe au moins un g € A tel que (3,80) > 0 i.e. : (8,dy) > 0. Mais alors :

350/8 = B - </876(\)/>50 € R+

si B # dp. On a donc :

s6o8 = (nsy — <535(\)/>) + Z nso0

6460

et ((ns,— (0, 5(\{>)—|—Z(5#50 ns < Y_sea Ns- On peut donc appliquer '’hypothése
de récurrence a s : il existe w € W tel que wss, 8 € A.

iv) Soit w € W. On montre par récurrence sur Ny, := [w= {(RT)N(—=RT)|
que w € (4 : a € A). Sin, =0, alors w ! (RT) = R" donc Va €
RT, w(a) € R*. Or, w(R") est 'ensemble des poids non nuls de wBw™?.
On a donc wBw™' > B i.e. w = 1. Si N, > 0, alors il existe § € A tel que
w~td € —RT. Alors d’aprés iv), on a :

(ssw) "' (RY) N (=RT) =w  (R) N (-R") \ {w™'(9)}

donc Ny = Ny, — 1. Par hypothése de récurrence, ssw € (sq @ o € A).
Du coup on a aussi montré v). Q.e.d.

Corollaire 9.8.4.1 Si« est une racine simple, alors Us,, est de codimension
1 dans U et NqUs, > G,.

Démonstration : Comme U est unipotent, dim NyUs, > dimUs,.
Donc Uy, est normalisé par U, par s, et par T donc par G, (qui est engendré
par Uy, s, et T Q.e.d.

Lemme 9.8.5 Soit o une racine. Si w € W, alors GowB = U,wB U
UysqwB.

Démonstration : Le stabilisateur de wB vu comme élément de G/B
est le Borel wBw™!. Soit B, := G4 N wBw™!. C’est un sous-groupe de
Borel de G,. On a donc un morphisme bijectif : G, /B, — GqwB/B. En
particulier, GowB/ B est une G, —variété compléte de dimension 1 avec exac-
tement 2 points fixes de T': wB/B et sqwB/B. Comme dim(Bg), = 1, Uy,
ou U_, € B,. Supposons par exemple que U, ne laisse pas fixe wB/B.
Alors UywB/B est localement fermé de dimension 1 dans G,wB/B. mais
alors UywB/B est ouvert dans GowB/B. Donc GowB/B \ UywB/B est
fini et stable par T. Comme T est connexe, T laisse fixe tous les points de
GqwB/B \ U,wB/B donc forcément, GoawB/B = sqwB/B U Uy,wB/B.
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Donc : GawB/B = UywB/B U UysqwB/B. Si c’est U_, qui ne laisse pas
fixe wB/B, alors :

GowB = U_owBUsqwB = 5,GoawB = GoawB = sqU_qwBUwWB = UysqawBUwB.

Q.e.d.

Théoréme 9.8.6 (Décomposition de Bruhat) On a une décomposition
en réunion disjointe :
G = UwGWBU)B .

De plus, si ny est un représentant de w dans NGT', alors on a un isomor-
phisme de variété algébriques :

U, x B — BwB, (u,b) + unyb .
Lemme 9.8.7 Le groupe G est engendré par les G, o € A.

Ezercice. On a aussi une décomposition de Bruhat sous la forme : G =
Uwew BwB™. De plus, BwB™ est de codimension /(w) dans G ou l(w) =
Ha € Rt : w(a) < 0} = la longueur minimale ! d’une décomposition
W = Sq,...54, OU les a; sont des racines simples.

9.8.4 La grosse cellule

Proposition 9.8.8 L’application produit : U x B~ — G est un isomor-
phisme sur l'ouvert UB™ de G.

Démonstration : L’application est bijective, UB~ est une U x B~
orbite de codimension 0 c’est donc un ouvert de G. De plus la différentielle
est injective donc surjective donc on a un morphisme bijectif séparable donc
birationnel. Comme G est lisse, G est normale et d’aprés le théoréme prin-
cipal de Zariski, c’est un isomorphisme. Q.e.d.
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Chapitre 10

Représentations des groupes
réductifs

Soit G un groupe réductif connexe. On fixe un tore maximal et un sous-
groupe de Borel de G : T'< B. On note X := X*T', R, R™";
Sir:G — GL(V) est une représentation rationnelle, on a une décompo-
sition :
V =®xexVa

ouVy:={veV :VteT, tv=At)v}.end
Lemme 10.0.9 Si « est une racine si u € U, alors :
Vxe X, VveV,uv—ve®u>0Vytna -

Lemme 10.0.10 Supposons V irréductible.

i) Il existe une unique droite propre pour B : c’est un espace propre V,,
pour un certain p € X ;

i) pour un p comme ci-dessus, on a :¥a € RT, (u,aV) >0;

ii1) st p est comme ci-dessus et si X\ est un autre caractére propre de V,
alors : p — X\ est une somme de racines positives et dimV, = 1. en
particulier p est unique : on dit que p est le plus haut poids de V.

iv) Si V' est une autre représentation irréductible de poids p', alors V =~
Vieu=y.

Un caractére p qui vérifie Va € RT, (u, V) > 0 est appelé dominant.

Théoréme 10.0.11 Pour un poids dominant p € X il existe une unique
représentation irréductible v de G de plus haut poids u, a isomorphisme pres.

Si A € X, on pose H'(\) := {f € k[G] : Vg€ G,Vbe B, f(gb) =
A"HB)f(g9)} ot A est étendu & B~ de maniére traditionnelle.
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L’espace HY(\) est un G—module pour I'action suivante :
Vge G, VfeH\),VzeG, G.flx) = flg ') .

Théoréme 10.0.12 Soit A € X. Sont équivalentes :
i) A dominant;

i) HO(\) #0;

i) Il eviste un G—module V tel que (VV)y # 0.

Démonstration : Si A est dominant, soit fy € k[UB~] définie par :
VueUVtet,Vu eU™, fir(utd) = \t)™" .

Soit « une racine simple. On choisit u+, et n, comme dans le lemme 10.0.13.
Posons Uy := (Ug : B> 0,8 # «). Alors s, normalise Uy et :

Uy x kxT xU~ = s,UB™, (ug, z,t,u’) = uinque (o)t

est un isomorphisme de variétés.
D’apreés le lemme 10.0.13, si & # 0, uinquq(x)tu’ € UB™ et :

Ir(urnque (z)tu’) = )\(t_l)(_x)%av) '

Donc f) se prolonge & s,U B~ pour toute racine simple «.
Or, lorsque « décrit ’ensemble des racines simples, U, s,U B~ est un ou-
vert dont le complémentaire est de codimension > 2. Comme G est normale,

k[G] = k[UasoUB™]. Donc fy € HO(\). Q.e.d.

Lemme 10.0.13 Si o € R, alors il existe uy : Gg = Uy, u_q : G — U_q
tels que :
Vo ek VteT, tura(z)t ! = urq(a®(t)z) .

Vrek”, ua(_x_l)av(_x_l)u—a(x_l) = Nala(T)

pour un certain élément de Ng, T \ Zg,T.

Proposition 10.0.14 Si u € X est un caractére dominant, alors H(u)
contient un unique sous-G—module irréductible L(p). Ce G—module L(f)
est de plus haut poids p.
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