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Examen final
lundi 7 janvier 2013

durée : 4h

Soit k un corps algébriquement clos.

Exercice 1 On suppose que k est de caractéristique 6= 2. Déterminer le rang du
groupe SO2n(k), n ≥ 1 (indication : on pourra considérer la forme quadratique
q(x1, ...., x2n) = x1x2 + ...+ x2n−1x2n).

Exercice 2 Soit G = GLn, n ≥ 2. Soit V = kn. On note (e1, ..., en) la base
canonique de V .

a) Montrer que V est une représentation irréductible de G.
b) Soit T le tore des matrices diagonales. Quels sont les poids de T dans V

(i.e. les caractères propres) ? Quel est le plus haut poids de V relativement
à B le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures ?

c) Soit P le stabilisateur de ken dans G. Justifier que P est un sous-groupe
parabolique de G. Calculer dimP .

d) Soit B− le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires inférieures.
Soit ω ∈ X∗(P ) tel que ∀ p ∈ P, p.en = ω−1(p)en. Pour tout entier r ≥ 0,
on pose :

H0(rω) := {f ∈ k[G] : ∀ g ∈ G,∀ b ∈ B−, f(gb) = ω−r(b)f(g)} .

Montrer que k[P/B−] = k et en déduire que :

H0(rω) = {f ∈ k[G] : ∀ g ∈ G,∀ p ∈ P, f(gp) = ω−r(p)f(g)}

(indication : si f ∈ H0(rω) et si g ∈ G, considérer la fonction p 7→
ωr(p)f(gp)).

e) Soit H := kerω ≤ P . Montrer que l’application G→ V , g 7→ g.en induit un
isomorphisme : G/H ' G.en = V \ {0}.

f) Si r ≥ 0 on pose :

Sr := {f ∈ k[V ] : ∀ t ∈ k,∀ v ∈ V, f(tv) = trf(v)} .

Montrer que Sr est une représentation de G isomorphe à H0(rω).
g) Soit U le radical unipotent de B. Déterminer H0(rω)U et SUr . En déduire

que le G−module simple de plus haut poids rω est isomorphe au sous-
G−module de Sr engendré par Xr

n (où on note Xn ∈ k[V ] la fonction :
V → k, (x1, ..., xn) 7→ xn).

Exercice 3 Soient T ≤ B ≤ G des groupes algébriques où G est réductif
connexe, B est un sous-groupe de Borel de G et T un tore maximal de B (donc
de G). On notera g l’algèbre de Lie de G. On notera R l’ensemble des racines de
(G,T ). Si α ∈ R, on notera Uα le sous-groupe fermé unipotent de G isomorphe
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à Ga dont l’algèbre de Lie est gα, le sous-espace propre de g associé à α (pour
l’action adjointe de T ). Soit R+ l’ensemble des racines positives relativement
à B. On notera U le radical unipotent de B et B− le sous-groupe de Borel
de G engendré par T et les U−α, α ∈ R+. Soit W = NGT/T le groupe de
Weyl de (G,T ). Si α ∈ R, on notera sα l’élément correspondant de W (on
rappelle que sα est l’élément non trivial de NGαT/T où Gα := ZG((kerα)0)).
Soit ∆ l’ensemble des racines simples de R+ (ce sont les racines positives qui
sont indécomposables en somme de racines positives). On rappelle que W est
engendré par les sα, α ∈ ∆.

Si w ∈W on note l(w) le plus petit entier h ≥ 0 tel qu’il existe α1..., αh ∈ ∆
tels que w = sα1

...sαh ; l(w) est la longueur de w. On convient que l(1) = 0. Si
w ∈W , si λ est un caractère de T , alors on note w(λ) le caractère :

w(λ) : T → Gm, t 7→ λ(n−1w tnw)

pour un relevé quelconque nw de w dans NGT . Bien entendu, w(λ) ne dépend
pas du relevé nw choisi. On obtient ainsi une action de W sur l’ensemble das
caractères de T : W ×X∗(T )→ X∗(T ), (w, λ) 7→ w(λ).

a) Si w ∈ W , et nw est un relevé de w dans NGT , on note C(w) := BnwB et
Xw l’image de C(w) dans G/B par la surjection canonique π : G → G/B.
Vérifier que C(w) ne dépend pas du relevé nw choisi et que C(w) = UnwB.

b) On suppose jusqu’à la question d) comprise que G = GLn, que B est le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de G et que T est le tore
des matrices diagonales.
On note Sn le groupe des permutations de l’ensemble {1...n}. Si σ ∈ Sn,
on note Pσ la matrice :

Pσ := (δi,σ(j)) .

Vérifier que Sn → NGT/T , σ 7→ Pσ mod T est un isomorphisme de groupes.
On identifiera ainsi Sn et NGT/T . Déterminer ∆ et les sα, α ∈ ∆.

c) Un drapeau complet est une suite de sous-espaces de kn : V1 ≤ ... ≤ Vn−1
tels que dimVi = i pour tout i. On notera X l’ensemble des drapeaux
complets. Soit e1, ..., en la base canonique de kn. Montrer que l’application :

G/B → X, gB 7→ (〈g(e1)〉, ..., 〈g(e1), ..., g(en−1)〉)

est une bijection. Dorénavant on identifiera G/B et X.

d) On suppose que le corps k est de caractéristique p. Soit q = pr pour un
certain entier r ≥ 1. On pose F : GLn → GLn, (gi,j) 7→ (gqi,j).
Si w ∈ Sn, on pose X (w) := {xmodB : x ∈ G et x−1F (x) ∈ C(w)}.
Montrer que X (w) est une sous-variété localement fermée de G/B. Si w
est la permutation circulaire (12...n), montrer que X (w) est isomorphe à la
variété :

{
[x1 : ... : xn] ∈ Pn−1 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 ... xn
...

...

xq
n−1

1 ... xq
n−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

}
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(indication : si v =


x1
...

xn

 ∈ kn, on pose Fv :=


xq1
...

xqn

 ; vérifier que

le drapeau complet V = (V1, ..., Vn−1) est dans X (w) si et seulement s’il
existe v ∈ kn tel que (v, ..., F i−1v) est une base de Vi pour tout i).
Le groupe G redevient un groupe réductif connexe quelconque.

e) Si w ∈W et α ∈ R, justifier que w(α) ∈ R.
f) On rappelle que R = R+ ∪ (−R+). Si β ∈ R on notera β > 0 si β ∈ R+ et

β < 0 si β ∈ −R+. Si w ∈W , on pose R(w) := {α ∈ R+ : w(α) < 0}. Soit
α ∈ ∆ une racine simple.
On rappelle (inutile de le redémontrer) que sα(R+ \ {α}) = R+ \ {α}. En
déduire que :

R(wsα) =

 sαR(w) ∪ α si w(α) > 0

sα(R(w) \ {α}) si w(α) < 0.

g) Soit w ∈W . Soient α1, ...αh ∈ ∆ tels que w = s1...sh est une décomposition
de longueur minimale (où si := sαi pour tout i). Montrer par récurrence
sur h ≥ 1 que

R(w) = {αh, shαh−1, ..., sh...s2α1} .

En déduire que l(w) = |R(w)|.
h) On note, pour toute racine α, uα : A1 → Uα un isomorphisme de variétés

tel que :
∀ t ∈ T, ∀ x ∈ k, tuα(x)t−1 = uα(α(t)x) .

Pour tout i, soit ni un relevé de si = sαi dans NGT . Montrer que :

Φ : Ah → Xw, (x1, ..., xh) 7→ uα1(x1)n1uα2(x2)n2...uαh(xh)nh modB

est un isomorphisme de variétés (indication : on rappelle que, quelle que
soit la numérotation α1, ..., αr des racines positives, l’application produit :
Uα1
× ... × Uαr → U , (u1..., ur) 7→ u1...ur est un isomorphisme de variétés

et que U ∩B− = 1). En déduire la dimension de Xw.
Quelle est la dimension de C(w) dans le cas où G = GLn, B est le sous-
groupe des matrices triangulaires, T le tore des matrices diagonales et w la
permutation circulaire (12...n) (vue comme élément de W ) ?

i) Soit α ∈ ∆ une racine simple. On admet que pour tout w ∈W , on a :

C(sα)C(w) =

 C(sαw) si w−1(α) > 0,

C(w) ∪ C(sαw) si w−1(α) < 0.

Soit Pα le sous-groupe parabolique de G engendré par B et U−α. Déduire
des questions précédentes que Pα = B ∪BsαB , que dimPα = dimB+ 1 et
que Pα = C(sα).

j) Soient P ≤ Q deux sous-groupes paraboliques de G. On suppose que X ⊆ G
est fermé et que XP = X. Montrer que XQ est fermé dans G.
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k) Soit w ∈W . Soient α1, ...αh ∈ ∆ tels que w = s1...sh est une décomposition
de longueur minimale (où si := sαi pour tout i). On note Pi := Pαi pour
tout i ; montrer que P1...Ph est une sous-variété fermée irréductible de G
(raisonner par récurrence sur h et utiliser la question précédente).

l) Montrer que P1...Ph est réunion de certains C(w′) avec l(w′) ≤ l(w).
m) Soit Sw := {si1 ...sim : 1 ≤ i1 < ... < im ≤ h}. Montrer que P1...Ph =

∪w′∈SwC(w′).
n) Montrer que C(w) = ∪w′∈SwC(w′) et que Xw = ∪w′∈SwXw′

(indication : on pourra admettre que C(s1)× ...× C(sh) = C(s1)×...×C(sh)
dans Gh).
En déduire que Sw est indépendant de la décomposition de longueur mini-
male w = s1...sh choisie.
On démontre maintenant ce qui a été admis à la question i) :

o) Soit w ∈W . Soit nw un relevé de W dans NGT . Soit α ∈ R une racine. On
note Bα := nwBn

−1
w ∩Gα. Justifier que Bα est un sous-groupe de Borel de

Gα. Montrer que Bα est le stabilisateur de nw modB ∈ G/B dans Gα.
p) Montrer que Uα ≤ Bα ⇔ w−1(α) > 0 et que U−α ≤ Bα ⇔ w−1(α) < 0.

On suppose que α est une racine simple.
q) On suppose que w−1(α) > 0. Montrer que nαUnwB ⊆ C(sαw) (indication :

on rappelle que si on numérote α1, ..., αr les racines positives, alors U =
Uα1

...Uαr (quelle que soit la numérotation) et que sα(R+\{α}) = R+\{α}).
En déduire que C(sα)C(w) = C(sαw).

r) On suppose que w−1(α) < 0. Montrer que nαC(w) = U−αC(sαw). En
utilisant que :

Gα = (Gα ∩B) ∪ Uαnα(Gα ∩B)

(inutile de le redémontrer) montrer que nαC(w) ⊆ C(sαw) ∪ C(w). En
déduire que C(sα)C(w) = C(sαw) ∪ C(w) (on pourra admettre que nα ∈
UαU−αUα).


