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Examen final
lundi 7 janvier 2013
durée : Jh

Soit k un corps algébriquement clos.

Exercice 1 On suppose que k est de caractéristique # 2. Déterminer le rang du
groupe SOq,(k), n > 1 (indication : on pourra considérer la forme quadratique
q(x1, .y Ton) = T1%2 + ...+ Tap—1T2n)-

Exercice 2 Soit G = GL,, n > 2. Soit V = k™. On note (eq,...,e,) la base
canonique de V.

2)
b)

Montrer que V' est une représentation irréductible de G.

Soit T le tore des matrices diagonales. Quels sont les poids de T dans V'
(i.e. les caractéres propres) ? Quel est le plus haut poids de V relativement
a B le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures ?

Soit P le stabilisateur de ke, dans G. Justifier que P est un sous-groupe
parabolique de G. Calculer dim P.

Soit B~ le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires inférieures.
Soit w € X*(P) tel que Vp € P, p.e, = w™'(p)e,. Pour tout entier r > 0,
on pose :

HO(rw) == {f € K[G] : Vg€ G,Vbe B, [(gb) =w™"(B)f(9)} -
Montrer que k[P/B~] = k et en déduire que :

H'(rw) = {f €k[G] : Vg€ G,Ype P, flgp) =w "(p)f(g)}

(indication : si f € H°(rw) et si g € G, considérer la fonction p
w"(p)f(gp))-

Soit H := ker w < P. Montrer que 'application G — V', g — g.e, induit un
isomorphisme : G/H ~ G.e,, =V \ {0}.

Sir >0 on pose :
Sp={f€k[V] : VtekVveV, f(tv)=t"f(v)} .

Montrer que S, est une représentation de G isomorphe a H°(rw).

Soit U le radical unipotent de B. Déterminer H?(rw)V et SY. En déduire
que le G—module simple de plus haut poids rw est isomorphe au sous-
G—module de S, engendré par X! (ou on note X, € k[V] la fonction :
V =k, (z1,...,2n) — Tp).

Exercice 3 Soient ' < B < G des groupes algébriques ou G est réductif
connexe, B est un sous-groupe de Borel de G et T' un tore maximal de B (donc
de G). On notera g l’algébre de Lie de G. On notera R l’ensemble des racines de
(G,T). Si @ € R, on notera U, le sous-groupe fermé unipotent de G isomorphe



a G, dont I'algebre de Lie est g, le sous-espace propre de g associé a « (pour
laction adjointe de T'). Soit RT Pensemble des racines positives relativement
a B. On notera U le radical unipotent de B et B~ le sous-groupe de Borel
de G engendré par T et les U_,, o € RT. Soit W = NgT/T le groupe de
Weyl de (G,T). Si @ € R, on notera s, I’élément correspondant de W (on
rappelle que s, est I'élément non trivial de Ng,T/T ot G, := Zg((ker a)?)).
Soit A TI’ensemble des racines simples de RT (ce sont les racines positives qui
sont indécomposables en somme de racines positives). On rappelle que W est
engendré par les so, a € A.

Siw € W on note {(w) le plus petit entier h > 0 tel qu’il existe aj...,ap, € A
tels que w = 84, ...5q,, ; L(w) est la longueur de w. On convient que [(1) = 0. Si
w € W, si A est un caractére de T', alors on note w(\) le caractére :

w(A) : T — G, t = Mg, tn,)

pour un relevé quelconque n,, de w dans NgT'. Bien entendu, w(A) ne dépend
pas du relevé n,, choisi. On obtient ainsi une action de W sur I’ensemble das
caractéres de T : W x X*(T') — X*(T), (w, ) — w(\).

a) Siw e W, et n, est un relevé de w dans NgT, on note C(w) := Bn,, B et
X, l'image de C(w) dans G/B par la surjection canonique 7 : G — G/B.
Vérifier que C'(w) ne dépend pas du relevé n,, choisi et que C(w) = Un,, B.

b) On suppose jusqu’a la question E[) comprise que G = GL,, que B est le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de G et que T est le tore
des matrices diagonales.

On note &,, le groupe des permutations de ’ensemble {1..n}. Si o € &,
on note P, la matrice :

Po- = (62700)) .

Vérifier que &,, - NgT'/T, 0 — P, mod T est un isomorphisme de groupes.
On identifiera ainsi &,, et NgT'/T. Déterminer A et les s,, a € A.
¢) Un drapeau complet est une suite de sous-espaces de k" : V4 < ... <V,

tels que dimV; = 4 pour tout ¢. On notera X l’ensemble des drapeaux
complets. Soit ey, ..., e, la base canonique de k™. Montrer que 'application :

G/B - X7 gB = (<g(61)>, ) <g(€1), "'7g(en71)>)

est une bijection. Dorénavant on identifiera G/B et X.

d) On suppose que le corps k est de caractéristique p. Soit ¢ = p” pour un
certain entier r > 1. On pose F': GL,, — GLy, (gi,7) = (g7 ;)-
Si w € &, on pose 2 (w) :={rmodB : = € Getz 'F(z) € C(w)}.
Montrer que %2 (w) est une sous-variété localement fermée de G/B. Si w
est la permutation circulaire (12...n), montrer que 2 (w) est isomorphe a la
variété :

T1 Tn
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x1 zd

(indication : siv = : € k™, on pose Fv := : ; vérifier que

T, xd
le drapeau complet V. = (V1,...,V,_1) est dans 2 (w) si et seulement s’il
existe v € k™ tel que (v, ..., F*~1v) est une base de V; pour tout i).
Le groupe G redevient un groupe réductif connexe quelconque.
Siw e W et a € R, justifier que w(a) € R.
On rappelle que R = RT U (—R"). Si 8 € Ronnotera 3> 0si € R et
B<0sife€—RT. SiweW,onpose R(w):={a€ R : w(a) < 0}. Soit
a € A une racine simple.
On rappelle (inutile de le redémontrer) que s,(R* \ {a}) = RT \ {a}. En
déduire que :

SaR(w) U« si w(a) >0

R(wsy) =
sa(R(w) \ {a}) siw(a)<0.
Soit w € W. Soient ay, ..., € A tels que w = s7...s,, est une décomposition
de longueur minimale (ou s; := s,, pour tout 7). Montrer par récurrence
sur h > 1 que
R(w) = {ap, ShQh—1, vy Sho..S200 } .

En déduire que I(w) = |R(w)].

On note, pour toute racine «, u, : A! — U, un isomorphisme de variétés

tel que :
Vte T,V €k, tug(x)t™' = uq(a(t)z) .

Pour tout ¢, soit n; un relevé de s; = s,, dans NgT'. Montrer que :
d:A" = X, (T1y ey Th) = Ugy (1)1 U, (T2)N2. . Ug, (25 )1 mod B

est un isomorphisme de variétés (indication : on rappelle que, quelle que
soit la numérotation aq,...,a,. des racines positives, l’application produit :
Ug, X co. xUq, = U, (U1...,uy) = uy...u, est un isomorphisme de variétés
et que UN B~ =1). En déduire la dimension de X,,.

Quelle est la dimension de C(w) dans le cas ot G = GL,, B est le sous-
groupe des matrices triangulaires, T le tore des matrices diagonales et w la
permutation circulaire (12...n) (vue comme élément de W) 7

Soit o € A une racine simple. On admet que pour tout w € W, on a :

C(sqw) si w™Ha) >0,

C(sa)C(w) =
Cw)UC(sqw) siw (a)<0.
Soit P, le sous-groupe parabolique de G engendré par B et U_,. Déduire
des questions précédentes que P, = BUBs,B , que dim P, = dim B +1 et
que P, = C(sq).
Soient P < ) deux sous-groupes paraboliques de G. On suppose que X C G
est fermé et que X P = X. Montrer que X @ est fermé dans G.




Soit w € W. Soient ay, ...a, € A tels que w = s7...s, est une décomposition
de longueur minimale (ou s; := s,, pour tout ¢). On note P; := P,, pour
tout ¢; montrer que P;...P) est une sous-variété fermée irréductible de G
(raisonner par récurrence sur h et utiliser la question précédente).

Montrer que P;... Py, est réunion de certains C(w’) avec I(w') < I(w).

Soit Sy = {si;..8i, 1 < i3 < ... < iy < h}. Montrer que Py...P, =
Uw/eswC(w/).

Montrer que C(w) = Uwres, C(w') et que Xy = Uyres, X

(indication : on pourra admettre que C(s1) X ... X C(sp) = C(s1)x...xC(sp)
dans G").

En déduire que Sy, est indépendant de la décomposition de longueur mini-
male w = s3...s;, choisie.

On démontre maintenant ce qui a été admis a la question fif) :

Soit w € W. Soit n,, un relevé de W dans NgT'. Soit o € R une racine. On
note B, := anngjl N G. Justifier que B, est un sous-groupe de Borel de
G.. Montrer que B, est le stabilisateur de n,, mod B € G/B dans G,,.

Montrer que U, < B, & w™(a) >0 et que U_, < B, & w™1(a) < 0.
On suppose que « est une racine simple.
On suppose que w1 (a) > 0. Montrer que n,Un, B C C(s,w) (indication :
on rappelle que si on numérote aq, ..., o, les racines positives, alors U =
Uy, ---Ua, (quelle que soit la numérotation) et que so (R \{a}) = RT\{a}).
En déduire que C(s,)C(w) = C(sqw).
On suppose que w~!(a) < 0. Montrer que n,C(w) = U_,C(sqw). En
utilisant que :

Go = (GaNB)UUyna(Go N B)

(inutile de le redémontrer) montrer que n,C(w) C C(sqw) U C(w). En
déduire que C(s,)C(w) = C(sqw) U C(w) (on pourra admettre que n, €
UnU-—oUn)-



