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Corrigé de l’examen final du lundi 7 janvier 2013

Exercice 1
Toutes les formes quadratiques sont équivalentes donc SO2n � SO(q).

Or T := {diag(t1, t−1
1 , ..., tn, t

−1
n ) : ∀ i, ti ∈ k×} est un tore de SO(q) qui

est maximal car ZSO(q)(T ) = ZGL2nT ∩ SO(q) = { matrices diagonales } ∩
SO(q) = T . Donc SO(q) et SO2n sont de rang n.

Exercice 2
a) Si 0 �= v ∈ V , alors G.v = V \ {0} donc V est irréductible.
b) Les vecteurs ei sont des vecteurs propres donc les poids de T dans V

sont : �1, ..., �n où �i : diag(t1, ..., tn) �→ ti.
Le seul vecteur propre de B est e1 donc �1 est le plus haut poids de V .

c) On a P ≥ B− donc P est parabolique. De plus P =
�




× ... × 0
...

...
...

× ... × 0

× .. × ×




�

donc dimP = n2 − n+ 1.
d) Soit B− le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires inférieures.

Soit ω ∈ X∗(P ) tel que ∀p ∈ P, p.en = ω−1(p)en. Pour tout entier r ≥ 0,
on pose :

H0(rω) := {f ∈ k[G] : ∀ g ∈ G, ∀ b ∈ B−, f(gb) = ω−r(b)f(g)} .
Comme B− est un sous-groupe de Borel de P , P/B− est projective donc
k[P/B−] = k.
Soit f ∈ H0(rω). On a : ∀ g ∈ G, p �→ ωr(p)f(gp) ∈ k[P/B−] = k donc
∀ g ∈ G, ∀ p ∈ P, f(gp) = ω−r(p)f(g)}.

e) L’inverse est donné par




x1
...

xn




�= 0 �→




1

��
��

� 0 0 x1

1

0 0 0 xi

1

��
��

�

0 1

0 0 1 xn




modH
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si xi �= 0 (c’est bien défini car H est le stabilisateur de en).

f) Soit r ≥ 0. L’application linéaire k[V ] → k[G], f �→ (g �→ f(g.en)) est
injective, G−équivariante et envoie Sr dans H0(rω). L’image de Sr est
H0(rω) car si F ∈ H0(rω), alors F : g modH �→ F (g) ∈ k[G/H] et si on
note φ : G/H

�→ V \ {0}, g modH �→ g.en, on a : F (g) = Fφ−1(g.en) et
Fφ−1 ∈ k[V \ {0}] = k[V ] (car dimV ≥ 2).

g) On a Xr
n ∈ SU

r . Si P ∈ SU
r , alors P (x1, .., xi + txn, ..., xn) = P (x1, ..., xn)

pour tpout t ∈ k et tout i < n. Donc P ne dépend que de Xn et comme
P est homogène de degré r, P ∈ kXr

n. On en déduit que SU
r = kXr

n et
H0(rω)U = kF où F (g) = grn,n. De plus, F et Xr

n sont de poids rω.
Tout sous-G−module de H0(rω) non nul contient un vecteur U−stable
donc le sous-G−module de plus haut poids rω est engendré par F .

Exercice 3

a) BnwB = UTnwB = Unwn
−1
w TnwB = UnwB.

b) Pσ ∈ T ⇔ σ = Id d’où l’injectivité. Si P ∈ NGT , P est monomiale donc
il existe t1, ..., tn ∈ k× tels que P = (tjδi,σ(j))1≤i,j≤n = Pσ mod T : d’où la
surjectivité.
Si G = GLn, B = Bn, T = Dn, alors Δ = {�i − �i+1 : 1 ≤ i ≤ n− 1} et
∀ i, s�i−�i+1

= (i, i+ 1).

c) Surjectivité : soit V ∈ X, soit v1 une base de V1, v1, v2 une base de V2,
..., v1, ..., vn une base de kn. Il existe g ∈ GLn tel que gei = vi pour
tout i. Injectivité : soient g, g� ∈ G, tels que ∀ i, vect{g.e1, .., g.ei} =
vect{g�.e1, ..., g�.ei}. Alors ∀ i, vect{g−1g�.e1, .., g−1g�.ei} = vect{e1, .., ei}.
Donc g�−1g ∈ Bi.e. g = g� mod B

d) C(w) est une B−orbite donc est localement fermé. π−1X (w) est l’image
réciproque de C(w) dansG par le morphisme g �→ g−1F (g) donc π−1X (w)
est localement fermé dans G et X (w) = ππ−1X (w) est localement fermé
dans G/B.
Soit V ∈ X tel que ∀ i, Vi = vect{v, .., F i−1v}, 1 ≤ i ≤ n, avec Vn = kn,
pour un certain v ∈ V . Soit g ∈ GLn tel que gei = F i−1v pour tout
i. Alors, ∀ i, F (g.ei) = F (g).ei = g.ei+1. Donc, ∀ i, g−1F (g)ei = nw.ei.
D’où : n−1

w g−1F (g) ∈ B ⇒ g−1F (g) ∈ Bnw ≤ BnwB = C(w).
Réciproquement si g−1F (g) ∈ C(w), il existe b1, b2 ∈ B tels que g−1F (g) =
b1nwb2. Donc :

∀ i, vect{F (g)e1, ..., F (g)ei} = vect{gb1.e2, ..., gb1.ei+1}
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⇔ ∀ i, vect{F (gb1.e1), ..., F (gb1.ei)} = vect{gb1.e2, ..., gb1.ei+1}
d’où si on pose ∀ i, vi := gb1.ei, on a :

∀ i, vect{v2, ..., vi+1} = vect{F (v1), ..., F (vi)} .

On en déduit par récurrence que ∀i, Vi := vect{v1, ..., vi} = vect{v1, ..., F i−1v1}.
Remarquons que dans �n−1, [v1] = [g.e1]. On a donc deux isomorphismes
réciproques l’un de l’autre :

X (w) �� ��
�
[x1 : ... : xn] ∈ �n−1 :

�����������

x1 ... xn
...

...

xq
n−1

1 ... xq
n−1

n

�����������

�= 0
�

V
� �� V1




x1 ... xq
n−1

1

...
...

xn ... xq
n−1

n




[x1 : ... : xn]
���

e) Si w ∈ W et α ∈ R, Ad(nw)(gα) = gw(α) �= 0 donc w(α) ∈ R.
f) Supposons w(α) > 0. Alors wsα(α) < 0 ⇒ α ∈ R(wsα). De plus β ∈

R(w) ⇒ β ∈ R+\{α} ⇒ sα(β) ∈ R+ ⇒ sα(β) ∈ R(wsα) car wsαsα(β) =
w(β). Donc sα(R(w)) ∪ α ⊆ R(wsα). Réciproquement, si β ∈ R(wsα),
alors β = α ou β ∈ sα(R+ \ α) ⇒ sαβ ∈ R(w) ; or β = sαsα(β).
Si w(α) < 0, alors wsα(α) > 0 ⇒ R(w) = sα(R(wsα))∪α⇒ sα(R(wsα)) =
R(w) \ α⇒ R(wsα) = sα(R(w) \ α).

g) Si h = 1 : facile. Par hypothèse de récurrence, on a : R(s1...sh−1) =
{αh−1, sh−1αh−2, ..., sh−1...s2α1}. Or αh �∈ {αh−1, sh−1αh−2, ..., sh−1...s2α1}
sinon : d’une part s1..sh−1(αh) < 0 et d’autre part : ∃ 2 ≤ i ≤ h −
1, αh = sh...siαi−1 ⇒ si...shαh = αi−1 ⇒ s1...shαh = −s1...sh−1αh =
s1...si−1αi−1 = −s1...si−2αi−1 < 0 absurde.
Donc R(s1...sh) = shR(s1...sh−1) ∪ αh.
On a donc l(w) = h = |R(w)|.

h) u1(x1)n1...uh(xh)nh = u1(x1)n1u2(x2)n
−1
1� �� �

∈Us1(α2)

... (n1...nh−1)uh(xh)(n1...nh−1)
−1

� �� �
∈Us1...sh−1(αh)

n1...nh.
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OrR(w−1) = {α1, ..., s1...sh−1(αh)} donc u1(x1)n1...uh(xh)nh = unw mod B
où u = u1(x1)n1u2(x2)n

−1
1 ...(n1...nh−1)uh(xh)(n1...nh−1)

−1 ∈ U∩nwU
−n−1

w ).
Injectivité : si Φ(x1, ..., xh) = Φ(x�1, ..., x

�
h), alors si on pose

u� := u1(x
�
1)n1u2(x

�
2)n

−1
1 ...(n1...nh−1)uh(x

�
h)(n1...nh−1)

−1 ,

on a : n−1
w (u�−1u)nw ∈ U− ∩ B = 1 donc (x1, ..., xh) = (x�1, ..., x

�
h).

Surjectivité : Xw = UnwB/B = U ∩ nWU
−n−1

w .U ∩ nwUn
−1
w nwB/B =

U ∩ nWU
−n−1

w nwB/B = Uα1n1Uα2 ...Uαh
nhB/B.

Φ est bijective. De plus dΦ|0 : T0�
h → TnwXw, (ξ1, ..., ξh) �→ duα1(ξ1) +

... + Ad(nh−1duαh
(ξh) ∈ gα1plus... ⊕ gs1...sh−1(αh) est injective donc sur-

jective (car dimXw = h et Xw est lisse (c’est une B−orbite)). Donc Φ
est séparable. Φ est donc un isomorphisme par le théorème principal de
Zariski.
Si G = GLn, B = Bn, T = Dn, w = (1...n), alors l(w) = |R(w)| =
|{�i− �n : 1 ≤ i ≤ n− 1}| = n− 1. Donc dimC(w) = dimB+dimXw =
n(n− 1)/2 + n− 1.

i) B ∪ C(sα) est stable par produit et par inversion : c’est un sous-groupe
de G. De plus nα ∈ C(sα) donc B, nαUαn

−1
α = U−α ≤ B ∪ C(sα) ⇒

Pα ≤ B ∪ BnαB. D’un autre côté, nα ∈ Gα ≤ Pα ⇒ B ∪ C(sα) ≤ Pα.
Comme B est fermé, Pα \ B = C(sα) est un ouvert dense de Pα et
dimPα = dimC(sα) = dimB + l(sα) = dimB + 1.

j) Soient πP : G → G/P et πQ : G → G/Q. Le morphisme πP est ouvert.
Comme XP = X, πP (X) est fermé dans G/P . Or f : G/P → G/Q est
fermé car G/P est complète ; donc XQ = π−1

Q f(πPX) est fermé dans G.
k) on applique la question précédente à X = P1...Ph−1, P = B,Q = Ph.
l) P1...Ph est B ×B−stable : c’est donc une union de B ×B−orbites. Ona

P1...Ph = (B ∪ Bs1B)...(B ∪BshB) ⊆ ∪w�∈SwC(w
�).

Or w� ∈ Sw ⇒ l(w�) ≤ h = l(w).
m) P1...Ph ⊆ ∪w�∈SwC(w

�). D’un autre côté, on a :

w� ∈ Sw ⇒ C(w�) ⊆ ∪1≤i1<...<im≤hC(si1)...C(sim)

⊆ ∪1≤i1<...<im≤hPi1 ...Pim ⊆ P1...Ph .

n) Comme P1...Ph est fermé, C(w) ⊆ P1...Ph. Réciproquement soit p : Gh →
G, (x1, ..., xh) �→ x1...xh. On a :

p(C(s1)× ...× C(sh)) ⊆ p(C(s1)× ...× C(sh)) = C(s1)...C(sh) = C(w)

⇒ p(C(s1)× ...× C(sh)) = p(P1 × ...× Ph) = P1...Ph ⊆ C(w) .
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Comme C(w)B = C(w), π(C(w)) est fermé. Donc π(C(w)) = Xw =
∪w�∈SwXw� . Par la décomposition de Bruhat, on a :

Sw = {w� ∈ W : C(w�) ⊆ C(w)} .

o) nwBn
−1
w est un sous-groupe de Borel de G donc nwBn

−1
w ∩ ZG((kerα)

0)
est un sous-groupe de Borel de Gα. Le stabilisateur de nw mod B dans G
est nwBn

−1
w .

p) Uα ≤ Bα ⇔ Uα ≤ nwBn
−1
w ⇔ n−1

w Uαnw = Uw−1(α) ≤ B ⇔ w−1(α) > 0.
q) nαUnwB = nα

�
β∈R+ \ α UβUαnwB =

�
β∈R+ \ α Usα(β)nαnwUw−1(α)B ⊆

C(sαw).
r) Gα/R(Gα) est semisimple de rang 1 donc isomorphe à SL2 ou PGL2.

De plus, B ∩ Gα ≥ R(Gα) et (B ∩ Gα)/R(Gα) est un sous-groupe de
Borel de Gα/R(Gα). Donc Gα/R(Gα) = Uαnα(Gα∩B)/R(Gα)∪Uα(Gα∩
B)/R(Gα). Ainsi : Gα = (Gα ∩ B) ∪ Uαnα(Gα ∩ B).
On a :

nαC(w) = nαUnwB = U−αnα(
�

β∈R+ \ α

Uβ)n
−1
α nαnwB ⊆ U−αC(sαw) .

Réciproquement, U−αC(sαw) = nαUα nαC(sαw)� �� �
⊆C(sαsαw)=C(w)

⊆ nαC(w).

Mais, nαC(w) ⊆ GαC(sαw) ⊆ (Gα∩B)C(sαw)∪Uα nα(Gα ∩ B)C(sαw)� �� �
⊆C(w)

⊆

C(sαw) ∪ C(w).
Donc C(sαw) ⊆ U−αC(sαw) ⊆ C(sα)C(w) = BnαBnwB ⊆ C(sαw) ∪
C(w) ⇒ C(sα)C(w) = C(sαw) ou C(sαw)∪C(w). Or dimC(sα)C(w) ≥
dimC(w) = l(w) + dimB > l(sαw) + dimB = dimC(sαw). Conclusion :
C(sα)C(w) = C(sαw) ∪ C(w).


