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Corrigé de I’examen final du lundi 7 janvier 2013

Exercice 1

Toutes les formes quadratiques sont équivalentes donc SOy, ~ SO(q).

Or T := {diag(t;,t; ', ... tn, ;") : Vi, t; € KX} est un tore de SO(q) qui
est maximal car Zgoq)(T) = Zar,,T N SO(q) = { matrices diagonales } N
SO(q) = T'. Donc SO(q) et SOs, sont de rang n.

Exercice 2

a)
b)

Si0#veV,alors Gw=V \ {0} donc V est irréductible.

Les vecteurs e; sont des vecteurs propres donc les poids de T" dans V'
sont : €, ..., €, ou ¢ : diag(ty, ..., t,) — t;.

Le seul vecteur propre de B est e; donc €; est le plus haut poids de V.

X .. x 0
Ona P > B~ donc P est parabolique. De plus P :{ . - }

X ... x 0

X ..0X X

donc dim P = n? —n + 1.

Soit B~ le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires inférieures.
Soit w € X*(P) tel que Vp € P, p.e, = w™'(p)e,. Pour tout entier r > 0,
on pose :

Ho(rw):={f €k[G] : Vge G,¥Ybe B™, f(gb) =w " (b)f(g)} .
Comme B~ est un sous-groupe de Borel de P, P/B~ est projective donc
k[P/B~] = k.

Soit f € H(rw). Ona:Vg € G, p— w"(p)f(gp) € k[P/B~] = k donc
VgeGVpeP flgp)=w"(p)f(9)}-

L’inverse est donné par

1\ 0—0 1
1
X
0 0 0 %
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g)

si z; # 0 (c’est bien défini car H est le stabilisateur de e,,).

Soit r > 0. L’application linéaire k[V] — k[G], f — (g — f(g.en)) est
injective, G—équivariante et envoie S, dans H(rw). L'image de S, est
H°(rw) car si F' € H%(rw), alors F : gmod H — F(g) € k[G/H] et si on
note ¢ : G/H =V \ {0}, gmod H + g.e,,on a: F(g) = F¢~'(g.e,) et
Fo~t e k[V \ {0} = k[V] (car dimV > 2).

Ona X" € SY. Si Pe SY, alors P(xy,..,z; + tTy, ..., ) = P(21, ..., 1)
pour tpout ¢t € k et tout ¢ < n. Donc P ne dépend que de X,, et comme
P est homogene de degré r, P € kX”. On en déduit que SY = kX7 et
H°(rw)V = kF ou F(g) = g, .. De plus, F et X sont de poids rw.
Tout sous-G—module de H(rw) non nul contient un vecteur U—stable
donc le sous-G—module de plus haut poids rw est engendré par F.

Exercice 3

a)
b)

Bn,B=UTn,,B = Unwn;lanB = Un,B.

P, € T o =1d d’ou l'injectivité. Si P € NgT', P est monomiale donc
il existe t1,...,t, € k™ tels que P = (t;60;0(j))1<i,j<n = P> mod T : d’otl la
surjectivité.

SiG=GL,,B=B,T =D, alors A={¢ —€¢41 : 1 <i<n-—1}et
Vi, Sep—ery = (iyi 4 1).

Surjectivité : soit V' € X, soit v; une base de Vi, v1, v, une base de V5,
ceey U1, ...,U, une base de k". Il existe ¢ € GL, tel que ge; = v; pour
tout . Injectivité : soient g,¢' € G, tels que Vi, vect{g.eq,..,g.¢;} =
vect{g'.e1,....,q.e;}. Alors Vi, vect{g™1¢ .e1,..,g7 g .e;} = vect{ey, .., e;}.
Donc ¢’ 'g € Bi.e. g = ¢’ mod B

C(w) est une B—orbite donc est localement fermé. 7712 (w) est 'image
réciproque de C'(w) dans G par le morphisme g — ¢! F(g) donc 771 2" (w)
est localement fermé dans G et 2" (w) = 7w~ 1.2 (w) est localement fermé
dans G/B.

Soit V € X tel que Vi, V; = vect{v, .., F""lv}, 1 < i < n, avec V,, = k",
pour un certain v € V. Soit ¢ € GL, tel que ge; = F'v pour tout
i. Alors, Vi, F(g.e;) = F(g).e; = g.e;11. Donc, Vi, g ' F(g)e; = ny.e;.
Dou : n'g ' F(g9) € B= ¢ 'F(g) € Bn, < Bn,B = C(w).
Réciproquement si ¢g7'F(g) € C(w), il existe by, by € B tels que g~ ' F(g) =
b1n,,be. Donc :

Vi, vect{F(g)e1, ..., F(g)e;} = vect{gb;.eq,...,gb1.€;y1}
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& Vi, vect{ F(gby.€1), ..., F(gb1.€;)} = vect{gb;.eq,...,gbi.€;s1}

d’ou si on pose Vi, v; :== gby.e;, on a :

Vi, vect{vg, ..., vi41} = vect{ F(v1), ..., F(v;)} .

On en déduit par récurrence que Vi, V; := vect{vy, ..., v;} = vect{vy, ..., F""lv }.

Remarquons que dans P!, [v1] = [g.€1]. On a donc deux isomorphismes
réciproques 'un de I'autre :

T Tn
2 (w) {[mlz...:xn]éﬂ)”l : : : %O}
x‘{nil gln—l
Vi Vi

qnfl
xl [El
: g oot @)
xn %n71

e) SiweWetacR, Ad(ny)(ga) = Gu(e) # 0 donc w(a) € R.

f) Supposons w(a) > 0. Alors ws,(a) < 0 = a € R(ws,). De plus g €
R(w) = f € RT\{a} = s.(f) € RT = s4(B) € R(ws,) car ws,s,(5) =
w(f). Donc s4(R(w)) Ua C R(ws,). Réciproquement, si f € R(ws,),
alors f =a ou f € so(RT \ a) = s.0 € R(w); or B = sa54(0).

Siw(a) < 0,alors ws, (@) >0 = R(w) = so(R(wsy))Ua = s4(R(wsy)) =
R(w) \ a= R(ws,) = sa(R(w) \ «).

g) Si h = 1 : facile. Par hypothése de récurrence, on a : R(s;...55-1) =
{anh-_1,Sh-10h_2, ..., Sh—1...5200 }. Or oy, & {Qp_1, Sh—1Qp—2, ..., Sh—1...S2011 }
sinon : d’une part s1..55_1(cy,) < 0 et d’autre part : 32 < i < h —
1, ap = sp...8;q,_1 = S;...8pQp = Qi1 = 81...SpQp = —81...8p_10p =
81...8;-104_1 = —87...8i_20;_1 < 0 absurde.

Donc R(sy...sp) = spR(s1...5p-1) U aup.
On a donc [(w) = h = |R(w)|.

h) wy (@) ng.up(op)ng, = uy(21) npus(ea)ny ™t oo (na ) un(@n) (ny 1) " 0.

€Us (ag) EUsy.sp_1(ap)

Nnp.



Or R(w™Y) = {ay, ..., s1...sn_1(ap,) } donc uy (z1)ny...up (2 )np, = un, mod B
ottu = uy(x)nyug(z2)ny ... (ny..np_)up (zp) (N1 np—1) € UNngU™nt).
Injectivité : si ®(xy, ..., z5) = P(2], ..., x}), alors si on pose

u' = uy () nyug(zh)ny e (ny g up (@) (ng.mg 1) 7
ona:ny (v un, € UTNB=1donc (21,..,23) = (2, ..., x}).
Surjectivité : X,, = Un,B/B = U NnwU n,'.U Nn,Uny'n,B/B =
UNnnwU ny'ngB/B = UyniU,,...Uy,n,B/B.
® est bijective. De plus d®|y : ToA" — T,,, Xu, (&1, .., &R) > dug, (&) +
o+ Ad(np—1dug, (§n) € Ga,plus... @ g, .5, (o) €St injective donc sur-
jective (car dim X,, = h et X, est lisse (c’est une B—orbite)). Donc @
est séparable. ® est donc un isomorphisme par le théoréme principal de
Zariski.
Si G = GL,,B = B,,T = D,,w = (l..n), alors l[(w) = |R(w)| =
H{e;—€, - 1 <i<n-—1}| =n—1. Donc dim C(w) = dim B+ dim X, =
n(n—1)/2+n—1.
B U C(s,) est stable par produit et par inversion : ¢’est un sous-groupe
de G. De plus n, € C(s,) donc B,nUyn,t = U, < BUC(s,) =
P, < BU Bn,B. D’'un autre coté, n, € G, < P, = BUC(s,) < P,.
Comme B est fermé, P, \ B = C(s,) est un ouvert dense de P, et
dim P, = dim C(s,) = dim B + [(s,) = dim B + 1.
Soient mp : G — G/P et mg : G — G/Q. Le morphisme 7p est ouvert.
Comme XP = X, mp(X) est fermé dans G/P. Or f: G/P — G/Q est
fermé car G/P est complete; donc XQ = 75" f(7pX) est fermé dans G.

on applique la question précédente & X = P,...P,_1, P=B,Q = P,.
P,...P, est B x B—stable : ¢’est donc une union de B x B—orbites. Ona
Pl---Ph = (B @) BSlB>(B U BShB> Q leeswC(w’).
Orw' € S, = l(w') < h=1(w).
Pi..Py, C Upes, C(w'). D’un autre coté, on a :
w' € Sw = C’(w') C U1§i1<..,<im§h0(3i1)---C(Sim)
C Ui<ir<..<im<iPiy . B, € Pr.. Py .

Comme P, ... P, est fermé, C(w) C P,...P,. Réciproquement soit p : G* —
G, (1,...,xp) = 1...25. On a :

p(C(s1) X ... x C(sp)) Cp(C(s1) X ... x C(sp)) = C(s1)...C(sp) = C(w)

= p(C(s1) X ... x C(sp)) =p(P X ... x P) = P,..P, C C(w) .
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Comme C(w)B = C(w), 7(C(w)) est fermé. Donc n(C(w)) = X, =
Uwes, Xuw - Par la décomposition de Bruhat, on a :

Sp=4{w eW : Cw") CCw)} .

nwBng' est un sous-groupe de Borel de G donc n,Bng' N Zg((ker a)?)
est un sous-groupe de Borel de G,. Le stabilisateur de n,, mod B dans G
est n,Bngt.

Uo < By © Uy <nyBnyt & ntUgng = Uy-10) < B < w (o) > 0.
naUan = Ny HﬁePﬁ‘ \a UBUaan = HB€R+ \ Usa(g)naanw—l(a)B g
C(sqw).

Go/R(G,) est semisimple de rang 1 donc isomorphe a SLs ou PGLs.
De plus, BN G, > R(G,) et (BN G,)/R(Gy) est un sous-groupe de
Borel de G,/ R(G,,). Donc G,/ R(Gy) = Uana(GaNB)/R(Go) UUL (G N
B)/R(G,,). Ainsi : G, = (G N B) U Uyno (G N B).

On a:

naC(w) = naUny B = U_ang( H Us)n,, 'naneB C U_oC(sqw) .
BERT \ «

Réciproquement, U_,C(sqw) = noUs, noC(sqw) C n,C(w).
%/_/
CO(sasaw)=C(w)

Mais, n,C(w) € GoC(sqw) € (GaNB)C(sqw)UU, 1o (G N B)C(sqw) C

CC(w)

C(sqw) U C(w).

Donc C(sqw) C U_,C(sqw) € C(s4)C(w) = BnyaBn,B C C(sqaw) U
C(w) = C(s4)C(w) = C(sqw) ou C(saw)UC(w). Or dim C(s,)C(w) >
dim C(w) = l(w) + dim B > I(sqw) + dim B = dim C(s,w). Conclusion :
C(sa)C(w) = C(sqw) U C(w).



