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Exercice 1 a) SoitT un tore. On pose X := Hom(T, G,,), XV := Hom(G,,, T).
On note additivement les produits dans X et XV :

VX € X, x+x st XX ()
Vi e XV, v+ s u(s)V/(s) .
b) Sixe X, veXY, soit (x,v) €7 tel que :
xov: G — G, s> sX
SiT =G

m?’

on pose pour tout r—uplet d’entiers a = (ay, ...a,)
Xa: T = G, t = (t1,....,t,) € Gl — i tor

Vo : G = T, s (s™,...,8") .
Tous les éléments de X et XV sont de cette forme ; vérifier que :
Va,b€Z", (Xa, ) = arby + ... + a,b,

c) En déduire que si x1,...,x; € X sont deux a deuz distincts, alors il existe
un sous-groupe a un parametre v € XV tel que :

Vi #j, <Xz'7’/> # <XJ7V> .

d) Soit V' une représentation rationnelle de T de dimension finie. Soit Y
une sous-T—variété fermée de P(V'). Soient x1, ..., x1 € X les caractéres
propres de T dans V. Soit v € XV tel que :

\V/Z%], <Xiay> 7é <Xj7y> :

Montrer que YV =Y et en déduire que Y a au moins 2 T—points fizves
st dimY > 0 et au moins 3 si dimY > 1.

Exercice 2 Soit G un groupe algébrique conneze. Soit B un sous-groupe de
Borel de G, soit T < B un tore mazximal. Soit B" > T un autre sous-groupe
de Borel de G. Montrer qu’il existe n € NgT tel que nBn~' = B'; montrer
que sinBn~' = B, alors n € ZgT. Montrer que NgT = NeT N B = Z,T.

Exercice 3 Soit G un groupe algébrique connezxe. Soit T' un tore mazimal

de G.



Soit S < T un tore central. Montrer que W(G,T) ~ W(G/S,T/S).

Soit « € X*T un caractére non trivial. On pose T, = (kera)? et G, :=
Za(Ty). Montrer que Wy, := Ng, T/Za, T est d’ordre au plus 2.

On suppose que s, € W, est d’ordre 2. On étend s, en un endomorphisme
deV =R® X :
r®T 1@ Se(x)

que l'on note encore s,. Montrer que s> = 1 et que ker(s, — 1) est un
hyperplan de V.

Exercice 4 Soit G un groupe connexe non résoluble de rang 1. On fire n €
NeT \ ZgT un relevé de l’élément non trivial de W(G,T). Soit B un sous-
groupe de Borel de G contenant T'. On pose U := B,,.

a)
b)
¢)
d)

¢)
f)

9)
h)

Montrer que : ntn™' =t~ pour toutt € T et n®> € ZT.
Montrer que G est ['union disjointe de B et UnB ;
Montrer que dimU/U NnUn~! =1;

Montrer que RG = (U NnUn™1)°.

On suppose dorénavant que G est semisimple.
Veérifier : dimU =1, ZoT =T, UNnU"t =¢;
montrer qu’il existe un unique poids o de T dans g, tel que :
g=tDg oD ga
Lie(U) = ga, Lie(nUn™') =g_q .

Montrer que Uapplication produit : (u,b) — unb est un isomorphisme de
variétés U x B — UnB = G — B.

On fize des isomorphismes :
t: Gy =T, x—tx),u: G, — U y—u(y) .

Montrer qu’il existe m € 7 tel queVz € G,,, Vy € Gy, t(x)u(y)t(z™!) =
u(x™y), montrer que nt(x)n~t = t(x7') et que que t(e) = n?® pour un
certain € € {£1}.

On a un isomorphisme de variétés :

Gy x Gy, x G, = G\ B, z,y, 2z — u(z)nt(y)u(z) .
Montrer que nu(y)n™ € U siy # 0 et en déduire :
(1) Yy # 0, nu(y)n™ = u(f(y))nt((g(y)u(h(y))
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K
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pour certaines fonctions rationnelles non nulles f,g,h € kly,y™!].
En congugant par t(z) montrer que

fTmy) =2"Fy), g(z""y) = 2 2g(y), h(z~™y) = 2"h(y) .

En déduire : g(y™) = y*9(1), f(y) = ay™', h(y) = by~ pour certains
a,b € k. En particulier, m =1 ou 2.

En prenant linverse des deux membres de , montrer que : a = b et
9(=y) = eg(y)-

Vérifier que a,b # 0. Quitte a changer n en nt(yg) pour un certain yo,
on supposera que a = b= —1.

Montrer que sim = 1, alors g(y) = cy® pour un certain c € k* et e = 1;

sim =2, alors g(y) = cy pour un certain ¢ € k* et e = —1.
On a donc :
(2) Vy #0, nu(y)n™ = u(—ynt(g(y))u(-y~") .

En remarquant que :

-1 -1

nu(y + 1)n~' = nu(y)n 'nu(1)n

montrer que :
9" =y

Sim =2, on ag(y) =ny avec n = £1. Quitte a remplacer n par nt(n),
ona:qgly) =vy.
On peut donc supposer que l'on a les relations :

’

Vy #£0, nu(y)n™" = u(—y ntly™ Ju(—y~"), n* = t((-1)™)

Va,ye Gy, ulzx+y) =u(x)u(y)
Vz,w € Gy, t(zw) = t(2)t(w)
V2 € G,V € Gy, t(2)ul@)t(z) ™t = u(z"z)

ot mm' = 2.
Ces relations déterminent la structure de groupe de G.

Soit Gy := SLsy. On note Ty les sous-groupe des matrices diagonales de
G1, By le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de G, Uy le



sous-groupe des matrices triangulaires supérieures a diagonale constante
1 de Giet ny la matrice :

0 1
-1 0

On a G \ By =Uni By et des isomorphismes de variétés :

G\ B

G, x G, x G,

G\ B

ur ()it (y)ui(2) =——2:Y; 2 ———u(z)nt(y)u(2)

w@ = - |aw ="

0 1 0 y!
Montrer que ces isomorphismes induisent un morphisme surjectif de groupes
Qb G — G

0) Sim =2, montrer que ¢ est un isomorphisme sur l'ouvert UynB; et donc
sur tous ses translatés donc SLy ~ G.

p) Sim =1, montrer que G ~ PGLj.



