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Exercice 1 Soit V' un k—espace vectoriel de dimension finie. Montrer que
7:V \ {0} = P(V), v [v] est séparable.

Exercice 2 Soit G un groupe algébrique. On note u: G x G — G, (z,y) —
zy eti:G— G, x> a7t Montrer que dpee : g g — g, (§,8) =+ et
di, = —Id.

Exercice 3 Soit ¢ : Gy — Gy un morphisme de groupes. Rappelons que si
G est un groupe algébrique, si x € G, on note Ad(x) = dInt(x). : g — g.
Montrer que pour tout ©1 € G et tout & € g1, on a :

(doe)(Ad(21)(61)) = Ad(P(21))(doe (1)) -

Exercice 4 Soit G un groupe algébrique connexe sur un corps algébrique-
ment clos de caractéristique p > 0. Soit g une puissance de p.

a) Soit o : G — G un morphisme de variétés. On pose ¢ : G — G, © >
(ox)z~. Montrer que d¢. = do. — 1d.

b) Supposons que G est un sous-groupe fermé connexe de GL,. On note
0 : GL, — GLy, (g5) = (9¢;). On suppose que G est o—stable. Montrer
que A : G — G, g (0g)g™! est surjective.

c) Soitae G :={ge G : 0g=g}. Onnote Z(a) :={x € G : za = ax}.
Supposons que Z(a) est connexe. Montrer que si b € G7 est conjugué a
a dans G, alors b et a sont conjugués dans le groupe fini G°.

Exercice 5 On note hoh les fonctions coordonnées dans k[SLy]. On
T3 Ty
note PSLy le groupe algébrique tel que k[PSLs] = k[T;T; : 1 <1i,5 < 4]. Soit
¢ : SLy — PSLy le morphisme de groupes algébriques induit.
Montrer que d¢. est bijective en caractéristique # 2 et déterminer do. en
caractéristique 2.

Exercice 6 Soit G un groupe algébrique. Soit X une G—variété homogéne.
a) Montrer que chaque composante irréductible de X est homogéne pour G°.

b) Montrer que les composantes de X sont ouvertes et fermées et que leur
union est une union disjointe.

c) En déduire que si H est un sous-groupe fermé de G, alors G/H est un e
variété quasiprojective.



Exercice 7 Soit G un groupe algébrique. On suppose que H est un sous-
groupe fermé distingué de G.

a ) Montrer que G/HxG/H — G/H, x1H,x9H — x129H et G/H — G/H,
xH — x7'H sont des morphismes de variétés.

b ) Soit ¢ : G — GL(V) une représentation rationnelle de dimension finie,
soit 0 #v €V tels que :

H={geG : gvek*v}

h={{eg: dp(§)v € kv} .
On pose, pour tout caractére x € X*(H) :

Vi={xeV :VheH, ¢(h)x=x(h)x} .

Vérifier que les V,, sont en somme directe et que G laisse stable ®,V,.
On peut donc supposer que V = @, V.

¢ ) Soit W lespace des k—endomorphismes de V' qui laissent stables chaque
Vy. On pose pour tout g € G et tout f € W :

U(9)f = dlg)felg™) -
On a bien un morphisme : ¢ : G — GL(W). Vérifier que kertp C H. En
déduire un morphisme : X\ : G/H — GL(W).
d ) Montrer que le morphisme obtenu ci-dessus \ est d’image fermée dans
GL(W).

e ) Montrer que kerdiy, C . En déduire que \ est birationnelle et bijective
sur son image.

[ ) En déduire que A est un isomorphisme sur son image et que G/H est un
groupe algébrique affine.



