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V

Exercice 1 Soit V un k−espace vectoriel de dimension finie. Montrer que
π : V \ {0} → P(V ), v 7→ [v] est séparable.

Exercice 2 Soit G un groupe algébrique. On note µ : G×G→ G, (x, y) 7→
xy et i : G→ G, x 7→ x−1. Montrer que dµe,e : g⊕ g→ g, (ξ, ξ′) 7→ ξ + ξ′ et
die = −Id.

Exercice 3 Soit φ : G1 → G2 un morphisme de groupes. Rappelons que si
G est un groupe algébrique, si x ∈ G, on note Ad(x) = dInt(x)e : g → g.
Montrer que pour tout x1 ∈ G1 et tout ξ1 ∈ g1, on a :

(dφe)(Ad(x1)(ξ1)) = Ad(φ(x1))(dφe(ξ1)) .

Exercice 4 Soit G un groupe algébrique connexe sur un corps algébrique-
ment clos de caractéristique p > 0. Soit q une puissance de p.
a) Soit σ : G → G un morphisme de variétés. On pose φ : G → G, x 7→

(σx)x−1. Montrer que dφe = dσe − Id.
b) Supposons que G est un sous-groupe fermé connexe de GLn. On note

σ : GLn → GLn, (gi,j) 7→ (gqi,j). On suppose que G est σ−stable.Montrer
que Λ : G→ G, g 7→ (σg)g−1 est surjective.

c) Soit a ∈ Gσ := {g ∈ G : σg = g}. On note Z(a) := {x ∈ G : xa = ax}.
Supposons que Z(a) est connexe. Montrer que si b ∈ Gσ est conjugué à
a dans G, alors b et a sont conjugués dans le groupe fini Gσ.

Exercice 5 On note

 T1 T2

T3 T4

 les fonctions coordonnées dans k[SL2]. On

note PSL2 le groupe algébrique tel que k[PSL2] = k[TiTj : 1 ≤ i, j ≤ 4]. Soit
φ : SL2 → PSL2 le morphisme de groupes algébriques induit.

Montrer que dφe est bijective en caractéristique 6= 2 et déterminer dφe en
caractéristique 2.

Exercice 6 Soit G un groupe algébrique. Soit X une G−variété homogène.
a) Montrer que chaque composante irréductible de X est homogène pour G0.
b) Montrer que les composantes de X sont ouvertes et fermées et que leur

union est une union disjointe.
c) En déduire que si H est un sous-groupe fermé de G, alors G/H est un e

variété quasiprojective.
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Exercice 7 Soit G un groupe algébrique. On suppose que H est un sous-
groupe fermé distingué de G.
a ) Montrer que G/H×G/H → G/H, x1H, x2H 7→ x1x2H et G/H → G/H,

xH 7→ x−1H sont des morphismes de variétés.
b ) Soit φ : G → GL(V ) une représentation rationnelle de dimension finie,

soit 0 6= v ∈ V tels que :

H = {g ∈ G : gv ∈ k×v}

h = {ξ ∈ g : dφ(ξ)v ∈ kv} .

On pose, pour tout caractère χ ∈ X∗(H) :

Vχ := {x ∈ V : ∀ h ∈ H, φ(h)x = χ(h)x} .

Vérifier que les Vχ sont en somme directe et que G laisse stable ⊕χVχ.
On peut donc supposer que V = ⊕χVχ.

c ) Soit W l’espace des k−endomorphismes de V qui laissent stables chaque
Vχ. On pose pour tout g ∈ G et tout f ∈ W :

ψ(g)f = φ(g)fφ(g−1) .

On a bien un morphisme : ψ : G→ GL(W ). Vérifier que kerψ ⊆ H. En
déduire un morphisme : λ : G/H → GL(W ).

d ) Montrer que le morphisme obtenu ci-dessus λ est d’image fermée dans
GL(W ).

e ) Montrer que ker dψe ⊆ h. En déduire que λ est birationnelle et bijective
sur son image.

f ) En déduire que λ est un isomorphisme sur son image et que G/H est un
groupe algébrique affine.


