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Exercice 1 Soit X une G−variété homogène. Montrer que les composantes
irréductibles de X sont les G0−orbites. En déduire que les composantes irré-
ductibles sont les composantes connexes et qu’elles sont ouvertes et fermées.
Montrer que dimX = dimG− dimGx (pour un x ∈ X quelconque).

Exercice 2 On suppose que k est de caractéristique 2. Soient G := SL2 et
σ : G→ G, g 7→ ugu−1 où u est la matrice :

u =

 1 1

0 1

 .

Montrer que Lie(Gσ)⊂
6=
gσ.

Exercice 3 Soit G := GLn.

a) Soit σ : G→ G un automorphisme intérieur. Montrer que Lie(Gσ) = gσ.

b) Trouver un automorphisme semisimple σ : G → G tel que Gσ = On (en
caractéristique 6= 2). En déduire que l’on a bien :

Lie(On) = {ξ ∈ gln : tξ = −ξ} .

Exercice 4 Montrer que la classe de conjugaison de la matrice 1 1

0 1


n’est pas fermée dans GL2.

Exercice 5 Soit f : X → Y un morphisme dominant entre variétés irréduc-
tibles. Soit x ∈ X tel que f−1f(x) est fini.

a) Montrer que si on a une factorisation : f : X
f1→ X ′

f2→ Y , alors f−11 f1(x)
est fini.

b) Montrer qu’il existe un voisinage ouvert affine U de f(x) dans Y tel que
f−1U est affine et tel que f : f−1U → U est fini (indication : grâce au
a) se ramener au cas où la f ∗k[Y ]−algèbre k[X] est engendrée par un
élément.).
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Exercice 6 Soit B le sous-groupe des matrices triangulaires supéruieures de
GLn. Montrer qu’il existe des sous-groupes distingués connexes B = B0 ⊇
B1 ⊇ ... ⊇ BN = 1 tels que pour tout i :

Bi/Bi+1 ' Ga ou Gm

et que l’on peut choisir les Bi de sorte que les premiers quotients successifs
soient isomorphes à Gm et les suivants à Ga.

En déduire le même résultat pour un groupe algébrique résoluble connexe
quelconque grâce au théorème de Lie-Kolchin.

Exercice 7 Soit G = SL2. On pose e1 :=

 1

0

. Montrer que G → A2,

g 7→ g.e1 induit

a) un isomorphisme G/U → A2 \ {0} pour un certain sous-groupe U de G ;
b) un isomorphisme G/B → P1 pour un certain sous-groupe B de G.


