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Dans ce cours IK est un corps qui peut étre @, R ou C.

Autres notations : Si E est un K—espace vectoriel et vy, ..., v, sont
des vecteurs de F/, on notera :

<1)1,...,1)n>

le sous-espace vectoriel de E engendré par vy, ..., v, c-d-d le sous-espace des
combinaisons linéaires
AUl + ..+ Ao

ou Ay, ..., A € K.
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Chapitre 1

Quotients

1.1 Sommes directes

Soit E un K—espace vectoriel. Soient F1, Fy deux sous-espaces de E.
On dit que F est la somme directe de F et Fy ou que Fy est un supplé-
mentaire de F} dans F si :

i)E:Fl + Fy et Z"i)Fl NFy,=0

notation :
E=FokF .

EXEMPLE :
C=R+Ri

Proposition 1.1.1 Si E = F| ® Fs et st E est de dimension finie, alors :
dim £ = dim F} + dim F5

Proposition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F
un sous-espace de E. Alors F admet un supplémentaire dans E.

Démonstration : Soit eq, ..., e, une base de F'. C’est une famille libre donc, on
peut la compléter en une base ey, ..., e, ..., e, de E. Posons G := (€41, ..., €p).
Ona: E=FadG. g.e.d.

Corollaire 1.1.2.1 Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace E de di-
mension finie, alors :
dim F < dim F

de plus, dim F' = dim F si et seulement si = F'.
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Théoréme 1.1.3 Soient F, G deux sous-espaces d’un méme espace vectoriel
E de dimension finie. Alors :

dim(F +G) =dim F +dim G — dim(F NG) .

EXEMPLE : Soient P;, Py deux plans distincts de 'espace R? qui passent
par 0. Alors P; N P, est une droite.
Démonstration : Soient F', G’ tels que :

F=Fo®o(FNG)etG=(FNG)dG .

Alors :
F+G=Fad

= dim(F + G) =dim F + dim G’ = dim F + dim G — dim(F N G) .
g.e.d.

Soient F1, ..., F,, des sous-espaces de FF un K— espace vectoriel. On dit
que E est la somme directe des F; si tout x € E s’écrit de maniére unique
r =z + ... + x, avec chaque x; € F;.

Autrement dit si :

WE=F+..+F,

et

iWWVxy e Fy,...Vep,€Fp, o1+ ...+2,=0=>21=...=2, =0
notation : £ = F; & ... F,.
Exercice 1

dim(Fy & ...8 F,) =dim F} + ... + dim F,

Exercice 2 Soient Fi, F», F3 trois sous-espaces d’un méme espace vectoriel
FE de dimension finie. Alors,

dim(F1 + Fy + Fg) =
dim F} 4 dim F5 + dim F3
— d1m(F1 N FQ) — dlm(F2 N F3) — dlm(F1 N F3)

+dim(F1 NFyN Fg) .
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1.2 Quotients

Soit E un K—espace vectoriel. Soit F' un sous-espace de E. Pour tout
x € E, on note x + F ’ensemble des éléments de la forme x +y ot y € F.
Par exemple, si £ = R?, si F = D est une droite passant par 0, alors
pour tout z € R2, x + D est la droite paralléle & D passant par x.
L’ensemble des
c+F :xeF

est noté E/F.
Remarque : 0+ F =F.

Proposition 1.2.1 Soient v,2' € E. Alors, v+ F =2+ F & x—2' € F.

En particulier, pour tout y € F, x + F = (x +y) + F.
Remarque : On écrit aussi z = 2’ mod F a la place de x + F = 2/ + F.
On définit une addition et une multiplication par les scalaires sur E/F
par :

Wz, ye E, (e +F)+(y+F):=@+y) +F
VteK, Ve e E, t.(x+F):=tx+ F .

Proposition 1.2.2 Cette addition et cette multiplication sont bien définies.
Avec cette addition et cette multiplication, E/F est un K—espace vectoriel
abstrait, c’est le « quotient de E par F » .

Démonstration : 1l s’agit de montrer quesiz+F =2+ Fety+F =y + F,
alors : (x+y)+ F = (¢ +y')+ F. Puis que si x + F = 2/ + F, alors pour
tout t € K, tr + F = tz’ + F. Maintenant il est facile de vérifier les axiomes
de définition d’un espace-vectoriel. g.e.d.

Remarque : Le neutre (ou le zéro) de E/F est Op)p =0+ F = F.

Si E/F est de dimension finie d, on dit que F est de codimension d dans
E. Notation : codim(F, E).

Proposition 1.2.3 Soit m : E — E/F Uapplication : x — x + F. C’est la
projection canonique de E sur E/F. L’application 7 est linéaire surjective et
son noyau est :

kerm=F .

En pratique, on représente les éléments de E/F par un supplémentaire
de F' dans F plutot que par I’ensemble des classes modulo F'. En effet :
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Proposition 1.2.4 Soit E un K—espace vectoriel. Soit F' un sous-espace
de E. Alors si S est un supplémentaire de F dans E, c-a-d F ® S = E, la
restriction de m @ S :

7:S—E/Frx—a+F

est un isomorphisme. En particulier, F' est de codimension finie si et seulement si F
admet un supplémentaire de dimension finie. Et dans ce cas tous les supplé-
mentaires S de F dans E sont de dimension : dim S = codimpg(F).

Démonstration : Injectivité : kern’ =kerr NS =FNS =0.
Surjectivité : six+F € E/F, il existe x1 € F, x5 € S tels que x = 21 +x2.
Alors : z + F = 29 + F = 7/(x9). g.e.d.

Corollaire 1.2.4.1 Si E est de dimension finie et si F' est un sous-espace
de E, alors : dim E — dim F' = codim(F, E).

« Il y a une infinité de supplémentaires (tous isomorphes) alors qu’il
n’y a qu'un seul quotient. Donc utiliser le quotient évite de faire un choix
particulier. »

Proposition 1.2.5 Soit ¢ : E — E” une application linéaire surjective.
Alors, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

%:FE/kerpo = E"
défini par : x + ker ¢ — ().

Démonstration : L’apllication de 1’énoncé est bien définie et est bien linéaire.
Elle est surjective car si y € E”, il existe z € FE tel que ¢(x) = y donc :
@(x + ker ) = y. Elle est injective car :

x+kerp € kerp < @(x + ker p) =0

S p(x)=0< 1z €kerp < x=0mod kerg .

On en déduit le célébre théoréme du rang :

Théoréme 1.2.6 (théoréme du rang) Soit E un K— espace vectoriel de
dimension finie. St ¢ : E — F est une application linéaire, alors : dim E =
rang () + dim ker ¢.

(On rappelle que le rang d’une application linéaire est la dimension de
son image.
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Corollaire 1.2.6.1 Si E est de dimension finie et si ¢ : E — FE est une
application linéaire, alors :
p injective < @ surjective < ¢ bijective.

Soit F un IK—espace vectoriel.

Proposition 1.2.7 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E de co-
dimensions finies. Alors F + G et F NG sont aussi de codimension finie
et :

codim(F N G) = codim(F') + codim(G) — codim(F + G) .

Démonstration : On considére 'application linéaire :
¢v: E/F xE/G— E/(F+QG)

(z mod F,y mod G) — x —ymod (F + G) .

C’est une application surjective et son noyau est isomorphe & E/(FNGQG)
par I'isomorphisme :

E/(FNG) — kery
zmod (FNG) — (zmod F,z mod G) .

g.e.d.

Exercice 3 Soient E D F' O G trois IK—espaces vectoriels. On suppose que
G est de codimension fine dans E. Montrer que E/G — E/F, x mod G
zmod F est linéaire surjective et que son noyau est isomorphe a F/G. En
déduire que

codimgG = codimgF' + codimpG

puis que codimg(F) < codimpg(G) avec égalité si et seulement si F' = G.

A retenir : si E est de dimension finie, alors pour tout sous-espace
vectoriel F' de E, on a :

dim(E/F)+dimF =dimFE .
Proposition 1.2.8 Si F' est un sous-espace de E, alors :
codimg(F)=0<dim(E/F)=0< E/F=0& E=F .

Démonstration :Si E/F = 0, alors la surjection canonique : E — E/F est
nulle donc son noyau F' est tout ¥ donc F = E. qg.e.d.
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Chapitre 2

Formes linéaires

Soit F un K—espace-vectoriel.

2.1 Définition

Une forme linéaire sur E est une application linéaire :\ : £ — K.

EXEMPLE : Si E = K[X] est I'espace des polynomes, alors : P — P(0)
et P f_ll P(t)dt sont des exemples de formes linéaires.

Soient A\, " deux formes linéaires sur E et t € K. Alors A + t\ est aussi
une forme linéaire. L’espace des formes linéaires sur F est donc un espace
vectoriel. On le note : E*.

Notation : Soient A € E*, x € E, on note parfois (A, z) := A(z) € K.

Exemple important : les formes linéaires sur K" :

Soient a1, ...,a, € K. L’application :

1
K" — K, : — a1x1 + ... + apTy
In

est une forme linéaire sur K™. Toutes les formes linéaires sur K™ sont de
cette forme. En effet, notons ey, ..., e, la base canonique de IK™. Si A est une
forme linéaire sur K™, alors pour tout x1,...,z, € K, on a :

Ty
Al =z1A(e1) + ... +zpA(en) -

Tn

2.2 Base duale

Supposons que E est de dimension finie.

11
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Soit ey, ...,e, une base de E. Pour tout 1 < i < n on définit la forme
linéaire coordonnée d’indice 7 par :

e (z1e1 + ... + apen) =5 .

Théoréme 2.2.1 Soit B = (e1,...,en) une base de E. Alors la famille
PB* = (e},...,er) est une base du dual E* ; c’est la base duale de A . En

oy Cn

particulier, dim E* = dim E. De plus, pour tout A € E*, on a :
A= (\epel + ...+ (Nep)e,

et pour tout x € E, on a :

Exercice 4 Vérifier que si F est I'espace des polyndémes a coeflicients dans
K de degré < n, la base

X’T'L
1,...,—
n!
a pour base duale :
A0y -y An

ol \j : P(X) — P®(0).

2.3 Bidual

On appelle bidual de E le dual du dual de E, noté E**.

Théoréme 2.3.1 Six € E, onnotex : E* - K, A~ Ax). On a T € E**.
De plus, si E est de dimension finie, alors :

E — B

T T

est un isomorphisme.

Lemme 2.3.2 Soit 0 # x € E, alors, il existe A € E* tel que A\(x) # 0.

2.3.1 Base antéduale

Proposition 2.3.3 Soit (A1, ..., A\p) une base de E*. Alors il existe une seule
base (v1,...,vy,) de E telle que pour tout i, \; = vf. On dit que (v1, ..., vy,) est
la base antéduale de (A1, ..., Ap).
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Démonstration :

Comme E — E** x +— T est injective, I est forcément de dimension finie.
Soit (A}, ..., \r) la base duale de (A1, ..., \,) dans E**. D’apreés le théoréme
2.3.1, il existe, pour tout ¢, v; € E tel que v; = A}. Il est facile de vérifier que
(v1,...,v,) est la base antéduale de (A1, ..., A,).

g.e.d.

Calcul pratique : Soit E = K". Soit (Ay, ..., Ay,) une base de E*. Soit
(e1,...,ep) la base canonique de E. Soit B la matrice :

B = ((Ai €5))1<ij<n -
Alors, la base antéduale de (Aq,...,\,) est donnée par les colonnes de la

matrice B~L.

Proposition 2.3.4 Soit F' un sous-espace de E. La restriction :
E* = F*, A= Ap

est surjective. Son noyau est l'orthogonal de F.

2.4 Orthogonalité

On dit que A € E* et x € E sont orthogonaux si (A, z) = A(z) =0 .
Si V est un sous-espace de F, on note

Vi={\€eE* : Yz eV, (\z)=0}

c’est un sous-espace vectoriel de E* (ezo), appelé l'orthogonal de V. Si W
est un sous-espace de E*, on note :

We:={zeE : Ve W, (\z)=0}

c’est un sous-espace vectoriel de E (exo), appelé 'orthogonal de W.
Remarque importante : Si V' est engendré par les vecteurs vy, ..., vy,
alors :

Vi={AeE* : (\v)=..=(\v,) =0}
de méme si W est engendré par les formes linéaires Aq, ..., A,, alors :
We={xeFE : (\,x)= A\, z) =0} .

« L’orthogonal renverse les inclusions » :
Proposition 2.4.1 i) Si V; C Vo C E sont des sous-espaces de E, alors
Vs C Vi

i) St W1 C Wo C E sont des sous-espaces de E*, alors Wy C Wy.

iii) {0}t = E*, B+ = {0p+}.

i) {0p-}° = FE, E*° ={0g}.
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Théoréme 2.4.2 Si E est de dimension finie, alors : i) Pour tout V' sous-
espace de B, dimV + dimV+ = dim E et V+° = V. i) Pour tout W sous-
espace de E*, dimW + dim W° = dim E et W+ = W.

Rem : I'égalité V1° = V reste vraie en dimension infinie mais non I’égalité
wet =Ww.
Démonstration : 1) Soit m: E — E/V. Alors on a un isomorphisme :

(E/V)* =V A= Ao .
ii) L’application restriction :
E™ — W™

est surjective. Donc : E — W*, & — Z|w est aussi surjective. Son noyau
est exactement W°. D’aprés le théoréme du rang, on a donc : dimW° =

dim £ — dim W. g.e.d.

Exercice 5 Vérifier que 'on a toujours :
vV C VJ_o W C WOJ_ VJ_ — VJ_OJ_ We° = WoJ_o
pour tous sous-espaces V de E et W de E*.

Proposition 2.4.3 Si F est un sous-espace de E, alors F = E < F+ =0.

Démonstration : Soit m : E — E/F la surjection canonique. Si Ft =0
alors, pour tout p € (E/F)*, pon € F+ donc o n = 0. Donc, pour tout
x € FE, {(u,m(x)) =0, pour tout p € (F/F)*. Donc w(x) =0 i.e. x € F pour
tout x € F. g.e.d.

Corollaire 2.4.3.1 (Equations des sous-espaces en dimension finie)
St E est de dimension n alors :

i) Si A, ..., \p € E* sont des formes linéaires telles que dim(\q, ..., \p) =
r alors : le sous-espace

F:={xeFE : Vi (\x)=0}

est de dimension n — r.
i1) Réciproquement, si F' est un sous-espace de E de dimension q, il existe
n — q formes linéaires linéairement indépendantes A1, ..., \—q telles que :

F={zeFE :V1<i<n-—gq, (\j,z)=0}.
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Proposition 2.4.4 On suppose E de dimension finie. Soient Vi, Vo deux
sous-espaces de E. Alors : i) (Vi+Va)t = Vi-nVit, i) (VinVe)t = Vit + Vit

Soient W1, Wy deux sous-espaces de E*. Alors : i) (W1 + W3)° = WP N
W3, i) (W1 N Wa)° =W 4+ Ws.

Démonstration :

): Vi CVi+Ve= (Vi 4+ W)t C Vit De méme : (Vi + Vo)t C Vi
Donc (V1 + Vo) C Vi- NV, Pour la réciproque, soit A € Vi~ N V-, Alors,
Y1 € Vi,V € Vo, (A, v14v2) = (A, v1)+ (N, v2) = 0. Donc, A € (Vi +Va)*.

Démontrons ii) :

VinVa C Vi = Vit € (ViNn V)t De méme, Vi~ C (Vi N V)t donc :
(AN Vg)L D) Vf‘ + Vzl. Pour montrer 1’égalité, nous allons comparer les
dimensions :

dim(V; N Va)* = dim E — dim(V; N V5)
= dim F — (dim V; + dim V5 — dim(V; + V3)
=dimE — dim V] +dim E — dim V5 — (dim E — dim(V; + V%))
= dim Vi* 4 dim V5- — dim (V3 + Va)*
= dim Vi* + dim V5" — dim(Vi- 0 Vgh)
= dim(V;" + V5")

De méme pour iii) et iv). g.e.d.

2.5 Transposée

Soient E, F' deux IK—espaces-vectoriels. Soit u : £ — F' une application
linéaire. Pour tout A € F*, Aou € E*. L’application : fu : F* — E* X+ lou
est linéaire ; c’est la transposée de u.

Proposition 2.5.1 Soient E, F' deux IK—espaces-vectoriels de dimension fi-
nie. Alors :
i) rang u = rang ‘u, ii) Im (‘u) = (keru)*, iii) ker(‘u) = (Im u)*.
Démonstration :iii) : Soit A € F*. Alors :
A€ keru < fu(\) =0
SAou=0
s VaeE, Mu(x)) =0
eVyelmu,AN(y) =0 X € (Imu
ii) : Soit A € F*. Alors :

Y.

V€ keru, ‘u(N)(x) = Mu(z)) = A(0) =0 .
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Donc Im (*u) C (keru)=*.
Réciproquement, si u € (keru)*, alors : Vo € keru, u(x) = 0. Soit S un
supplémentaire de Im u dans F' : Imu ® S = F. On pose :

Mu(z) + s) = p(x)

pour tout x € E et tout s € S. L’application A : F' — K est bien définie car
siz, 2’ € FE, s, €8, alors :

w(x) +s=u(2) + s = u(x) = u(2)
= —a €keru

= p(z —a') = 0= p(x) = pa) .
De plus A est linéaire i.e. A € F*. On a donc p = ‘u()\) € Im (*u).
i) : rang (*u) = dimIm *u = dim(ker u)* = dim E — dim ker u = rang u,
d’aprés le théoréme du rang. g.e.d.

Proposition 2.5.2 Soient E, F,G trois IK—espaces vectoriels. Soient : u :
ty, ot

E — F,v:F — G deur applications linéaires. Alors (v ou) =tuotv.
Proposition 2.5.3 Soit E un IK—espace vectoriel. Soit u : E — E un endo-
morphisme. Un sous-espace vectoriel F' de E est stable parw si et seulement si F'*-
est stable par 'u.

Démonstration : Supposons que F' est stable par u, i.e. : Va € F, u(z) € F.
Si X\ e Ft, alors :

Vo e F, (fu(\),z) = Aowu,z) = Mu(x)) =0 .

Donc ‘u()\) € F* et F+ est stable par ‘u.

Réciproquement, supposons que F*- est stable par ‘u. Soit 7 : & — E/F
la surjection canonique. Soit A € (E/F)*.

Pour tout z € F, {\,u(z) mod F) = (A o7)(u(z)) = (fu(Xon))(x).

Or, Aow € F+ donc ‘u(Xom) € F*+. Donc : (A u(x) mod F) = 0. Cela
est vrai pour tout A € (E/F)* donc u(x) mod F' = Omod F i.e. : u(zx) € F
pour tout z € F. g.e.d.

Matrices

Proposition 2.5.4 Soit E' un KK—espace vectoriel de base (ey,...,en) et F
un KK—espace vectoriel de base B' = (f1,..., fn). Soit u : E — F linéaire.
Notons A la matrice :

A= [ulpp

alors : ['u]pr= g ="A.
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2.6 Hyperplans

Un hyperplan de E est un sous-espace H de codimension 1.

EXEMPLE : Si E = K[X], alors les polynoémes divisibles par X forment
un hyperplan.

On a une bijection entre les hyperplans de F et les formes linéaires non
nulles sur F/, & homothétie prés :

Proposition 2.6.1 i) Soit A\ € E* une forme linéaire non nulle. Alors,
ker A est un hyperplan de E. Réciproque :

ii) Si H est un hyperplan de E, alors il existe X\ € E* telle que ker \ = H.
Enfin,

iii) Si \, N € E*,

ker A\ =ker\ & 30#ccK, A=c)\ .
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Chapitre 3

Formes bilinéaires

Soient E, F' deux KK—espaces vectoriels. On dit qu’une application
B:ExF—=K
est une forme bilinéaire si :
Vo, € E,Vy,y € F,Vt,t' € K, B(tz +t'2',y) = tB(z,y) + t'B(2',y)
B(x,ty +t'y) =tB(z,y) + ' B(x,7) .

3.1 Matrice d’une forme bilinéaire

En dimension finie, si e := (eq, ..., e,,) est une base de Eet f := (f1,..., fn)
est une base de F', on note

A= Mat, ;(B) := (B(ei, f;)) 1<ism € Momn(K)

155<n
c’est la matrice de B dans les bases e, f.
Siz=z1e1+...+xmem € Eety=yfi+...+ynfn,ona:

B(z,y) = xiBlei, e;)y;
i

=tzAy .

Réciproquement, si A € 4, »(K) est une matrice, alors les égalités ci-
dessus définissent une forme bilinéaire sur £ x F.
Si on note Bil(F, F) 'ensemble des formes bilinéaires sur Ex F', Bil(E, F)

est un espace vectoriel pour les opérations suivantes :
(B+ B)(2.y) = B(a,y) + B'(xy) et (tB)(zy) = tB(x.y)
et si e, f sont des bases de E et F', on a un isomorphisme d’espaces vectoriels :
Bil(E, F) ~ M n(K) .
Cet isomorphisme dépend du choix des bases. Que deviennent les ma-

trices aprés un changement de bases?

19
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3.2 Formules de changement de bases

Soit B : EF x F — K une forme bilinéaire.

Soient €’ une nouvelle base de E, f’ une nouvelle base de F.On note P
la matrice de passage de e a €’ et Q la matrice de passage de f a f’.

Soient A la matrice de B dans les bases e, f, A’ la matrice de B dans les
bases €/, f/, alors :

A" ='PAQ

En particulier, le rang r de la matrice associée ne change pas car P et )

sont inversibles. On dit que r est le rang de la forme bilinéaire B.

Proposition 3.2.1 Soient E, F de dimension finie m,n. Soit B: E X F —
K une forme bilinéaire de rang r. Alors il existe une base (e) de E et une

base (f) de F telle que

I o
Mat(B)(e), () =

autrement dit si x = x1€1+...Tmem ety = y1 fi+...+ynfn, alors : B(z,y) =
T1Y1 + oo+ Ty

Démonstration : En effet, fixons eg, fo deux bases de E et F. Soit A €
Momn(K) la matrice de B dans e, fo. La matrice A est de rang r. Donc il

r

0
existe P € GL,,(K), @ € GL,(K) telles que PAQ) = . Mais alors,
010

si on note e la base de E et f la base de F' telles que :
_t f_
P = Pet P =Q

la nouvelle matrice de B dans les bases e, f est :
UPAQ = PAQ =
g.e.d.

3.3 Formes bilinéaires non dégénérées

On dit qu’une forme bilinéaire B : E x F — K est réguliére ou non
dégénérée si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
i) B(x,b) = 0 pour tout = € E entraine b =0;
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ii) B(a,y) = 0 pour tout y € F entraine a = 0.
Ezemples :

—si E=F=K"etsi B(z,y) = x1y1 + ... + TnYn.
—si B = F* et si B(z,y) = (z,y).

Théoréme 3.3.1 Supposons E, F de dimension finie. Si B : E X F — K
est une forme bilinéaire réguliére, alors dim ¥ = dim F' et pour chaque base
e1,...,en de E, il existe une unique famille f1,..., fr, de F telle que :

(*) YV1<4,5 <n, Ble fj) = di

de plus, les f; forment une base de F. On dit que deuz bases e, f de E et F
qui vérifient (x) sont duales l'une de ’autre.

Démonstration : Soit ¢ : F — K™, b — (B(e1,b), ..., B(en,b)). Cest une
application linéaire injective car ¢(b) = 0 < Vo € E,B(x,b) =0 = b =
0. Donc dimF < n = dim E. De méme, dim F < dim F. Donc dim F =
dim F' = n. Donc ¢ est surjective. Soit E1, ..., Ey, la base canonique de K™.
Soient fi,..., fn € F tels que ¢(f;) = E;. On a alors :

V1<i,5<n, Ble,fj) =0, .

Les f; forment une base de F' car ils sont linéairement indépendants (car
leurs images le sont). Si (ff, ..., f),) vérifient aussi :

V1<i,5<mn, B(ei,f]/') =i -

Alors : Vi, j, B(e;, fj — fj) = 0 donc V3, f; — f; = 0. D’out l'unicité. g.e.d.

3.4 Orthogonaux

Soient F, F' deux IK—espaces vectoriels et B : E x F — K une forme
bilinéaire. On dit que deux éléments x € FE, y € F sont orthogonauz si
B(z,y) =0.

Si X C FetY C F sont des sous-espaces vectoriels, on note :
Xt.= {y € F : B(x,y) =0 pour tout x € X}

Y :={zx € E : B(z,y) =0 pour tout y € Y'} .

Les ensembles X+ et 1Y sont des sous-epaces vectoriels de E et F,
respectivement.
De plus :
Xctxh, ycHtrmt.
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Exercice 6 Pour tout X sous-espace de E et tout Y sous-espace de F' :
(X)) =X et (YY) =Y.

On appelle - F le noyau & gauche de B et E* le noyau a droite de B.
La forme bilinéaire B est réguliére < ~F =0 et E+ = 0.

Proposition 3.4.1 (théoréme du rang pour les formes bilinéaires) Si
E et F sont de dimension finies, alors :

dim E + dim E+ = dim F + dim * F

de plus :
dimFE —dim*F =dim F — dim E+ = r

le rang de B. En particulier, st E = F, le noyau a droite et le noyau & gauche
sont de méme dimension.

Démonstration : L’application :
B:E/‘*F x F/EY - K, (zmod 1 F,y mod E*+) — B(z,y)

est bien définie, linéaire. C’est une forme bilinéaire réguliére. En effet, si
be F et si B(xmod+F,bmod E+) = 0 pour tout = € E, alors :

Vo€ E, B(z,b)=0

donc b € L F i.e. bmod +F = 0. De méme pour le noyau a droite.
Donc, d’aprés le théoréme 3.3.1, on a :

dim E/*F = dim F/E* & dim F + dim E*+ = dim F + dim* F .

Soit r le rang de B. Alors, r < m,n et il existe une base eq, ..., e, de E,
une base fi, ..., f, de I telles que

Ve=xzie14+ ...+ Tmem € E,Vy=y1f1+ ... +ynfn € F,

B(x,y) = z1y1 + .. + Tpyr -

Onadonc:y=yifi+..+ynfn € E+ & 2191 + ... + 2,9, = 0 pour tous
T,y EK ey = ... =y, =0.Donc fri1,..., fn est une base de B+ et
dim B+ +r = dim F.

g.e.d.

Proposition 3.4.2 Soit B : E x F — K une forme bilinéaire réguliére. Si
E et F sont de dimension finies, alors pour tout X sous-espace de E, on a :

dim X +dim X+t =dimE, (X)) =X .
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Démonstration : Soit eq,...e, une base de X que l'on compléte en eq, ..., e,
une base de E. Soit fi,..., fn la base duale de F' correspondante. Alors,
frits -y fr est une base de E+. En effet, si tq,....t, € K,

tfi+ . Ftnfne Xt < B(ej,tifi + ... +tpfn) =0 pour tout 1 <i <r

Sti=0pourtout 1 << r .

Donc dim X+ = n — r = dim F — dim X. De facon symétrique, on peut
montrer que si Y C F est un sous-espace, alors dimY + dim+Y = dim F.
On a donc dim(+(X %)) = dim F — dim X+ = dim F — dim E 4 dim X =

dim X. Or, on a l'inclusion :
X ctxh

donc ’égalité. g.e.d.

3.5 Dual

Soient F, F' deux [K—espaces vectoriels et B : E X F' — K une forme
bilinéaire.

On pose yp: E — F*, x +— B(x, ) et dp : F — E*, y — B(-,y).

Ce sont des applications linéaires, [’application linéaire & gauche associée
a B et l"application linéaire & droite associée a B.

On a :

keryp = LF = le noyau a gauche
kerdg = E+ = le noyau a droite

En particulier, B est non dégénérée si et seulement si keryp = 0 et
kerdg = 0.

Proposition 3.5.1 Si E et F' sont de dimension finie, si B : Ex F — K
est une forme bilinéaire non dégénérée, alors tout élément de F* est de la
forme B(z,-) pour un certain x € E.

Démonstration : Si B est non dégénérée, alors dim ' = dim F' = dim F* de
plus, 'application :
vg:E — F*, x— B(x,-)

est injective donc surjective. g.e.d.
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3.6 Formes bilinéaires symétriques et formes bili-
néaires alternées

Soit B : E x E — K une forme bilinéaire. On dit que B est symétrique
si B(z,y) = B(y,z) pour tous z,y € E. On dit que B est antisymétrique
si B(z,y) = —B(y,x), pour tous x,y € E. On dit que B est alternée si
B(z,x) = 0 pour tous z € E.

Proposition 3.6.1 Alternée = antisymétrique. Si on peut diviser par 2,
antisymétrique = alternée.

Proposition 3.6.2 Soit B : E x E — K une forme bilinéaire telle que
pour tous x,y € E, B(z,y) =0 < B(y,z) = 0. Alors B est symétrique ou
alternée.

Démonstration :
Soient z,y € E. Alors :

B(z,z)B(x,y) = B(x, B(z,y)x) = B(x, B(z,z)y)
B(z,B(z,y)r — B(xz,z)y) =0
B(B(z,y)xr — B(z,z)y,z) =0
B(z,y)B(z,z) — B(z,x)B(y,x) =0

& Bz, 2)(B(z,y) = B(y,x)) =0 (x) .

=
g

Supposons que B n’est pas alternée. Soit xg € E tel que B(xg, xo) # 0. Alors
d’apres (*), on a :

B(zo,y) = B(y, o)
pour tout y € E.

Soient z,y € E. Si B(z,x) # 0, alors B(z,y) = B(y,x). Si B(z,z) =0
soit B(x,z9) = 0 et alors B(x+xo,x+x0) = B(xg,x0) # 0 = B(z+x0,y) =
B(y,z+x0) = B(x,y) = B(y, ) ; soit B(z,z¢) # 0 et alorssit := —%,
on a :

B(x + txg, x + txg) = —t*B(xg, o) # 0

donc :
B(x +txo,y) = B(y, = + txg) = B(x,y) = B(y,x)

et dans tous les cas : B(z,y) = B(y, z) i.e. B est symétrique.



Chapitre 4

Formes quadratiques, formes
hermitiennes

Soit ¥ un KK—espace vectoriel. Soit @) : £ x E — K une forme bilinéaire
symétrique.
Exemple : le produit scalaire usuel sur R? x R3.

4.1 Polarisation

Une forme bilinéaire symétrique () est entiérement déterminé par les
valeurs Q(z,z) € K.
En effet, on a :

Q(‘T + Y, T+ y) — Q(%,I) — Q(yvy)
2

4
Une application g : E — K est une forme quadratique s’il existe une
forme bilinéaire symétrique @ : £ x E — K telle que :

q(:L’) = Q(JI, ‘T)

pour tout x € K. On dit que Q est la forme polaire de q.

Qz,y) =

Proposition 4.1.1 Si g est une forme quadratique, alors la forme polaire
Q@ associée est unique et vérifie :

q(z +y) — q(x) — q(y)
2

Q(r,y) =

_ gz ty) —qlz—y)
4

pour tous x,y € E.

25
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Exemple de base : Soit A une matrice n X n symétrique c-a-d telle que
tA = A. Alors,
K' K, X —'XAX

est une forme quadratique. Sa forme polaire est la forme bilinéaire symétrique
de matrice A dans la base canonique de K™.

Exercice 7 Soit B : E x ' — K une forme bilinéaire. Alors, ’applica-

tion £ — K, z — B(z,z) est une forme quadratique de forme polaire
B(wvy);rB(y,a:) .

4.2 Matrices

Supposons que E posséde une base (eq,...,ey). Si ¢ est une forme qua-
dratique sur F, de forme polaire (), on dit que la matrice :

Mat(q)e := (Q(eis €5))1<ij<n

est la matrice de ¢ dans la base e. C’est une matrice symétrique !

Proposition 4.2.1 L’espace vectoriel 2(E) des formes quadratiques sur E
est isomorphe a l'espace des matrices n X n symétriques o coefficients dans
K. En particulier 2(E) est de dimension %

Remarquons que si A est la matrice de g dans la base e alors pour tous
vecteurs :
r=x1€1+..+zTpe, € F

on a:
q(r) ="' XAX
1

ou X =

Tn

Formule de changement de bases

Soient e := (eq,...,ep) et € = (€], ...,€},) deux bases de E. Alors si P est
la matrice de passage de e a €/, les matrices A de ¢ dans la base e et A’ de
g dans la base ¢’ vérifient :

A =tPAP .

On dit que deux matrices A, B € .#,,(KK) sont congruentes s’il existe une
matrice inversible P telle que :

B=!'PAP .
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x
FExemple : Dans la base canonique de R?, la forme quadratique gq =
Y
2 2 v :
Tty etqr 1= zy ont pour matrices :
Yy
10 0o 1
et . 2
0 1 5 0

Remarque : Comment savoir si une fonction ¢ : £ — k est une forme
quadratique ?
— on essaie de deviner ¢ : E' x E — k bilinéaire (symétrique) telle que

p(z,z) = q().
— ou bien on vérifie que q(tz) = t?q(z) (facile) si ce n’est pas le cas,
q n’'est pas une forme quadratique. Si c’est le cas on vérifie que x,y —
q(x 4+ y) — q(x) — q(y) est bilinéaire (beaucoup de calculs en perspective).
EXEMPLE : — Soit [ € E*, alors [? est une forme quadratique sur E.
— Soient [1,1ls € E*, alors [1ly est une forme quadratique sur E.
Un polynéme homogéne de degré 2 en x1, ..., x, est une expression de la
forme : alvlm% + ...+ anmx% + Zl§i<j§n a; jx;x; ou les a; ; € k.

Proposition 4.2.2 Soit E un K—espace vectoriel avec une base eq, ..., en.
Les formes quadratiques sur E sont les applications de la forme :

q: F—-K
telles que pour tout x = x1e1 + ... + xpe, € E, x1, ..., 2, € K,
q(x) = P(x1, ..., p)
ot P est un polynéme homogéne de degré 2 en les x;.

Démonstration : Posons a; ; := Q(e;, ej) pour tous 1 <i,j <n. Alors :
q(x) = Q(z1€1 + ... + Tpen, x1€1 + ... + Tpey)
= > zx;Qei )

1<i,j<n

= D aimi

1<ij<n
_ 2
= A2 + 2&1‘7]'331'93]‘
1<i<n 1<i<j<n

car a;j = aj; donc a; jx;xj + a;j;r;T; = 2a; jT;T;. q.e.d.
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Remarque : Soit q(z1,...,7,) == 3, a;27 + > i<j2aijxir; une forme
quadratique sur K". La matrice associée est symétrique et son coefficient
(4,7), @ < j, est a; j i.e. la matrice associée est :

1 0Oq
(*f)i,j :
2 0x;0x;
La forme polaire de ¢ est :
Qz,y) = ajmyi + Y aij(Tiy; + Tjv:)
i i<j

pour tous z = (21, ..., Zn), Y = (Y1, ..., yn) € K".
Ezemple : sur R3, la forme quadratique ¢(z,y, z) = 322 +y% + 2zy — 322
a pour matrice :

3
3 1 -3
1 1 0
3
-3.0

dans la base canonique de R3.

4.3 Rang, noyau, cone isotrope

Soit ¢ une forme quadratique sur E. On suppose E de dimension finie.
Le rang de q est le rang de sa forme polaire ) c-d-d le rang de la matrice
(Q(es, €5))1<i,j<n pour une base ey, ..., e, de E quelconque. C’est indépendant
de la base choisie.

Le noyau de ¢ est le noyau de sa forme polaire @ i.e. :

kerg={x € FE :VyeFE, Q(z,y) =0} .
Il ne faut pas confondre le noyau de g et son cone isotrope :
C(q) =={ze€E : q(z) =0} .

On a toujours ker ¢ C C(q) mais attention, en général C'(¢q) n’est pas un
sous-espace de E.
Ezemple : Si q(x,y) = zy, kerq = {0} et C(q) = (x =0) U (y = 0).

Définition 1 Une forme quadratique q est définie si son cone isotrope est
nul i.e. si g(x) =0 = x = 0. Une forme quadratique est non dégénérée si
son noyau est nul.

Ezemple : q(xz,y) = zy est non dégénérée mais n’est pas définie. En
revanche, q(x,y) = 22 4+ y? est définie (et donc non dégénérée sur R?).
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4.4 Diagonalisation faible

Jusqu’ou peut-on simplifier ’expression d’une forme quadratique par le
choix d’une base convenable ?

Toute forme quadratique peut s’exprimer comme une forme diagonale
dans une certaine base.

On dit que deux vecteurs z,y € FE sont orthogonaux pour une forme
quadratique ¢ sur E de forme polaire @ si Q(x,y) = 0.

Théoréme 4.4.1 Soit g une forme quadratique sur E un IK—espace vectoriel
de dimension finie. On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux pour
q st Q(z,y) = 0 pour la forme polaire Q de q. Alors, il existe toujours une
base e1,...,e, de E formé de vecteurs deux & deux orthogonaux i.e. o la
matrice de q est diagonale.

Démonstration : On raisonne par récurrencesur n la dimension finie. Si
n =1, il n’y a rien & montrer. Si ¢ = 0, c’est évident. Sinon, soit ey tel que
qler) # 0. Soit H := {x € E : Q(e1,z) = 0}. Le sous-espace H est de
dimension n— 1 car c’est le noyau de la forme linéaire :F — K, z — Q(z, 1)
(non nulle car g(e1) = Q(e1,e1) # 0). Par hypotheése de récurrence, il existe
une base es, ..., e, de E de vecteurs deux a deux orthogonaux. Alors, la base
el, ..., ey convient. q.e.d.

Remarquons que si la base ey, ..., e, est orthogonale pour ¢, alors g(x1e1+
et Tpey) = alzv% + o+ anx% ou a; = q(e;) pour tout i.

Corollaire 4.4.1.1 Toute matrice symétrique est congruente a une matrice
diagonale.

Ezemple :

-~
—_
—_
o
S N

D=

Meéthode de Gauss

Soit q(x1, ..y ) = Doy ai,ix% + Di<icj<n @i jTizj une forme quadra-
tique sur IK™. Nous allons écrire ¢ comme une combinaison de carrés de
formes linéaires indépendantes en procédant par récurrence sur n.

Premier cas : il existe un indice 7 tel que a;; # 0 par exemple : a1 =
a # 0. Alors q(z1, ..., xn) = ax? +x1B(x2, ..., ) + C (22, ..., T,,) 01 B est une
forme linéaire et C' une forme quadratique en les xo, ..., x,,. On écrit alors :

B(.CCQ,

2
%,'f%)) +<C($2,...,.’L'n)_

B(xg, ..., x5)?
4a

)

q(z1,...,xn) = a (1’1 +
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puis on applique I’hypothése de récurrence a la forme quadratique C'— Jf—j.
On obtient des formes linéaires indépendantes en les xo, ..., ;. Ces formes
lionéaires sont forcément indépendantes de la forme linéaire x1 + 2%.

Deuzieme cas : Tous les indices a;; sont nuls. Si ¢ = 0 c’est fini sinon il
existe ¢ < j tel que a; ; # 0. Par exemple, a1 2 = a # 0. On peut alors écrire :

q(x1, .oy xy) = ax1we + v1B(23, ... Tp) + 22C (23, ..oy ) + D(x3, ..., Tp)

ou B, C sont des formes linéaires et D une forme quadratique en z3, ..., Ty,.
On écrit alors :

c B BC
q(x1, ..., zn) = alx) + E)(a?g + E) + (D — T)
a C B\? C B\? BC
—(x1+$2++) —(:):1—902—1——> +(D—-—)
4 a a a a a

les deux premiers termes sont des carrés de formes linéaires indépendantes

et on itére la méthode de Gauss a partir de la forme quadratique (D — BTC)

La méthode de Gauss donne automatiquement des formes linéaires indé-
pendantes.

Supposons que E est de dimension n. Soit ¢ : £ — K une forme qua-
dratique. Si [y, ..., [, est une famille de formes linéaires linéairement indépen-
dantes telles que :

q= all% + ...+ anl?1

pour certains a; € K, alors 1, ...,1, est une base de E* et si ey, ..., e, est la
base anteduale i.e. :

V1<i,j<n,li(ej) =26,

alors, la base e, ..., e, est orthogonale. En effet, si on note () la forme
polaire de ¢, on a :

1 1
Qlei ej) = S(alei +¢j) — alei) — alej)) = 5(ai + a; — a; — a;) =0
sii#j.
4.5 Classification des formes quadratiques complexes

On suppose que E est un C—espace vectoriel de dimension finie n.

Théoréme 4.5.1 Soit q : E — C wune forme quadratique sur E. Alors il
existe une base ey, ...,e, de E telle que :

glz) =22 + ... + 22

pour tout x = xri1e1 + ... + xpe, € E. L’entier r est le rang de q.
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Remarque : 0 <r <n.
« Le rang des formes quadratiques sur C les classifient complétement » .
En revanche sur R, le rang ne suffit pas ...

4.6 Classification des formes quadratiques réelles

On suppose que E est un R—espace vectoriel.

Une forme quadratique f sur E est positive si pour tout x € E, f(z) > 0.
On dit que f est définie positive si pour tout 0 # = € E, f(x) > 0. On définit
de méme les formes quadratiques (définies) négatives.

Théoréme 4.6.1 Supposons que E est de dimension finie n. Alors, il existe
une base eq, ..., e, de E telle que pour tout x = x1e1 + ... + zpe, € F,

2 2 2 2
fl@)=a1+ . +a,—7p — o — 7y,
ot p,q > 0, p+ q < n. De plus les entiers p,q sont indépendants de la base
€1,...,en et p+q=r le rang de f.

On apppelle (p, q) la signature de f.

La signature classifie les formes quadratiques réelles.

Supposons que E est un R—espace vectoriel de dimension n. Soient
l1,...,1, des formes linéaires indépendantes sur E. Soient aq, ..., a, des réels.
Alors la forme quadratique a1l? + ... + a,l2 (quelle est sa forme polaire ?
(exo)) est de signature (p,p’) ot p est le nombre de coefficients a; > 0 et p’
celui des a; < 0 et son rang est r = p + p’ le nombre de coefficients a; # 0.
Démonstration : Soit ey, ..., e, la base anteduale de [y, ..., l,. Alors g(z1e1 +
ot Tpen) = a17? + .+ apa?. Soit b; > 0 tel que b? = |a;| si a; # 0. Quitte
a remplacer les e; par Z—Z, ona:a;==21oudl.

g.e.d.

Proposition 4.6.2 Soit f une forme quadratique sur E de signature (p,q)
alors p est la dimension mazximale d’un sous-espace sur lequel f est définie
positive et q la dimension mazximale sur lequel [ est définie négative.

Démonstration : Soit eq, ..., e, une base de F telle que :

f(x) :x%+...+x§—x§+1 —...—3:]2)+q
pour tout * = x1e; + ... + Tpe,. Notons py la dimension maximale d'un
sous-espace sur lequel f est définie positive. La forme f est définie po-
sitive sur (eq,...,ep). donc p < py. D'un autre coté, f est négative sur
F := (ept1,...,en). Donc si f est définie positive sur un sous-espace P de
dimension p4, on a: PN F = 0. Donc :

dim(P+ F)=dimP +dimF <n
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Spr<n—dmF=p.

g.e.d.
Soit £ un R—espace vectoriel de dimension n.

Proposition 4.6.3 Soit f : E — K une forme quadratique définie positive.
Alors il existe une base (eq,...,e,) de E telle que

flz) =224+ ..+22

pour tout x = xi1e1 + ... + xpe, € E.

4.7 Formes hermitiennes

Les formes quadratiques définies positives jouent un réle important, on
peut les utiliser pour définir des normes et des fonctions longueurs. Sur un
C—espace vectoriel il ne peut y avoir de formes quadratiques définies po-
sitives car si g(x) > 0, alors : ¢(iz) = —¢(z) < 0. Néanmoins, on peut
construire une théorie semblable & celle des formes quadratiques réelles sur
un espace vectoriel complexe en utilisant, & la place des formes quadratiques,
les formes hermitiennes introduites par Charles Hermite (1822-1901).

Soit E un C—espace vectoriel.

Une forme hermitienne sur E est une application h : E — R de la forme
h(z) = H(x,z), pour tout x € E, ot H : E x E — C est sesquilinéaire et a
symétrie hermitienne i.e. :

H(z,y+ty') = H(z,y) + tH(z,y')
H(x+t2' y) = H(z,y) +tH (2, y)
H(z,y) = H(y, =)
pour tous z,y € E, t € C.

La forme H est déterminée par h. En effet, comme pour les formes qua-
dratiques, on a des formules de polarisation pour les formes hermitiennes :

1

Re(H(z,y) = 5 (h(z +y) — h(z) = h(y))

T (H () = 3 (h(a) + h(y) — h(z + i)

ou :

H(z,y) = § (h(w +y) — iz —y) +ih(x + iy) — ih(z — iy))

k=0,1,2,3

=3 ( 3 ikh(x—i—z’ky))
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On appelle H la forme polaire de h.
Ezemple : soit A € #,(C) telle que :

A=A
on dit que A est hermitienne. Alors sur C”, ’application :
C"—>R, Z—'ZAZ

est une forme hermitienne.
Remarque : Iespaces des formes hermitiennes de E dans IR est un R—espace
vectoriel.

Matrices

Si h est une forme hermitienne sur FE, de forme polaire H, si v =
(v1, ..., vy) est une base de E, alors la matrice

A = (H(vi,v5))1<ij<n

est appellée la matrice de h dans la base (v1,...,v,). La matrice A est égale

a sa transconjuguée i.e. :
A="A

(en particulier la diagonale est réelle).
Une matrice A telle que A = A est appelée hermitienne.
Souvent on note A* & la place de 'A.

Exercice 8 Si A, B € #,(C), (AB)* = B*A*.
Six=uz101 + ... + XUy, T1,...,x, € C, la valeur h(x) est donnée par
h(z) ="XAX
X1
ou X :=

Tn

Changement de bases

Si v/ =v),...,v], est une autre base de F, si P est la matrice de passage
de v a v/, alors la matrice de h dans la nouvelle base est

A= P*AP .

Exercice 9 Soit H € .#,(C) une matrice hermitienne. Alors il existe S une
matrice symétrique réelle et A une matrice antisymétrique réelle telles que
H = S +1iA. En déduire que I'espace des matrices hermitiennes de taille n

est un espace vectoriel réel de dimension n?.
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Rang

Le rang d’une forme hermitienne h est le rang de sa matrice dans une
base. Ce rang ne dépend pas de la base choisie & cause de la formule de
changement de base.

Exemple : Sur C?, la forme hermitienne :

3 3
hz,y) = |z|* — 2Jy|* + S0+ 5Ty

a pour matrice

dans la base canonique de R?. C’est donc une forme de rang 2.

Méthode de Gauss

Comme une forme quadratique, toute forme hermitienne se « réduit »
en une combinaison linéaire réelle de modules au carré de formes linéaires
complexes linéairement indépendantes. Il suffit de remplacer dans la méthode
de Gauss des formes quadratiques les carrés par des carrés de modules.

Exemples : hyi(z,y) = 27+7Ty se réduit en 1 (|z+y[2—|z—y|?). ha(z,y) =

|z|* +|y|* — 26Ty + 202G+ 2yZ 4272 se réduit en [z —2iy|* -3 |y — F| +3]2]°.

Théoréme 4.7.1 Soit h une forme hermitienne sur un espace vectoriel com-
plexe V' de dimension n. Il existe une base v1,...,v, de V ou

h(v) = |x1|2 4+ ...+ ]a:p|2 — |xp+1\2 — |xp+q]2

pour tous v = x1v1 + ... + xpvy € V' et pour certains entiers p,q > 0 tels que
p+qg<n.

Les entiers p, ¢ sont indépendants de la base choisie et on dit que (p, q)
est la signature de h. De plus, p + ¢ est le rang de h.

Si h = ai|l1]? + ... + a,|l|* pour certaines formes linéaires indépendantes
sur V et certains a; € R, la signature de h est (p,q) ou p est le nombre de
a; > 0, g est le nombre de a; < 0.

On dit qu’une forme hermitienne h sur un espace vectoriel E est positive
si pour tout z € E, h(xz) > 0. On dit qu’elle est définie positive si pour tout
0#x€FE, h(zx)>0.

On définit le noyau d’une forme hermitienne comme le noyau d’une forme
quadratique i.e. : si h est une forme hermitienne sur un espace E de forme
polaire H le noyau de h est :

kerh={x € F : H(z,y) =0 pour tout y € E} .
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4.8 Formes quadratiques et hermitiennes positives

Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel E¥ ou une forme
hermitienne sur un C—espace vectoriel E. On notera ® la forme polaire de

®.

Lemme 4.8.1 Supposons E de dimension finie. Si ¢ est positive (respecti-
vement définie positive) sur E, alors le déterminant de la matrice de ¢ dans
une base est > 0 (respectivement > 0).

Théoréme 4.8.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Siy est positive, alors
pour tous x,y € B :

(2, 9)|> < p(2)¢(y)
st de plus, @ est définie positive, il y a égalité si et seulement si x,y sont liés.

Corollaire 4.8.2.1 (Inégalité de Minkowski) Si ¢ est positive, alors pour
tous x,y € & :

\/90(96+y) < \/SO(SC)Jr\/sO(y) -

4.9 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Définition 2 Soit A = (a;)1<ij<n une matrice n x n. Les mineurs princi-
pauz de A sont les nombres 0y = dét ((a; j)1<ij<k), 1 <k < n.

EXEMPLE : §,, = détA.

Théoréme 4.9.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit q une
forme quadratique réelle sur E. Soient eq, ..., e, une base de E et A la matrice
de q dans cette base. Si tous les mineurs principaur de A, 1, ...,0,, sont non
nuls alors il existe une unique base f1, ..., f, de E telle que :

i) f1,..., fn est une base orthogonale ;

i) pour tout k, fr = er mod (eq,...,ex_1).

De plus les fi vérifient : q(fr) = é,ff 1<k<n (§:=1).

1

Remarque : Si ¢ est définie positive, tous les d; sont > 0 et on obtient une

base orthonormale en posant fj, := S

a(fx)
Remarque : L’hypothése sur les mineurs signifie que ¢

est non

(e1,..ex)
dégénérée pour tout k. Par exemple si ¢ est définie positive (sur R). Le
théoréme est encore vrai en dimension dénombrable.

Corollaire 4.9.1.1 Soit EE un espace vectoriel de dimension finie n.

Soit ¢ une forme quadratique (ou hermitienne) sur E. Soit A la matrice
de ¢ dans une base. On note |A1|, ..., |A,| les mineurs principauz de A et Ay
les matrices (A; ;)i jer pour toute partie I de {1,...,n}.
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i) La forme ¢ est définie positive < tous les mineurs principauzr |Ag|,
1 <k<n sont>0.
ii) La forme ¢ est positive < |Ar| > 0 pour tout I C {1,...,n}.

EXEMPLE : La forme quadratique ¢(z,y) = ax? + 2bxy + dy? est définie
positive si et seulement si a,ad — b > 0. Elle est positive si et seulement si
a,d,ad —b> > 0.

Corollaire 4.9.1.2 Soit A = (a; j)1<i j<n une matrice.
i) Si A est symétrique réelle ou hermitienne définie positive, alors :

|détA| S a1.1---Gpn -
ii) Inégalité d’Hadamard :

Si A est compleze, alors :

2 .

n n
‘détA| § H Z |(I7;7j
j=1 \i=1

Corollaire 4.9.1.3 Soit q : E — R une forme quadratique réelle de matrice
A dans une base e, ...,e, de E. On note 41, ..., 0, les mineurs principauz de

A. Si b1, ..., 6, sont non nuls, alors la signature de q est (n — s,s) ot s est
le nombre de changement de signes dans la suite :
1,61,...,0n .

4.10 Orthogonalité

Soit ¢ une forme quadratique ou hermitienne sur E (dans le cas de la
forme hermitienne, on suppose bien sir que E est un espace vectoriel com-
plexe) de forme polaire ®. On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogo-
naux (sous-entendu pour ®) si ®(x,y) = 0.

Si I est un sous-espace de E, on note F* := {x € E : ®(x,y) =
0 pour tout y € F'}.

Exercice 10 Vérifier que si F} C Fy, alors Ff- D) FQJ-

Théoréme 4.10.1 Si E est de dimension finie, alors :
i) dim F 4 dim F+ = dim E + dim(F Nker ) ;
i) F+ = F + ker .

Proposition 4.10.2 Soit ¢ une forme quadratique (ou hermitienne) sur E
non dégénérée. Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. Si ¢ est
définie ou si |p est non dégenérée, alors :

NF@®Ft=FEetii) F*- = F .



Chapitre 5

Espaces euclidiens et
hermitiens

5.1 Espaces euclidiens

Un espace euclidien est un R—espace vectoriel ' de dimension finie, muni
d’une forme quadratique définie positive. On notera (z,y) la forme polaire
associée évaluée en z,y € E. On dit que (-, ) est un produit scalaire .

Ezxemple standard : L’espace R™ avec le produit scalaire usuel :

(z,y) = 191 + ... + TnYn

ou = (T1, .0y @), Y= (Yly vy Yn)-
Ezemple : L’espace des fonctions continues sur lintervalle [—1, 1] avec
le produit scalaire :

(fr9) = /_11 f(t)g(t)dt .

On peut définir la longueur d’un vecteur et I'angle entre deux vecteurs
dans un espace euclidien. On peut définir ces notions de sorte qu’elles coin-
cident avec les définitions usuelles dans R? et R3.

Soit E, (-,-) un espace euclidien.

On pose :

lz| :==/(z,x) .
Proposition 5.1.1 Pour tous x,y € F,
(2, y)] < [=]ly]
et ’égalité est réalisée si et seulement si les vecteurs x,y sont colinéaires.

Si x,y € E sont des vecteurs non nuls, on définit [’angle entre x et y
comme le réel zy € [0, 7] tel que :

—~

z,y)
Ei

CcoSTY =

37
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En particulier, zy = 0 ou 7 si et seulement si x,y sont colinéaires. Si x
et y sont orthogonaux i.e. si (z,y) = 0, alors zy = 7.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz se généralise avec les matrices de Gram.

Soient aq,...,a; € E. La matrice :
(a1,a1) (a1,a2) ... (a1,ak)
Clar o ap) = (ag,a1) (az,a2) ... (ag,ar)
(ag,a1) (ag,a2) ... (ak,ag)

est la matrice de Gram du systéme (ay, ..., ag).

Théoréme 5.1.2 Pour tous ay,...,a; € E, dét(G(aq,...,ar)) > 0. L’égalité
est atteinte si et seulement si les vecteurs ay, ..., ap sont liés.

Une base orthonormale de E est une base (eq,...,e,) de E ou la matrice
de (-,-) est l'identité i.e. :

(ei,ej) =1sii=j, 0 sinon.

Soit eq,...,e, une base de E. Soient x = xie1 + ... + Tpe, € E, y =
y1€1 + ... + Ynen, alors :

(z,y) = 2191 + ... + Tpyn et 2| = \/m )

En particulier, si €], ..., €/, est une autre base orthonormale de F, la ma-
trice de passage O de (e1,...,e,) & (€], ..., €},) vérifie :

too =1, .

Proposition 5.1.3 Pour une matrice O € #,(R), sont équivalentes :
i) '00 = I, ;
i) O'O = I, ;

ii1) O est une matrice de passage d’une base orthonormale dans une autre.

On dit dans ce cas que O est une matrice orthogonale . On note O,(R)
I’ensemble des matrices orthogonales n x n.

Exercice 11 O,(R) est un sous-groupe de GL,(R).

Proposition 5.1.4 Une matrice orthogonale est de déterminant +1.
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Projection orthogonale

Soit F' un sous-espace de E. On note F+ son orthogonal pour le produit
scalaire (-, -). Comme le produit scalaire est défini, on a :

E=F@oFt
autrement dit tout vecteur x € F se décompose de maniére unique en :
r=y-+=z
otty € F,z € F+. On note y := prp(z), 2 := ortp(x).
Proposition 5.1.5 Si ey, ..., e, est une base orthogonale de F, alors :

k
pryp(r Z

=1

617 ez

k

ortp(z) =x — Z Mei .

— (€, €:)

Retour sur la méthode de Gram-Schmidt

Sieq,...,e, est une base de E, on peut construire une base orthogonale
(f1,-., fn) de E de la maniére suivante :

on pose : Vi := (e1,...,ex) si0 < k <netpourtout 1 <k <mn:

fr = orty,_, (ex)

k—1 .
Z ( k> fz)

=€ — =
; = (fi, fi) I
Remarque : la famille (( flf 1f1)""’ 0 f,{T}n)) est une base orthonormale de
E.

Ezxemples standards :
les polynémes orthogonaux
E = IR[X], e = XL,
i) ( = [ fg: far1 = (2"7”!),@% (2 —1)" (Legendre);

fa) =Y \/ﬁﬂdt fi =1, fay1 = 2""'T,, Tchébychev Isin > 1

i.e. Tn(cost) = cos(nt); iii) (f,9) = [1, F(®)g(t)VT —2dt - f, = 27718,
Tchébychev 11 i.e. sintS,,(cost) = sin(nt).

Ezxemple : Soit A € GL,(R). En appliquant la méthode de Gram-
Schmidt, on montre qu’il existe une unique fagon d’écrire

A= BO

ou O est une matrice orthogonale et B une matrice triangulaire supérieure
a coefficients diagonaux > 0.
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5.1.1 Distances
Soient x,y € E, on pose d(z,y) := ||z — y|| ;== V(z —y,z — ).

On a pour tous z,y,z € E : 1) d(z,y) = d(y,z) > 0;

i) d(z,y) =0z =y;

iii) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

On dit que d est une distance.

Si F' est un sous-espace de E, on note d(z, F) := infycp ||z — y|| la
distance de x & F'.

Théoréme 5.1.6 d(x, F') = |lortp(x)|| = ||z — prp(x)||. Et prp(x) est LE
point de F' le plus proche de x.

Proposition 5.1.7 Soit ey, ..., e une base de F'. On a :

détG(eq, ..., ek, x)
d F 2 — 9 9 9
@ ) = &Gler, o en)

Démonstration :Siz € (eq,...,ex), alors, d(z, F) = 0 et détG(eq, ..., e, x) =
0. Si z & {(e1,...,ex), alors, on pose exy1 = x et V; := (ey,...,e;) pour
tout i. Il existe une base (unique) orthogonale de (e1, ..., ek, ex+1) telle que
fi = e;mod (eq,...,e;—1) pour tout 1 < i < k+ 1. Si T; est la matrice de
passage de la base eq, ..., ¢; de V; dans la base f1, ..., f;, alors T; est triangulaire
supérieure avec une diagonale de 1, donc de déterminant 1. Donc :

G(f17 ceey fl) = tﬂG(elv seey el)ﬂ
donc || f1]|?...|fi]|* = détG (e, ..., €;) pour tout i. En particulier :

détG(eq, ..., ex, )

2 _
”fk-HH N détG(el,...,ek)

Or1, fri1 = Liey,...ep) () = Lp(x). Donc :

détG ey, ..., ex, @)
2 2 o
=d(z,F)? =

I frrall (, F) détG ey, ..., er,)

g.e.d.
Volume des parallélépipédes
Soient aq, ...,a, € E. On note

n
P(ay,...,ap) := {Zmai :0< 21, ...,xp, < 1}
i=1

c’est le parallélépipéde défini par (a1, ..,a,). On dira que P(a,...,an—1)
est la base de P(ay,...,an) et que |[ort(,, o y(an)|| est sa hauteur.
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Définition 3 On définit par récurrence sur n le volume d’un parallélépipéde
défini par n vecteurs :

vol(P(a1)) = ||a1]]

vol(P(a1,...,an)) := vol(P(a1, ...,an—1)).||ort(q, . a, 1y (an)l| -

Cette définition correspond aux définitions usuelles lorsque n = 1,2,3
(exo).
Théoréme 5.1.8

VOl(P(a1, ..., an)) = 1/détGar, ..., an)-

Soit ey, ..., e, une base orthonormale de E. Si a1, ...,a, € E sont donnés
par une matrice A = (a;;)i<ij<n i-€. :

n
a; = Zamei
i=1
pour tout j, alors :
vol(P(ai, ...,an)) = |détA| .
En effet, G(a1,...,a,) = LAA.

5.1.2 Isomorphismes

Deux espaces euclidiens E7, F, munis de leurs produits scalaires : (-, -);
et (-, )2 sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espace vectoriel :

(o FEiy — Ey
tel que :(¢(z), v(y))2 = (z,y)1 pour tous z,y € E.

Théoréme 5.1.9 Deux espaces euclidiens de méme dimension finie sont
isomorphes.

5.2 Espaces hermitiens

Un espace hermitien est un C—espace vectoriel de dimension finie muni
d’une forme hermitienne h définie positive.

Les espaces hermitiens sont les analogues complexes des espaces eucli-
diens.

Soit E un espace hermitien. On notera (-,-) la forme sesquilinéaire a
symétrie hermitienne correspondante. On dit que (-, -) est un produit scalaire.

Voici un exemple standard :
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C"™ muni de h(z) = |z1|> + ... + |2,|? pour tout z = (z1,...,x,) € C™.
La forme polaire est donnée par : (z,y) := > i T;y; pour tous z,y € C" de
coordonnées x;, y;.

Dans un espace hermitien, on définit la norme d’un vecteur x par :

||| ==/ (@, 2) .
L’inégalité de Cauchy-Schwarz est encore valide :

|, ) < [l=[[l]yl|

pour tous z,y € F.
On dit qu’'une base (eq,...,e,) de E est orthogonale si pour tous i # j,
on a :

(eivej) =0

si de plus, pour tout i, (e;,e;) = 1, on dit que la base est orthonormale.

Proposition 5.2.1 Si E est un espace hermitien, alors E admet au moins
une base orthonormale.

Remarque : si eq, ..., e, est une base orthonormale de E. Alors pour tous
vecteurs £ = x1€1 + .... + Tnen,y = y1€1 + ... + ype, de E, on a :

(z,y) ='XY

ou X := : , Y =

Tn Yn
Les matrices de changement de bases entre deux bases orthonormales
sont appelées unitaires .

Proposition 5.2.2 Une matrice U € GL,(C) est unitaire si et seulement
si tUU = 1,,.

On note U, (C) ensemble des matrices unitaires n x n. Remarque : Les
matrices unitaires forment un sous-groupe de GL,,(C). De plus , |détU| =1
siU € Uy, (C).

Ezemple : Si n = 1, U;(C) est le groupe des nombres complexes de
module 1.

Comme dans le cas des espaces euclidiens, si F' est un sous-espace vecto-
riel d’un espace hermitien F, alors

E=FaoFt.
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Et si F' a une base orthonormale (f1, ..., fx), alors pour tout x € E,

k k

pre(z) = Z(:c, fi)fietortp(x) = o — Z(m, fi)fi

i=1 =1

sont les projections de z sur F' et F'* relativement & la décomposition E =
FoFt

Proposition 5.2.3 (décomposition d’Iwasawa) Soit A € GL,,(C). Alors
il existe un unique couple U, T ou U est unitaire, T triangulaire supérieure
a coefficients diagonauz > 0 tel que A =UT.

5.3 Réduction des matrices symétriques et des en-
domorphismes adjoints

Soit E un espace euclidien ou hermitien muni d’un produit scalaire : (-, -).

5.3.1 Adjoint d’un endomorphisme

On dit que deux endomorphismes f,g de E sont adjoints si pour tous
r,y€e B

() (f(2),9) = (2,9(y)) -

Proposition 5.3.1 L’endomorphisme f € ZL(E) étant donné il existe un
unique endomorphisme g de E qui vérifie (x). On dit que g est l’'endomor-
phisme adjoint de f et on le note f*.

Par définition, on a toujours :

(f(@),y) = (2, [*(y))

pour tous z,y € E et tout f € Z(F).

On a aussi : f** = fsi f € Z(E).

Si f* = f, on dit que f est autoadjoint .
Démonstration : Soit f un endomorphisme de E. Soit B une base orthonor-
mée de E. Soit M la matrice de f dans la base B. Soit g € .Z(FE). On note
N la matrice de g dans la base B.

On voit que (*) est vérifiée si et seulement si pour tous vecteurs X,Y €

K" (K=RouC)ona:
(MX)*Y = X*(NY)

ou encore
X*M*Y = X*NY .
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L’endomorphisme g est donc I'adjoint de f si et seulement si sa matrice dans
la base B est N = M*. g.e.d.

Remarques :
— Si B est une base orthonormée de FE, alors

Mat(f*)5 = (Matg(f))* .

Attention, cela n’est vrai que lorsque la base est orthonormeée.

— Si E est euclidien, un endomorphisme est autoadjoint si et seulement
si sa matrice dans une base orthonormée est symétrique.

— Si FE est hermitien, un endomorphisme est autoadjoint si et seulement
si sa matrice dans une base orthonormée est hermitienne.

5.3.2 Reéduction

Soit u un endomorphisme de E. On dit que u est normal si uu* = u*u.
C’est le cas si u est autoadjoint ou si u est unitaire (i.e. v*u = Idg) ou
S
si u* = —u.

Lemme 5.3.2 Si u est normal, alors pour tout x € E, ||u(z)|| = ||u*(x)]].

Lemme 5.3.3 Siu est normal et si F' est un sous-espace de E stable par u,
alors F* est stable par u*.

Théoréme 5.3.4 Soit u un endomorphisme autoadjoint de E. Alors, il existe
une base orthonormée de vecteurs propres de E. De plus, dans le cas hermi-
tien, les valeurs propres sont toutes réelles.

Version matricielle : si A est une matrice symétrique réelle (resp.hermitienne
complexe), alors il existe une matrice orthogonale O (resp.une matrice U uni-
taire) et une matrice diagonale réelle telle que :

A=0D'O=0DO!

resp. :
A=UDU*=UDU .
. . 1 1: . .
Remarque : La matrice symétrique n’est pas diagonalisable sur
i1
C.

Théoréme 5.3.5 (des axes principaux ou diagonalisation forte) Soit
q une forme quadratique réelle sur un espace euclidien E de dimension n.
Alors il existe une base orthonormale de E : eq, ..., e, telle que :

q(z) = Mz? + .+ N2
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pour tout x = x1e1+ ...+ xpe, € E (autrement dit, la base ey, ..., e, est aussi
orthogonale pour q). De plus, les \; sont les valeurs propres de la matrice de
q dans une base orthonormale quelconque de E et le rang de q est (r,s) ot
r est le nombre d’indices 1 tels que A\; > 0 et s le nombre d’indices i tels que
A < 0.

Proposition 5.3.6 Soit u un endomorphisme adjoint. Alors les espaces propres
associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonauz.

Corollaire 5.3.6.1 (racine carrée d’une matrice hermitienne positive)
Soit H une matrice hermitienne positive. Alors il existe une unique matrice
hermitienne positive R telle que R?> = H.

Corollaire 5.3.6.2 (Décomposition polaire) Soit A une matrice com-
plexe inversible. Alors, il existe un unique couple (U, H) tel que U est uni-
taire, H hermitienne définie positive et A = UH.

5.3.3 Quadriques

Soit E un R—espace vectoriel.

Définitions : Une fonction quadratique sur E est une fonction F : E —
R de la forme

F=q+l1l+c

ou :

— q est une forme quadratique non nulle sur F;

— [ est une forme linéaire sur F ;

— c est une constante réelle.

On notera gr := q la partie forme quadratique de F'.

On appelle quadrique un sous-ensemble de E de la forme :

2r:={re€FE : F(x)=0}

ou F est une fonction quadratique .

Si E est de dimension 2, on parle de conique.

Ezemples : les cercles, les ellipses, les hyperboles, les paraboles.

Si F'=q+ 1+ C avec g une forme quadratique, [ une forme linéaire et C'
une constante, on définit [’homogénisé de F par :

Hp(z,t) == q(z) + l(2)t + Ct?

pour tout (z,t) € E x R. La fonction Hp est une forme quadratique sur
E xR (exo).

Remarque : on a: Hp(z,t) = t*F(%) si t # 0.

Si une quadrique 2 de E peut étre définie par une fonction quadratique
F telle que la forme quadratique Hp est non dégénérée, alors on dit que 2
est une quadrique non dégénérée.
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Exemple : la conique d’équation 2 —y = 0 dans IR? est non dégénérée
car si on pose F(z,y) := 22 —y, alors Hp(z,y,t) = 22 — yt et Hp est une
forme quadratique non dégénérée sur R? (en effet, sa matrice dans la base

1 0 0
canonique de R3 est la matrice | 0 0 —% qui est inversible).
0 -+ 0

2
Remarque : une quadrique, méme non dégénérée, peut-étre vide : x2 +
y?> 4+ 1 =0 n’a pas de solution dans R?.

Changement de variables

Proposition 5.3.7 Soit F' une fonction quadratique sur E. Soient o € E
et uy, ..., un une base de E. Si on pose G(x1,...,xy) := F(o+ x1u1 + ... +
Tnly) alors, on obtient une fonction quadratique G sur R™ et les formes
quadratiques

— qg et qrp d’une part,

— Hp et Hg d’autre part, ont la méme signature si K = R.

En particulier, si Hp est non dégénérée, alors Ha aussi et la quadrique
de R™ d’équation G(x1,...,xy) = 0 est aussi non dégénérée.

Démonstration : Notons [ la partie linéaire de I’ et ¢ sa partie constante :
F=qr+l+c
donc si x1, ..., x, € R™, alors on a :
G(x1y.yxp) = Flo+ zug + ... + xpuy)
=qr(o+ z1u1 + ... + Tpuy) + 10+ z1u1 + ... + THUL) + €
= qr(0)+2B(0, z1ur+...4xnun)+qr (T1ur+...+Tpuy )+ (0)+Hl(x1us . .+ 2pun )+
(ot B est la forme polaire de gr)
= F(0)+2B(0,x1u1+ ...+ xpup) +l(z1u1 + ... + Tty +qrp (101 + ..+ Tpuy,) -
Donc G est une fonction quadratique avec pour partie quadratique :
a (1, oy Tp) = qr(T1U1 + ... + THUy)
pour partie linéaire :
2B(0,x1uy + ... + Tpuy) + L(z1ug + ... + Tpuy)

et pour constante F'(0).
Donc la matrice de qg dans la base canonique de R"™ est la matrice de
qr dans la base uq, ..., u,. Donc gqr et gg ont la méme signature.
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Sit=#0,0na:

Hg(z, .y xp,t) = tzG(— ey —)

xr X
= 2F(o + %ul o )

to+ xiup + ... + xpuy

" )
= Hp(to+ x1uq + ... + Tpun, t)
= Hp(x1(u1,0) + ... + 25 (up, 0) +t(0,1)) .

= ?F(

Or, les vecteurs (uq,0), ..., (un,0), (0,1) forment une base de £ x R (exo).
Donc la matrice de la forme quadratique Hg dans la base canonique de R +!
est aussi la matrice de Hp dans la base (u1,0), ..., (un,0), (0,1) de E x R.
Donc les formes quadratiques Hr et Hg ont la méme signature. q.e.d.
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1.2 | a,xf +ay 23

€T

-0.6 |-

FIGURE 5.1 — ellipse

5.3.4 Classification des coniques

Exemples de coniques non dégénérées
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FIGURE 5.2 — hyperbole
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— Tellipse d’équation F(x1,22) = a123 + agz3 — 1 ott a1, ag > 0,

— T’hyperbole déquation F(z1,x2) = a1z? — asx3 — 1 ot ay,as > 0,

— la parabole déquation F(z1,72) = a12? — x5 ot a3 > 0

sont des coniques non dégénérées (on a Hp (1,72, 3) = a123 +asw3 — 23
de signature (2,1) dans le premier cas, Hp (1,72, 23) = a1x? — agr3 — 23
de signature (1,2) dans le deuxiéme cas et Hp(z1,292,73) = a125 — T213,
de signature (2,1), dans le dernier cas. Nous allons voir qu’a changement de
repére orthonormal prés ce sont les seules.

Théoréme 5.3.8 Soit € une conique dans R? d’équation quadratique :

F(x,y) = ax® + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f =0 .

a b d
On suppose que la matrice | b ¢ e est inversible (c-a-d la forme
d e f

quadratique Hp est non dégénérée) donc que € est non dégénérée.
Alors soit € est vide soit il existe o € R2, une base orthonormée uy,us
de R? et ai,as > 0 tels que :

(I) o+ x1up + 22u2 € F < alx% +a2$% =1

ou
(II) o+ z1u1 + zous € € & alx% —a2x§ =1

ou
(II1) o+ wiui + xaus G‘K@alaz% —x9=0".

On dit que les équations a droite du signe < sont les équations réduites de
la conique € .

On dit que les droites Ru; et Ruo sont des directions principales de
% . Ces directions sont uniques si € n’est pas un cercle (i.e. a3 # ag), ce

a
sont les droites propres de la matrice de la forme quadratique
b c
qr = ax?® + 2bxy + cy?® (dans la base canonique de R?). Dans les cas (I) et
(II), on dit que o est le centre de la conique et on appelle les droites o+ Ru;
des (les (si a1 # a2) ) azes principaux de €.
Démonstration : Soit ui,us une base orthonormale de vecteurs propres de
a b

la matrice associés aux valeurs propres A1, Ao.

b ¢

On a alors : gp(x1u1 + T2us) = A\12? + Aox3 pour tous 1, x2 € R.
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On a donc, en posant I(z,y) := 2dz + 2ey, pour tous z1,x2 € R :
F(z1ur + 2ous) = M2} + Aea3 + l(v1u1 + vous) + f

= M2? + \ox3 + w1 + agzs + f

avec a; = l(uy).

Si A1, A2 #0,0n a:

F(xlul + xQu?) )‘1(‘7:1 + ﬁ) + AQ(«TZ + E)Z + C/

pour une certaine constante ¢’. Si on pose 0 := —;‘Tllul — ;‘Tiug, on trouve :

— ﬂ)u1 + (29 — 2)@)

F(O + z1uq + x2u2) = F((:Ul o M

= Mzt + hoal + ¢
si x1,z2 € R. En particulier, ¢ = F(o).

Or, d’aprés la proposition5.3.7, si G(x1,x2) = F(o 4+ x1u1 + xauz) =
)\1:13% + /\zxg +,on a: Hg qui est non dégénérée car Hr est non dégénérée.
Or,

Hg(z1, 29, 23) = A\2? + Aozl + 23
donc ¢ = F(o0) # 0.
Donc :

O+$1U1+$2U2G%@)\ll’%—F)\QZE%—FF(O):O

—A
© Fo) "l

)\
Si A1 =2 -\

Flo)» () > Us o pose a; = g5 Ay )y

Slm>0 (O)<Oonpose

\./

alzng)‘l)etag' ()>081ﬁ<0F()>Oonechangeuletu26t

on est ramené au cas précédent. Enfin si F(/\Ol), F(’\Q) 0, 'équation (x) n’a

pas de solution donc ¢ = 0.
Remarque : Comment trouver o? Réponse : le point o est 'unique point
de R? qui vérifie le systéme :
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pour tout vecteur v de R?. Donc le point o vérifie :

0F; (o)
< , LUl + x2u2> =0
aFy(O)

pour tous z1uq + zaus € R? donc :

0F;(0)
9Fy(o)

0
0

De plus, on peut vérifier que ce systéme a une seule solution.
Si}\l;éOet)\z:O:

a b
Soit (u1,u2) une base de vecteurs propres de la matrice asso-

b ¢
ciés aux valeurs propres A, 0.
Comme précédemment, on a :

2
F(ziu1 + zouz) = Miz] + a1z + agxe + f
pour certaines constantes réelles aq, as. Comme A\; # 0, on a :

a
F(xiur + zouz) = Ai(z1 + i)z + agwg +
1

pour une certaine constante ¢’.
oo —
On pose o' := ;U1 et on trouve

G(z1,29) := F (0 + z1u1 + mous) = Alx% + agzo + ¢ .
Or, Hp est non dégénérée donc H¢ aussi. Mais :
2 /2
Hg(z1, 22, 23) = Mz} + aazoxs + ¢ a5

qui est une forme quadratique de matrice :

A 0 0
0 0 %
0o ¢

dans la base canonique de R?. Cette matrice doit étre inversible donc ap # 0.

On pose alors :
oy c
0:=———u; — —uy .
2)\1 a9
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On obtient alors :

C,

F(o+ muy + zou) = F((x1 — ;Tll)ul + (22 — 072)142)
= Alx% + ooy .
Par conséquent, on a :
0+ x1u1 + xougs € € < F(o+ x1u1 + wouz) =0

& )\136% + aoxo =0

-\
& —x% —22=0.
a2
Quitte & changer us en —ug, on supposera que ;—’\21 > 0. On pose alors
=
aj ‘= 721

Remarque : Comment calculer o dans ce cas ? Réponse : le point o est
I'unique point de R? tel que :

F(o) =0et (0,F(0),0,F(0)).u; =0
(exo).

De plus, pour ce point o € R?, on a :
F(0+ z1uy + Toug) = M3 + aoxo

ol aip = (0, F(0), 0y F(0)).us.
g.e.d.

Pour résumer, on a le tableau suivant pour une conique non dégénérée
d’équation F(z,y) = 0 dans R? :

sgn(qr) nature de la conique

ellipse 0
(27 0) sisgn(Hp)=(2,1) * sisgn(Hp)=(3,0)
(1,1) hyperbole

(1,0) parabole

EXEMPLE : On considére la conique ¥ d’équation :
2 +ry+yP+4r+3y+4=0.

Pour trouver o = (g, yo), on résout le systéme :

0. F(0)
9yF (o)

0
0
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220 +yo+4=0
To+2y0+3=0

On a de plus, gr(x,y) = 22 +xy+y>. On cherche donc les valeurs propres
A1, Ao de la matrice

[QF] =

o=
NI N

On trouve : \; = %, Ay = % Si (u1,u2) est une base orthonormale de
vecteurs propres associés a Ai, Ao, alors on trouve :

F(o+ 21w + m2u2) = F(0) + 2] + A3

1 1 3
=gttt

Donc :
1
3

3 9

L,
0+ 21Ul + ToUs € C & — +§x1+§$220

3 9

Donc % est une ellipse de centre (—5/3, —2/3) et dont les axes principaux
sont les droites

o+Ruy =(y=—x—17/3)

o+Rug=(y=x+1)
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2.4

1.6

0.8

0.8
-1.6

2.4 \<—x-7/3

24 -16 08 0 08 16 24
Yy

5.3.5 Classification des quadriques en dimension trois

Comme pour les coniques on peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.9 Soienta,b,c,d,e, f,g,p,q,r des réels. On considére la qua-
drique 2 d’équation :

F(z,y,z) = ax? +by? + c2® + 2exy + 2frz + 29yz + 2px +2qy +2rz+d = 0

dans R3. On suppose que la matrice :

a e f p
b g ¢
[HF| =
f g ¢ r
p q r d

est inversible (donc 2 est non dégénérée). Alors, soit 2 est vide soit il existe
ai,as, a3 > 0, ug, ug, uz une base orthonormale de R? et o € R3 tels que :

0+ iUl + Xous + 23U3 € 2 & alx% + an% + agxg =1
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(ellipsoide) ou

0+ xuy + Toup + r3u3 € 2 S ay2? + agrs — azal =1
(hyperboloide a une nappe) ou

0+ r1u1 + xous + T3U3 € 2 & alx% — agxg — (131‘% =1
(hyperboloide a deux nappes) ou

0+ T1U1 + ToUug + T3U3 € 2 & alx% + agxg —x3=0
(paraboloide elliptique) ou

0+ r1u1 + To2Us + 23U3 € 2 & alx% — a2x% —x3=0

(paraboloide hyperbolique).



o8

CHAPITRE 5. ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS



Chapitre 6

Formes bilinéaires alternées

Soit E¥ un IK—espace vectoriel ot K est un corps de caractéristique # 2
(ieVeeK,z+xz=0=2=0).

6.1 Rappels

Définition 4 ¢ : E x E — K est bilinéaire alternée si @ est bilinéaire et
o(x,z) =0 pour tout x € E.

:L'/

x
Ezemple : dét : R? x R?, , — xy’ — 2’y est bilinéaire
/

Y Y
alternée.
Remarque : Alterné = antisymétrique. La réciproque vraie en caractéris-
tique # 2. Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire alternée.

*

Le noyau de ¢ est le sous-espace :
kerp:={x € EF : VyeE, p(z,y) =0}
Si ker o = 0, on dit que ¢ est non dégénérée.
Exercice 12 Vérifier que le déterminant est non dégénéré.

Sie:= (eq,...,en) est une base de F, la matrice de ¢ dans la base (e) est
la matrice :

Mate(¢) = (w(ei, e5))1<ij<n -

Six=uxe1+. +xpe, ety =y1e1 + ... + ype, alors :
p(z,y) ="XAY

ou X et Y sont les vecteurs colonnes formés des coordonnées de x et y.

59
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Exemple : dans la base canonique de R?, le déterminant a pour matrice :

0 1
-1 0

Proposition 6.1.1 Une forme bilinéaire est non dégénérée si et seulement
st sa matrice dans une base quelconque de E est inversible.

Exercice 13 Montrer qu’en dimension 3 il n’existe pas de forme bilinéaire
alternée non dégénérée.

Formule de changement de bases : soient ¢’ une autre base de E et P la
matrice de passage de e dans €’. Si on note A := Mat.(p) et A" := Mat.(p),
alors on a la relation :

A =tPAP .

En particulier, le rang de la matrice de ¢ dans une base de F ne dépend
pas de la base choisi. Ce rang commun est le rang de ¢.

6.2 Classification

Théoréme 6.2.1 Soit ¢ : E x E — K une forme bilinéaire alternée. On
suppose que E est de dimension finie. Alors le rang de ¢ est pair, disons
2p < n, et il existe une base ey, ...,e, de E telle que :

o(egp—1,e2t) =1

pour tout 1 < k <p et
‘P(eiv ej) =0
dans tous les autres cas ot i < j.

En particulier, si ¢ est non dégénérée, la dimension de E est paire.
Dans le cas ol ¢ est non dégénérée, n = 2p et une base comme dans le
théoréme est appelée base symplectique. Dans une telle base, la matrice de
@ est :
0 1

-1 0
J =
0 1
-1 0

Version matricielle du théoréme : si A € .#,(K) est une matrice
antisymétrique i.e. :

tA=—A
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alors il existe P € GL,(IK) telle que :

0 1
-1 0

‘PAP = 0 1
-1 0

AN

0

En particulier, le rang de la matrice A est un entier pair.

6.3 Le Pfaffien

Toutes les matrices antisymétriques carrées de taille impaire sont de dé-
terminant 0 (ezo).

Le déterminant d’une matrice antisymétrique carrée de taille paire est
un carré. Plus précisément :

Théoréme 6.3.1 Il existe un unique polynome en les variables t; ;, 1 < i <
j < 2n et a coefficients entiers noté Pt tel que :

Pf(A)? = détA

pour toute matrice antisymétrique carrée A de taille 2n et

Pf(J)=1 .

Démonstration : Soit

€ Mon(K)

ou K := Q(t12,t1,3,...,tan—1,2n), le corps des fractions rationnelles en les
variables t; j, 1 <i < j < 2n.

Le déterminant de A est un polyndme en les ¢; ;. Si on spécialise les
variables t; ; en les entrées de la matrice J, on trouve la valeur détJ = 1.
Donc dét A est un polynéme non nul et la matrice A est de rang 2n (inversible
dans #5,(K)). En particulier, il existe P € GLq,(K) tel que :

tPAP =J .
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On pose f := détP~!. A priori f € K est une fraction rationnelle, mais nous
allons montrer que f est un polynéme en les ¢; ;.

En effet, f2 =détA € Qt;; : 1 <i<j<2n.

Oron ale :

Lemme 6.3.2 Soit f € K(t) une fraction rationnelle ent telle que f* € K[t]
est un polynome. Alors f € K[t] est aussi un polynome.

Donc, f est un polynéme en chaque variable t; ;. Donc, pour chaque
variable t; ;, les dérivées partielles :

oy
81&{}9

sont nulles pour N assez grand. Donc f est un polyndéme en toutes les va-
riables t; ;, 1 <i < j < 2n.
De méme on peut montrer que tous les coefficients de f sont entiers.
On peut donc dans f spécialiser chaque variable ¢; ; en une valeur appar-
tenant a K. En particulier f(J) € K et f(J)? = détJ = 1. Donc f(J) = £1.
On pose alors Pf(A) := f(A) si f(J) =1et PI(A) :=—f(A)si f(J) =—1.
On a bien : Pf(A)? = détA pour toute matrice A € .#,(K) antisymé-
trique et Pf(J) = 1.

g.e.d.
Propriétés :
—si2n=2:
0 a
Pt =a ;
—a 0
—si2n=4:

0 iz ti3 tia

)

—t1’2 0 t2,3 t2,4

Pt = t12t3.4 +t14t23 —t13t24 ;
—t13 —toz 0  t34
—t14 —to4 —tz3a O

— Pour toute matrice antisymétrique B, pour toute matrice C,

Pf(*CBC) = détCPf(B) ;

PE('A) = (—1)"PE(4) ;

— le polyndéme Pf est homogéne de degré n est de degré 1 en chaque
variable t; ;.
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Formule de Laplace

On peut, pour calculer le déterminant d’une matrice développer, simul-
tanément, par rapport a plusieurs lignes; si A € ., (IK), alors :

détA = " e(A")détA'dét A"
o

ou :

— A’ décrit les matrices extraites de A formées des r premiéres lignes de
A et de r colonnes j1 < jo < ... < Jy,

— A" est, pour chaque A’, la matrice extraite de A formée des n — r
lignes et n — r colonnes restantes,

— €(A’) := (—1)” ou v est le nombre de transpositions de colonnes (i.e.
échanges de deux colonnes) nécessaires pour amener les colonnes ji, ..., j, en
position 1, ..., r sans changer 'ordre des autres colonnes, concrétement :

r(r+1)
—

Par exemple, si r = 1, c’est la formule du développement du déterminant
par rapport & la premiére ligne.

I/:jl—1—{—...—|—jr—1":j1+....—|—jr—

6.4 Groupe symplectique

Soit K?” muni de sa base canonique ey, ..., s, et de sa forme bilinéaire
alternée standard :

B(egi,l,egi) =1let B(ei,ej) =0
pour les autres vecteurs e;, e; tels que 1 < < j < 2n.
Définition 5 Une matrice symplectique est une matrice de passage d’une
base symplectique dans une autre i.e. : g € Man(IK) est symplectique si
tggg=J .

L’ensemble des matrices symplectiques est un sous-groupe de GLgy, (K) ;
on le note Spy, (K).

Propriétés : Sp, = SLa, A € Sp,,, = ‘A € Sp,,, toute matrice sym-
plectique est de déterminant 1.
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Chapitre 7

Les quaternions

Rappelons que :

a —b a —b
C~ € MrR),; a+ib—
b a b a

Sur le méme modéle, on peut construire 'algébre des quaternions a partir

de C.

7.1 Définitions

Définition 6 Soit

H:.= B S .//2(@)
-b a
EXEMPLE : Par exemple :
1 0 0 1 0 1
1:=1, I:= , J = , K = cH.
0 —i -1 0 1 0

Proposition 7.1.1 H est une sous-R—algébre de #5(C) ie. : Iy € H et H
est stable par addition, par multiplication par un scalaire réel et par multi-
plication.

Démonstration : Pour la stabilité par multiplication, on vérifie que :

a b a v aa' —bb  ab +a'b
-b a —_— —all +a’b aa’ —bb

65



66 CHAPITRE 7. LES QUATERNIONS

g.e.d.

Exercice 14 Vérifier que
H=R1®RIPRJERK .
Table de mulitplications :
P=r=K=-1

1J=—JI=K,JK=—-KJ=I1,KI=—-IK=J

IJK = —1

(exo)
vy

Remarque : Sis€ R, o= | u, | €R3, alors on pose :
v3

[s,0] :=s+vi]+veJ +v3K € H .
On a alors pour s,t € R, ¥, W € R3 :

[s, U][t, W] = [st — V.0, t0 + s+ U A W] .

Définition 7 On appelle quaternions purs les quaternions de la forme :
zl+yJ+z2K,z,y,z€ R

et on note H' les sous-espace des quaternions purs.

On identifiera R avec Ry C H.
Exercice 15 Pour tout ¢ € H :
geRe e R+

geH ¢ eR_

a b

Remarque : Pour tout ¢ = 3 € M, détq = |al?> + |b|?. Donc,
—-b a

q # 0 = ¢ inversible dans .#5(C).
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Proposition 7.1.2 L’algebre H est une algébre a division i.e. tout ¢ € H
non nul est inversible dans H. De plus, le centre de H, c-a-d ’ensemble des
x € H tels que xq = qx pour tout ¢ € H, est R.

a b
Démonstration : Soit 0 # q = _ € H. Alors,
-b a
1 a —b
-1
= cl.
BTIERUTEN (A

Soit x = a+ bl + ¢J + dK € H, alors si x est dans le centre de H, on a
en particulier :
xl=Irxetax =Jx

=>b=c=d=0.

La réciproque est clair : si x € R, alors V¢ € H, zq = qz. g.e.d.

Remarque : Dans H, I'équation X2 + 1 = 0 a une infinité de solutions,
parmi lesquelles : I, J, K.

Exercice 16 Vérifier que Qg := {£I1,+I,+J,£K} est un sous-groupe de
H \ {0}.

7.2 Norme

Pour tout ¢ € H, on pose :

Propriétés :

Vg, € H, (192)" = 91
VqeH, qq" =q*q=dét(q)Is € Ry
Va,byec,d e R, (a+bl+cJ+dK)" =a—bl —cJ —dK .
Définition 8 On pose pour tout ¢ € H, ||q|| := v/qq*.

Proposition 7.2.1 L’application :

1

HxH-— Ry (¢.¢)— (¢.¢) == 5(61(1’* +q'q")

est un produit scalaire.
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Démonstration :Siqg=a+bl+cJ+dK,qd =d +VI+cJ+dK avec
a,a’ b, e, d,d, alors : (q,q') = ad’ + bb' + ¢ + dd’; c’est la formule du
produit scalaire standard sur R*. g.e.d.

On remarque :
Vq,q € H,|lgd'[| = |lall|ldl

donc :

G:=8=8Uy:={qgeH : ||q| =1}

est un sous-groupe de H \ {0}.
Ce groupe joue vis-a-vis des rotations de SO3(IR) le méme role que le
groupe S! vis-a-vis de SO2(R).

7.3 Lien avec les rotations

Pour tout 0 # g € H, on pose :
sg:H — H ys s,(y) := qyg!

(vérifier que siy € H', s4(y) € H').

Pour tout 0 # ¢ € H, on notera S; la matrice de s, dans la base I, J, K
de H'.
Remarque : La base I, .J, K de H est orthonormale.

Lemme 7.3.1 Sis = s11+soJ+s3K € H', avec s1,52,53 € R et 52 +53+
s3 =1, alors il existe g € S3 tel que :

sq(l) =5 .
Démonstration : 1l existe o, 8 € R tels que :
81 = cosa, Sy =sinacos 3, s3 =sinasinfj .
On pose alors :
g =cos&l +siné cosnd + siné sinn K
ot { ;= —5, n=p.On abien : s4(I) = s. g.e.d.

Théoréme 7.3.2 Pour tout ¢ € S3, Sq € SO3(R). De plus Uapplication :
53 — SO3(R) ¢ — S,
est un morphisme surjectif de groupes de noyau : £1 i.e. :
Vaq,q € 5% Sy =S,Sy
Sq:Sq/@q':iq
et toute rotation R € SO3(R) est de la forme R = S, pour un certain q € S3.
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Démonstration : On a bien un morphisme de groupes :
Soient ¢,q' € S3. Alors :

1

_1 _ _
VyeH, sgs0(y) =ad'yd ™ ¢ = (qd)y(aq) ' = 549 (y) -

Donc s¢sq = 54 d’oll : SqSy = Sgq-
On arrive bien dans O3(R) ...
De plus :

vy eI, [Isg)ll = llaya™ 1l = llallllylllla1| = Iyl

donc S, € O3(R) pour tout g € S3.
... plus précisément dans SO3(R) :
Nous allons voir que les S, sont en fait des rotations.
On commence par un cas particulier :
Siq=a+bl €83, avec b > 0, alors on peut trouver § € R tel que :

0 t b = si
a=cos-etb=sin- .
2 2

On vérifie alors que :

1 0 0
Sq=1|1 0 cosf —sing | €SO3(R) .

0 sinf cosé@

Si q est quelconque ...

Alors : g =a+poup e H. On aalors : 1 =a? + ||p||2. Si p = 0, alors
Sy = I3 € SO3. Sinon, IU}:%H € H' et d’aprés le lemme, il existe g € S3 tel
que :
P

s =ols™ =

On a alors :
sgla+|IpllI) = q

(exo).

Soit 7 := a + ||p||I. On a donc : grg—1

=g dou:
Sq = 5¢5,5,"

or S, € SO3(R) d’aprés la premiére partie de la démonstration donc S, €
SO3(R) (car de déterminant 1).

1l reste a montrer la surjectivité :



70 CHAPITRE 7. LES QUATERNIONS

Soit R € SO3(R). Il existe un vecteur propre v := | v, | € R3 de poids

U3

1 de R.D’aprés le lemme, il existe g € S3 tel que : sy(I) = v1] +vaJ +v3K.

Mais alors :
1 1
S, RS, ( 0 )z 0
0 0

Donc, comme S, RS, € SO3(RR), on a :

1 0 0
S;lRSg: 0 cosf —sinf

0 sinf cos@

pour un certain 6 € R. Donc si on pose :

9+ in—1
r = cos = + sin —
2 2

on a :
Sy RSy =S, < R = 8,5.5;"

< R = Sgrgfl
d’oul la surjectivité.
Pour finir le noyau est {£1} :

Si Sy = I3 alors :
VyeH, sq(y) =y

svVyeH, gy ' =y qy=yq
s VyeH, qy=yq
SqelR .

Si g e S3, alors ||q| =g =1 = q=+1.
g.e.d.

Exercice 17 Soit ¢ € S3. Si ¢ = +1, alors S; = I3. Sinon, ¢ = a + p avec
a€R,0#peH et a?+||p||> = 1. Mais alors il existe 6§ € R tel que :

O et llp|| = sin 2
a = COS — € = S1n — .
g CUIIP 2
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b1
Posons aussi p':= | py | sip = pil + p2J + p3K. Avec ces notations, S,

b3
est la rotation d’axe Rp et d’angle 6.
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