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2 Dual

Définition 1 E* := Homk(F, K).

2.1 Formes linéaires, hyperplans

On a une bijection P(E*) & {hyperplans}, A — ker \.

2.2 Bases duales

Ezemple : la base duale des formes linéaires P+ P®(0)
En dimension finie, £ ~ E* mais en dimension infinie, dim £ < dim E*.

Exercice 1 (R™)* ~ RN et dim RN est le cardinal de R (indication : les
suites (A\")new, A € R sont R—linéairement indépendantes ...).

2.3 Bidual

L’application £ — E**, x — ev, est un isomorphisme en dimension finie.

2.4 Orthogonalité

Si V' est un sous-espace de E, on note
vi={Ae B "z eV (\x) =0}

c’est un sous-espace vectoriel de E* (exo) , appelé l'orthogonal de V. Si W
est un sous-espace de E*, on note :

we={zeE:"XeW, (\z)=0}
c’est un sous-espace vectoriel de E (exo) , appelé ['orthogonal de W.
Exercice 2 Vérifier que l'on a toujours :
VoV wowek vi—ylel e = ppele
pour tous sous-espaces V de E et W de E*.
Exercice 3 Vérifier que l'on a toujours :
VOVl W wet v = plel ype = pote

pour tous sous-espaces V de E et W de E*.



Proposition 2.1 Si F est un sous-espace de E, alors F = E < F+ =0.

Démonstration : Soit m : E — E/F la surjection canonique. Si F* = 0
alors, pour tout u € (E/F)*, pow € F+ donc pon = 0. Donc, pour tout
x € B, (u,m(x)) =0, pour tout p € (E/F)*. Donc 7(z) =0 i.e. x € F pour
tout z € F. q.e.d.

Corollaire 2.1.1 (Equations des sous-espaces en dimension finie) Si
E est de dimension n alors :

i) Si A1, ..., Ny € E* sont des formes linéaires telles que dim(Ay, ..., \p) =7
alors : le sous-espace

F:={zcE " (\z)=0}

est de dimension n — r.
i1) Réciproquement, si F' est un sous-espace de E de dimension q, il existe
n — q formes linéaires linéatrement indépendantes Ay, ..., \,_, telles que :

F={zecFE  :"1<i<n—gq, (\,z)=0}.
Proposition 2.2 On suppose E de dimension finie. Soient V1, Vs deux sous-
espaces de E. Alors : i) (Vi + Vo)t = ViEn Vit i) (ViN V)t = Vit + Vit

Soient Wy, Wy deux sous-espaces de E*. Alors : 1) (Wi+Ws)° = WeNWy,
i) Wy N Wa)° = We + Ws.

Démonstration :

i): Vi CVi+ Vo= (Vi + Vo)t C Vit De méme : (V; + Vo)t C V5
Donc (V; + Vo)t C Vit N Vit Pour la réciproque, soit A € Vi- N V. Alors,
Vvl c ‘/i,vvg € ‘/2, <)\,’Ul + U2> = <)\,U1> + <)\,U2> = 0. DOI]C7 A E (‘/1 + ‘/Q)J'

Démontrons ii) :

VinVy, C Vi = Vi C (VinVy)t. De méme, V5 C (V3 N V,)* done :
(Vi N Vo)t D Vit + Vit Pour montrer 1'égalité, nous allons comparer les
dimensions :

dim(V; N V5)* = dim E — dim(V; N V3)
=dim F — (dim Vj + dim V5 — dim(V; + V%)
=dim F — dimV; 4+ dim £ — dim V5 — (dim £ — dim(V; + V3))
= dim V;* + dim V3" — dim(V; + V5)*
= dim Vit + dim Vi — dim(V;- N V5H)
= dim(V- 4+ V5H) .

De méme pour iii) et iv). qg.e.d.



3 Transposée

Soient E, F' deux KK—espaces-vectoriels. Soit v : £ — F' une application
linéaire. Pour tout A € F*, Aou € E*. L’application : ‘u : F* — E*, X\ — \ou
est linéaire ; c’est la transposée de u.

Proposition 3.1 Soient E, F deux IK—espaces-vectoriels de dimension fi-
nie. Alors :
i) rgu = rgtu, i) Im (*u) = (keru)*, i) ker(*u) = (Im u)*.

Démonstration :1iii) : Soit A € F*. Alors :
A€ ker'u & 'u()) =0
S Aou=0
s "re B, Mu(x)) =0
sYelmu My) =0 M€ (Imu)* .
ii) : Soit A € F*. Alors :
Vo € keru, 'u(\)(x) = Mu(z)) = AM(0) =0 .

Donc Im (‘u) C (keru)*.
Réciproquement, si u € (keru)t, alors : "z € keru, u(z) = 0. Soit S un
supplémentaire de Im v dans F' : Imu & S = F'. On pose :

Au(z) + 5) = ()
pour tout x € E et tout s € S. L’application \ : ' — K est bien définie car
siz, 2’ € E,s,s €8S, alors :

uw(z) +s=u(z") +s = u(zr) =ua)
= —1' €keru
= ulz —2') = 0= p(x) = p(’) .
De plus A est linéaire i.e. A € F*. On a donc p = "u(A) € Im (‘u).

i) :rg (*u) = dim Im ‘u = dim(ker u)* = dim E —dim ker u = rg u, d’aprés
le théoréme du rang. q.e.d.

Proposition 3.2 Soient E, F,G trois IK—espaces vectoriels. Soient : u :
E — F,v:F — G deuz applications linéaires. Alors '(vowu) ="uo'v.



Proposition 3.3 Soit E un IK—espace vectoriel. Soit u : E — E un endo-
morphisme. Un sous-espace vectoriel F' de E est stable paru si et seulement si F'*
est stable par ‘u.

Démonstration : Supposons que F est stable par u, i.e. : Yz € F, u(z) €
F.Si\ e F*, alors :

Vv e F, ('u(\),z) = Aowu,x) = AMu(z)) =0 .

Donc 'u(\) € F*+ et F* est stable par ‘u.

Réciproquement, supposons que '+ est stable par ‘u. Soit 7 : E — E/F
la surjection canonique. Soit A € (E/F)*.

Pour tout z € F, (A\,u(x) mod F) = (Ao m)(u(x)) = (*u(Xom))(z).

Or, Ao € F* donc ‘u(Aom) € F£. Donc : (\,u(xr) mod F) = 0. Cela
est vrai pour tout A € (E/F)* donc u(zx) mod F' = Omod F' i.e. : u(z) € F
pour tout x € F'. g.e.d.

Matrices

Proposition 3.4 Soit E un K—espace vectoriel de base (eq, ...,en) et F un
K —espace vectoriel de base B' = (f1, ..., fn). Soit u : E— F linéaire. Notons
A la matrice :

A= [ulpp

alors : ['u]pr= g ='A.

4 Formes bilinéaires

Bil(U x V,K) ~ Z(U,V*) ~ Z(V,U").

Exemple : si A € M, k), alors M, 1(K) x M, (K) = K, (X,Y) —
tX AY est une forme bilinéaire.

Changement de bases : soit B € Bil(U, V), si e, ¢’ bases de U, f, f’ bases
de V, si M est la matrice de B dans les bases ¢, f et M’ dans les bases €', f/,
alors M’ ='PMQ ou P := P et Q) := P]{N.

e
Définition 2 Si U = V, on dit que B est symétrique si “x,y, B(x,y) =
B(y, ), alternée si Yz, B(z,z) = 0.

Remarque : en caractéristique # 2, alternée < antisymétrique.
Exemple : le déterminant des matrices 2 x 2 est alterné en les colonnes.

Exercice 4 Soit B : E x E — K une forme bilinéaire telle que pour tous
x,y € B, B(x,y) =0« B(y,x) =0. Alors B est symétrique ou alternée.



4.1 Noyau, rang, orthogonal

Supposons U = V| et B € Bil(U, U) symétrique ou alternée.
Noyau :ker B={x €U : Yy € U, B(x,y) = 0}.

Rang : rangB = rang de U — U*, x — B(xz,.).

(C’est le rang de la matrice associée dans une base quelconque).
dim U = rangB + dim ker B.

Définition 3 Si U — U*, z — B(xz,.) est un isomorphisme, on dit que B
est non dégénérée. En dimension finie, cela veut dire rangB = dim U i.e.
ker B = 0.

4.2 Orthogonal
Soit V' < U un sous-espace, on note V+ := {z € U : Yv € V, B(z,v) = 0}.
Proposition 4.1 Si U de dimension finie, alors pour tout sev V. < U, on

a !

dim V 4 dim V* = dim U 4 dim(V N ker B)
V=V +kerB .

4.3 Classification des formes quadratiques

On suppose K de caractéristique # 2.
Une forme bilinéaire symétrique est entiérement déterminée par ses va-
leurs sur la diagonale car :

2

Qr,y) =

1 .

Définition 4 ¢ : K" — K est une forme quadratique s’il existe une forme
bilinéaire symétrique telle que q(x) = B(z, ).

Exemples : une forme quadratique sur K™ est un polynéme homogéne
de degré 2 en les coordonnées = ; par ex. le déterminant sur Ms(R) est une
forme quadratique.

Attention, ne pas confondre le cone isotrope et le noyau d’une forme
quadratique.

Soit B une forme bilinéaire symétrique.



Théoréme 4.2 [ existe une base B—orthogonale.

Démonstration : Méthode de Gauss Q(x1, ..., T,) = >; aix%—l—zlgiqgn @ ;T
ler cas : il existe un 7 tel que a; # 0. Par ex. i = 1. Alors Q) = alx% +
T9,...,.Tn 2
1 B(xgy .oy xy) + C(2y ooy ) = a4 (xl + Blezezn) P ))2> + (C’ — —(QE;)Q).

linéaire quadratique
2¢éme cas : tous les a; sont nuls et il existe 7 < j tels que a; ; # 0. Par ex.

12 7é 0.

Q = a1 1172 + 71 B(ws, ..., T) 22 O3, ..., ) + D(w3, ..., )
~—_————

linéaire linéaire quadratique

CL12< B+C 2 C—B 2 BO
= ’ <SL’1+JJ2+ ) —<SL’1—I2+ ) +<D—)

4 a a a?

q.e.d.

Théoréme 4.3 (Procédé de Gram-Schmidt) Soit (eq, ..., e,) une base de
U. Soit A la matrice de B dans cette base. On suppose que les mineurs prin-
cipaus dy, ..., d, sont non nuls. Il existe une unique base orthogonale f1, ..., f,
de U telle que :

1<k <n, fr =ermod Vect{ey, ...,ex_1};

B(f, fr) = di/dp—1 .

4.3.1 sur C

Soit ¢ une forme quadratique sur U. Soit ey, ..., e, une base orthogonale.
Alors le nombre de g(e;) # 0 est le rang de ¢ et quitte a changer les e; # 0 en

ez ) et & permuter, on peut supposer que g(aje; + ... + aye,) = a% + ... —|—a3
q\é;

ou r = ranggq.
Exemple : PGLy(C) ~ SO3(C).
Soit F le C—espace vectoriel des matrices 2 x 2 de trace nulle muni de la
forme quadratique :
q:E— C, A tr(A%) .

a b
Si A= , alors ¢(A) = 2(a? + bc). Donc q est de rang 3. Dans

TN I N BN L T DY (R
a base 1 = —= , 92 = = s 3= 5 )
Lo -1 2110 2110



on a :
q(z1 My + 2o My + 23M3) = 23 + 25 + 75 .

L’action de G := GLy(C) sur E par conjugaison préserve ¢ d’otl un mor-
phisme de groupes G — O(q).

En prenant les matrices dans la base My, My, M3, on obtient un mor-
phisme de groupes : ¢ : G — O3(C). L’image est contenue dans SO3(C) car,
par exemple, tout g € G est de la forme g = h? pour un certain h € G (exo).
Donc dét ¢(g) = dét p(h)? = (£1)* = 1.

De plus, si ¢(g) = I3, alors i, gM; = M;g= g € C*I3. Donc ker ¢ =
C* I3 et ¢ induit un morphisme injectif ¢ : G — So3(C). Ce morphisme est

| | o et 0
un isomorphisme. Pour la surjectivité, on remarque que ¢ ( A >:

0 e—zt

1 0 0

0 cost —sint |.Soit M € E telle que q(M) = 1. Alors il existe g € G
0 sint cost
tel que gM g~ = M, (exo).
Soient x1,zq9,23 € C tels que 2 + z3 + 22 = 1. Alors r = —1I3 +
2!(x1, X9, x3).(21, 22, 23) € SO3(C). De telles matrices engendrent SO3(C)

(exo). II suffit donc de montrer que r € Im¢. Or, si g € GLy(C), vérifie
(2 My + 23 My + x3M3)g~' = My, on a bien :

1 0 0
d(g)rd(g )= 0 cost —sint
0 sint cost

pour un certain ¢. Donc ¢(g)r¢(g~1) € Img = r € Img.

4.3.2 sur R

On dit que q est positive si Yz, ¢(z) > 0; définie positive si "z # 0, q(z) >
0.

Exemple : q(f) = [;w(z)f(x)?dz ot w est une fonction positive sur I'in-
tervalle I.

Théoréme 4.4 Soit ¢ une forme quadratique sur U un R—ev de dimension
n. Il existe une base eq, ..,e, de U telle que :

_ 2 2 2 2
qlarer + ...+ anen) = ay + ..+ a, —a, — .. —a,,,

9



(p, q) est la signature de q, est indépendant de la base choisie et p+q = rangg.

Démonstration :p =maxdimV : V < U, q|yest définie positive} ¢.e.d.

Proposition 4.5 Siq est positive, alors "z, y, |B(x,y)| < \/q(x)\/q(y). Avec

égalité si q est définie positive si et seulement si x,y liés.

Exercice 5 Si g positive, alors le cone isotrope de q est son noyau.

S8
S

Théoréme 4.6 (Méthode de Jacobi) Sitous les mineurs principauz d, ...
d’une matrice symétriques sont non nuls, alors p est le nombre de change-
ment de signes dans la liste.

Corollaire 4.6.1 ¢ est définie positive si et seulement si tous les mineurs
principauxr sont > 0.

On peut donc appliquer Gram-Schmidt & une forme bilinéaire symétrique
définie positive comme par exemple : B(f,g) = [; wfg ot w est une fonction
positive sur un intervalle I de R. Fxemples : les polynémes orthogonaux. Ce
sont des familles de polynoémes p,,, n > 0 qui vérifient :

Yom,n, [;wpmPn = CuOmn pour certaines constantes c,. On les obtient
par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, en partant de la base
1L, X,..,X* ... de R[X].

w=(1-X*"12T=[-1,1),p, = Tchébychev I, ¢y = 7, ¢, = 7/2, n > 0

mn

d
Hermite(—1)"—(e —2?), ] = Rw = ¢ %, ¢, = v/72"n!

dz™
Laguerreid;L(x”e_m), I=R,,w=e"c,=1
Legenclreznmdcj:n@2 - )" I=[-1,1,¢, =2/(n+1)
4.3.3 sur IF,

Théoréme 4.7 Soit () une forme quadratique non dégénérée sur U un IF,—espace
vectoriel de dimension n. Soit e € T\ (FX)?. Il existe une base orthogonale
€1, ...,e, de U telle que :

Q(zier + ... Fapey) =20 + ...+ 22 |+,

ou
Q(:Blel + ...+ xnen) = 35% + ...+ :Ei_l + ex,

et € = dét g mod (F)>.

10



Lemme 4.8 Sin > 2, alors l’équation Q(z) = 1 a au moins une solution
dans U.

Démonstration : 11 suffit de traiter le cas ot n = 2 et ou Q(x) =
a17? + apr3 avec aj,a; # 0. On a Q(z) = 1 & a;2? = 1 — axz?. Quand
x1 décrit Iy, le terme de gauche prend ‘1;—1 valeurs distinctes. Quand xo, dé-
crit I, le terme de droite prend %1 valeurs distinctes. Comme % —1—%1 > q,
il existe 1,7y tels que a;2? = 1 — apa3. g.e.d.

La classification des formes quadratiques dépend donc du corps K. Cu-
rieusement, celle des formes alternées n’en dépend pas :

4.4 Classification des formes alternées
Soit B une forme bilinéaire alternée sur un K—ev U de dimension n.
Définition 5 Une base ey, ...,e, de U est symplectique si pour un certain

m < n/2, Bleg_1,e2) =1 et B(e;,ej) =0 sii < j dans les autres cas. En
d’autres termes la matrice de B dans la base e est de la forme :

0 1
-1 0

0 1
-1 0

0]

Théoréme 4.9 Toute forme bilinéaire alternée a une base symplectique.
Démonstration : On raisonne par récurrence sur dim U. Soit B une forme

bilinéaire alternée. Si B non nulle, il existe ey, es € U tels que B(ey, e2) # 0.
On peut multiplier e; par un scalaire non nul pour obtenir :

B(@l,eg) = —B(eg,el) =1.

Alors comme ker BN (eg,e5) = 0, on a U = {e1,e3) @ (e, e2). On ap-
plique '’hypothése de récurrence a (eq, es)t. q.e.d.

Corollaire 4.9.1 Toute forme bilnéaire alternée est de rang pair.

11



4.4.1 Pfaffien

Définition 6 [ existe une application Pf polynomiale en les coefficients
telle que pour toute matrice antisymétriqgue A de taille 2n, on ait :

dét A = Pf(A)?
et telle que Pf(J) = 1. C’est le Pfaffien.

Démonstration : Soit

ot K = Q(ti12,t13, .-, tan—120n), le corps des fractions rationnelles en les
variables ¢, ;, 1 <1 < j < 2n.

Le déterminant de A est un polyndome en les ¢;;. Si on spécialise les
variables ¢; ; en les entrées de la matrice J, on trouve la valeur détJ = 1.
Donc dét A est un polynéme non nul et la matrice A est de rang 2n (inversible
dans .#5,(K)). En particulier, il existe P € GLg,(KK) tel que :

‘tPAP = J .
On pose f := dét P~t. A priori f € K mais :

Exercice 6 Déduire du fait que f> =dét A € Q[t;; : 1 <i < j < 2n], que f
est une fraction rationnelle, mais nous allons montrer que f est un polynome
en les t; j et un polynome a coefficients entiers.

On peut donc dans f spécialiser chaque variable ¢; ; en une valeur appar-
tenant & K. En particulier f(J) € K et f(J)? =détJ = 1. Donc f(J) = +1.
On pose alors Pf(A) := f(A)si f(J) =1et Pf(A) :=—f(A)si f(J) =—1.

On a bien : Pf(A)? = dét A pour toute matrice A € 45, (K) antisymé-
trique et Pf(J) = 1.

g.e.d.

Propriétés :
—si2n=2:

Pf =a ;
—a 0

12



—si2n=4:
0 t1,2 t1,3 t1,4

—t12 0 taz o4

Pf =t12t34 +t1aloz —t13loa ;

—t13 —taz 0  t34
—t1a —toq —t3a O
— Pour toute matrice antisymétrique B, pour toute matrice C,

Pf('CBC) =dé&CPf(B) ;

Pf('A) = (=1)"Pf(4) ;

— le polynéme Pf est homogéne de degré n est de degré 1 en chaque
variable t; ;.

0 M
- 0
Pf \ — A
0 )\n
)\, 0
Exercice 7 Pf(A) = Y] fisn_risn) SI8N(01, -y Gon) Qiyig Qi iy, (SOMME

sur les partitions de {1,..,2n} en union disjointe de n paires (sans tenir
compte de l'ordre des paires ni de l'ordre a l'intérieur des paires))

5 Formes hermitiennes

Soit ' un C—ev.

Une forme hermitienne est une application ¢ : E — R telle qu’il existe
¢ : E x E — C sesquilinéaire a symétrie hermitienne (i.e. : Yz € E, ®(x,")
est linéaire et "z,y € E, ®(z,y) = ®(y, x)).

Exercice 8 Sur C" une forme hermitienne est une combinaison R—linéaire
des x;T; et des i(x;T; — Tix;), ©;T; + Tix;.

Exercice 9 On a Re(®) qui est bilinéaire et Im(®P) qui est alternée. De plus
d est unique :

B, ) = 3o+ ) — ol — ) +iple — iy) — igle + i)

13



5.1 Matrices, changement de bases

Si vy, ...,v, est une base de E, on appelle matrice de ¢ dans la base
U1, ..., Uy, la matrice A := (®(v;,v5))1<ij<n-

La matrice A est hermitienne i.e. A = A.

Réciproquement si A est hermitienne, alors z — ‘TAx est une forme
hermitienne sur M, ;(C).

Si v/, ...,v) est une autre base de F et P := P, alors la matrice de ¢
dans la base v est *PAP.

5.2 Réduction

Soit h une forme hermitienne sur un C—espace vectoriel E. On dit que h
est positive si Yx € E, h(z) > 0, définie positive si "x € E \ {0}, h(z) > 0.

Théoréme 5.1 [l existe une base ey, ...e, de E telle que h(Y; xie;) = |z1)* +
ozl = Jxpa P — oo = |Tpigl? ot (p,q) est la signature de h, p+ q son
rang.

Exercice 10 Réduire : h(x,y,z) = 2T + yy — 2i(Ty) + 212y + 2yZ + 27y=.

Exercice 11 Veérifier que p,q ne dépendent que de h, que p+q est le rang de
de la matrice de h dans une base quelconque indication : p est la dimension
mazximale d’un sous-espace ot la restriction de h est définie positive.

Voici un critére pour reconnaitre une matrice hermitienne définie positive :

Théoréme 5.2 Soit A une matrice hermitienne. Alors A est définie positive
si et seulement si tous ses mineurs principaux sont > 0.

Exercice 12 Démontrer le sens difficile. Indication : on fait le changement

de variables vy 1= HELetonin gl o= 3, si i > 1. On a alors h(z) =
/WA —_— . 1 a;1a14
an@y &y + 3y byt ot by = by = a; — =
a1 a2 ... Qi a1 0 0
, Q21 A22 ... Qg as by ... by
det Ak — =
A1 A2 ... Qg (075} bkg bkk

Exercice 13 Le théoréme ci-dessus est une généralisation du théoréeme de
Cauchy-Schwarz. Justifier cette affirmation.

Exercice 14 Montrer que si h est une forme hermitienne positive, alors h
est une semi-norme.

14



5.3 Espaces hermitiens

Définition 7 Un espace de dimension finie avec une forme hermitienne dé-
finie positive est un espace hermitien.

Ezemple : C" et h(x) == |z |* + ... + |z,]?.
Remarque : on peut utiliser le procédé de Gram-Schmidt pour construire
des bases orthonormées.

Exercice 15 Montrer que la famille e*™* n € 7, forme une famille ortho-

normale pour le produit scalaire (f,g) = [ fg.

Exercice 16 (Inégalité de Bessel) Soit £ un espace hermitien. Soituy, ....
une famille orthonormale de E. Montrer que 3, [{x, u;)|* < ||z||*. Indication :
trouver des scalaires ty, ..., t, tels que x — Y, t;yu; est orthogonal a tous les u;

Exercice 17 (Egalité de Parseval) Siu;, 1 <i <n, est une base ortho-
normale de E, alors pour tous x,y € E, (x,y) = > ;{(x, u;)(u;, y).

Exercice 18 (Matrices de Gram) Sixy,...,x, € E, on pose G(x1,...,T,) =
dét ((x;, ). Montrer que G(x1,...x,) > 0 avec égalité si et seulement si, le
systéme 1, ..., T, est lié. Soit {x ...,x,} une base d’un sous-espace F de E.

Montrer que d(x, F)?* = % En déduire par exemple ming, 4, er Ji (1+

arx + ... + a,x™)idx. Montrer que si ay,...,a, € R", alors G(ay,...,a,) =
vol(P(ay, ...,a,))* ot P(ay, ..., ay) est le parallélépipede {30, ta; = V1 <i <

5.4 Angles
Soit E un espace euclidien avec un produit scalaire (-,-). Si z,y € E sont
des vecteurs non nuls, il existe un unique 0 < a < 7 tel que cosa = IIS\CI’IlIJ;/II'

C’est ’angle entre z et y.

Exercice 19 Déterminer 'angle entre les faces d’un tétraédre régulier (i.e.
l’angle entre les vecteurs orthogonauzr aux faces.

5.5 Matrices unitaires

Soit £ un espace hermitien avec une norme hermitienne || - ||. L’ensemble
des endomorphismes de E qui préservent la norme est un sous-groupe de
GL(FE) : le groupe unitaire de E. Ce groupe est isomorphe a U, (C) := {A €
M,(C) : YAA = I,} le groupe des matrices unitaires n x n.
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Exercice 20 Justifier cet isomorphisme. Montrer qu’une matrice unitaire a
pour déterminant un complexe de module 1.

5.6 Diagonalisation des matrices hermitiennes

Lemme 5.3 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

Exercice 21 Démontrer ce lemme et démontrer aussi que les valeurs propres
d’une matrice unitaire sont des nombres complexes de module 1.

Exercice 22 Montrer que les espaces propres d’une matrice hermitienne as-
sociés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Exercice 23 Soitc € R. Soit A une matrice hermitienne. Soit E,. := ker A—
cl,,. Montrer que E+ est un sous-espace A—stable et en déduire que dim E, =
la multiplicité de ¢ comme racine du polynome caractéristique de A.

Théoréme 5.4 Soit A une matrice hermitienne. Il existe P € U,(C) telle
que A = PD'P pour une matrice diagonale D.

Corollaire 5.4.1 Soient A, B deux matrices hermitiennes dont [’'une, A, est
définie positive. Il existe une matrice () inversible telle que :

'QAQ =1, ¢t 'QBQ = D

une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les racines du
polynome dét (XA — B).

Exercice 24 Trouver () et D pour les matrices

2 1 3 0 1 -1
A=11 2 -1 |etB:= 1 2 -1
3 -1 9 -1 -1 1

Exercice 25 Pour une matrice hermitienne A = (a;;)1<ij<n, 0N note
ses valeurs propres A\ (A) > ... > A\, (A). Montrer que pour tous 1 < k <
n, Z;C:l CLZ‘J‘ S /\1(14) —+ ...+ )\k(A)

Soient A, B deuz matrices hermitiennes, montrer que A\ (A+B) < A\ (A)+
M(B) (indication : A\i(A) = supxcen . |x|=1 ' XAX).
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b) Montrer que
Airj—1(A+ B) < N(A) + X\i(B)

pour tous 1,5 > 1 tels que 1 + 7 —1 < n et que

MA+B)+ ...+ MA+B) < M(A) + ... + Ae(A) + M(B) + ... + \(B)

pour tous 1 < k < n.

Théoréme 5.5 Soit A une matrice hermitienne positive. Il existe une unique
matrice hermitienne positive B telle que B> = A. De plus, B est un polynome

(réel) en A.

Démonstration : existence : soient Aq, ..., A, les valeurs propres distinctes de
A . Tl existe un polynéme réel f tel que f(\;) = +/A;. Ona f(A)? = A.
q.e.d.

Exercice 26 Démontrer ['unicité.

Exercice 27 (décomposition polaire) Soit A € GL,(C). montrer qu’il
existe un unique couple (U, P) ou U est unitaire et P hermitienne définie po-
sitive tel que A = UP. (si A n'est pas inversible on a seulement l’ezistence!).

Exercice 28 Soit A hermitienne définie positive. Montrer que A = 'PP
pour une certaine matrice triangulaire supérieure P.

Exercice 29 Soit A € GL,(C). Montrer qu’il existe U unitaire et P trian-
qulaire supérieure telle que A = UP. En déduire 'inégalité d’Hadamard :

dét A|? < Ht@(]i
ou les C; sont les colonnes de A.

Exercice 30 Montrer qu’une matrice antisymétrique réelle ne peut avoir
pour valeur propre —1. Montrer que si S est antisymétrique réelle, alors
(I —S)(I+S)~! est spécial orthogonal. En déduire que SO, (R) est connexe.

17



5.7 Endomorphismes normaux

Soit E un espace hermitien avec un produit scalaire hermitien (-, -) . Soit
u un endomorphisme de E.

Définition 8 L’adjoint de u est I’endomorphisme u* tel que :
Yz, (u(x),y) = (@, u*(y)) -

Exercice 31 Justifier cette définition et montrer que u* n’existe pas toujours
en dimension infinie.

Remarques : u** = u et si A est la matrice de u dans une base orthonor-
mée, u* a pour matrice ‘A dans la méme base.

Théoréme 5.6 Soit u € L(E). Montrer que sont équivalentes :
(i) w est normal (i.e. uu* = u*u);
(1) w se diagonalise dans une base orthonormée ;

(111) w et u* se diagonalisent dans une base orthonormée commune.

Exercice 32 Montrer que si u est hermitien (respectivement antihermitien
(respectivement unitaire)), alors les valeurs propres de u sont réelles (respec-
tivement imaginaires pures (respectivement de module 1)).

Exercice 33 Soit u un endomorphisme normal.
Montrer que ||u(x)|| = ||u*(z)|| pour tout x € E.

b) Montrer que si E, est un sous-espace propre de u, alors E- est stable par
u.

c) Démontrer le théoreme.
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